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Predmluva

Tento text zacal vznikat jako zapis pfednasek pro 3. roénik ucitelskych kombinaci mate-
matiky. Postupnou praci se rozrostl o nékolik dalsich kapitol a casti. Nyni, jak doufam,
mate v rukou ucebnici, které obsahuje vse podstatné pro pochopeni zakladnich konstrukei
tikou, neni ke studiu potiebné zadné predchozi studium matematickych teorii. Jedinou
podminkou pro pochopenti textu je zbézna znalost pojmi z teorie mnozin (jako je mnozina,
podmnozina, prunik, sjednoceni atd.) a znalost bézné notace uzivané v teorii mnozin.

Prvni kapitola zavadi zakladni algebraicky aparat, ktery je potiebny ke konstrukci
¢iselnych oboru. Hlavnimi vysledky je potom zavedeni podilové grupy a podilového télesa
a studium uspotradanych okruhu. Druhd kapitola muze byt studovana nezavisle na prvni.
Vénujeme se v ni Peanové axiomatice prirozenych ¢isel a zavadime v ni ¢&iselny obor
(N, +, ). Ve tteti kapitole a ¢tvrté kapitole vyuzijeme ptredchozich vysledki k zavedeni
celych a racionalnich ¢isel. Nasledujici dvé kapitoly prezentuji dva z moznych zpusobu
rozsireni raciondlnich ¢isel na ¢isla redlnd (jedna se o metodu Dedekindovych fezu a me-
todu fundamentdalnich posloupnosti). V poslednich ¢éstech se vénujeme tvodu do proble-
matiky komplexnich ¢isel, zminime se o hyperkomplexnich ¢islech a zavérem pripomeneme
vlastnosti mocnin, ¢iselnych soustav a kritéria délitelnosti.

Za pomoc pii praci a cenné pripominky chci podékovat Prof. Mgr. Radomiru Halasovi,
Ph.D., Prof. RNDr. Ivanu Chajdovi, DrSc. a Doc. RNDr. Janu Kiihrovi, Ph.D. Za pomoc
a péci o text dékuji Zuzance Brovjakové. Tato skripta byla napsdna v ramci projektu a fi-
nancovand projektem ESF | Profesni ptiprava ucitelu prirodovédnych oboru pro uplatnéni
v konkurenénim prostiedi“ CZ.1.07/2.2.00/15.0310.
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Kapitola 1

Algebraické zaklady

1.1 Binarni relace

Teorie mnozin je zdkladnim aparatem k matematickému modelovani. Predpokladame, ze
¢tendf znd mnozinové operace (prunik, sjednoceni apod.). PFipomenme jesté, ze pro libo-
volné mnoziny A, B rozumime jejich kartézskym souc¢inem mnozinu A x B = {{a,b) |a €

A,b € B}, kde (a,b) je usporddand dvojice prvku a a b. Kartézskou mocninou A" ro-

nx
A

zumime kartézsky soucin: AxAx - x A

Kartézské souciny a mocniny pouzivame k definici a popisu relaci (vztahu). Uvedeme
si nasledujici ptriklad modelovaného vztahu. Predstavme si mnozinu vsSech lidi L, ktefi
kdy zili. Potom zavedeme relaci ,,byt sourozencem® tak, ze jeden ¢lovék je sourozencem
druhého clovéka, jestlize maji oba lidé stejného alespon jednoho rodice. Tento souroze-
necky vztah lze potom urcit néasledujici mnozinou usporadanych dvojic:

{{a,b) | a je sourozencem b} C L.

Predchozi priklad ukazuje, ze vztah mezi prvky mnoziny A a prvky mnoziny B
lze modelovat pomoci nékteré podmnoziny A x B. Navic muzeme uvazovat i opacné,
kazda podmnozina mnoziny A x B predstavuje mozny vztah mezi prvky mnoziny A a
prvky mnoziny B (jisté neplati, ze kazdy mozny vztah je smysluplny, na druhou stranu
neumime predem vyloucit, ze néktera konkrétni podmnozina kartézského souc¢inu nemuze
byt v né¢jakém vyznamu uzitecnym vztahem). Predchozi ivahy motivuji nasledujici defi-
nici.

Definice 1 Méjme mnoziny A a B. Potom libovolnou mnozinu R C A X B nazjvame
bindrni relaci mezi mnoZinami A a B. Libovolnou mnozinu R C A% nazjvdme bindrni
relaci na mnoziné A.

Slovo binarni naznacuje, ze modelujeme vztahy mezi dvéma mnozinami. Definici 1ze
snadno rozsitit tak, ze mnozinu R C A; X Ay X --- X A, nazveme n-narni relaci mezi
mnozinami Ay, ..., A, a analogicky R C A" nazveme n-narni relaci na mnoziné A. V této
ucebnici zuzitkujeme pouze teorii bindrnich relaci, proto si vystacime s timto omezenym
pojetim relace.

Uvedeme si priklady nékterych znamych bindrnich relaci:
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(i) Relace byt rovnobézny .|| na mnoziné vsech pifmek v roviné.
(ii) Relace byt vétsi nebo roven ,,<* na mnoziné redlnych cisel.
(iii) Relace byt kolmy ,, | na mnoziné rovin v prostoru.

’LL

(iv) Relace ,|“ na mnoziné ptirozenych cisel N, kde alb ¢teme jako ,¢islo a déli éislo b
(tedy existuje n € N takové, ze a - n = b).

Zamétime se jesté chvili na znaceni binarnich relaci. Jak jsme uvedli v definici, binarni
relace je mnozina, proto ji muzeme znacit velkym pismenem (napt. R, R;, S apod.).
Obvykleji se ovsem setkdvame s uzivanim relacnich symbolu (napiiklad <, <, ~, 1, <,
&, ¥, # apod.). Uzivani rela¢nich symbola znacné zjednodusuje notaci, proto u binarni
relace R zna¢ime pomoci aRb skuteénost, ze (a,b) € R (tedy a je ve vztahu R s b).

Na druhou stranu, jestlize budeme binarni relaci znac¢it pomoci relacniho symbolu,
nesmime zapominat, ze se jedna stale o mnozinu. Naptiklad relace < je rovna mnoziné

{{a,b) € N?|existuje n € N takové, ze a +n = b}.

[ mnozinu muzeme znacit rela¢nim symbolem.

V nésledujicim textu se budeme setkavat s nékolika druhy relaci. Mezi velmi vyznamné
relace patii relace usporadani a relace ekvivalence. K jejich zavedeni budeme potiebovat
nasledujici pojmy:

Definice 2 Rekneme, Ze relace R na mnoziné A je:

(i) Reflexivni, jestlize pro libovolné a € A plati aRa (tedy (a,a) € R).

(11) Ireflexivni, jestlize pro libovolné a € A neplati aRa (tedy {(a,a) & R).
(i1i) Symetrickd, jestlize plati, Ze z aRb plyne bRa pro vSechna a,b € A.

(iv) Antisymetrickd, jestlize z aRb a bRa plyne a = b pro libovolnd a,b € A.

(v) Asymetrickd, jestlize z aRb plyne, Ze neplati bRa (tedy z (a,b) € R plyne (b,a) & R)
pro vSechna a,b € A.

(vi) Tranzitivni, jestlize z aRb a bRc plyne aRc.
Prvnim vyznamnym typem binarnich relaci je usporadani.
Definice 3 Bindrni relaci < na mnoziné A nazveme usporaddanim na mnoziné A, jestlize

< je reflexivni, tranzitioni a antisymetrickd relace. Dwvojici (A, <) potom nazyvime
uspordadanou mnozinou.
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Relace uspotradani modeluje situaci, kdy muzeme povazovat nékteré prvky za vetsi
nez jiné. V nasem intuitivhim vnimani ma tomuto usporadani nejblize klasicka relace
< na redlnych ¢islech. Nase definice ovSem pftipousti to, ze nékteré dva prvky mohou
byt nesrovnatelné. Prestoze se toto mize na prvni pohled zdat nepfirozené, ukazeme si
jednoduchy priklad usporddani s nesrovnatelnymi prvky.

Vezméme tiiprvkovou mnozinu {1,2,3} a vSechny jeji podmnoziny. Tento systém
mnozin! ozna¢me S. Potom si snadno vsimneme, Ze relace C je relaci uspofdddni
na mnoziné S, pricemz mnoziny {1,2} a {2,3} jsou nesrovnatelné (ani jedna neni
podmnozinou druhé).

Vsechna usporadani v teorii ¢iselnych oboru jsou usporadani bez nesrovnatelnych
prvkia. Méme-li uspoidadanou mnozinu (A, <), potom fekneme, ze < je linedrné
usporadana mnozina, jestlize pro libovolné z,y € A plati, ze x < y nebo y < z.

Analogicky nékdy definujeme ostré usporadani < na mnoziné A jako binarni re-
laci na A, kterd je ireflexivni, tranzitivni a asymetricka. Je snadné domyslet, ze mezi
usporadanimi a ostrymi usporadanimi je vzdajemné jednoznac¢na korespondence defino-
vana nasledujicim vztahem:

r < y tehdy a jen tehdy, jestlize x < y nebo x =y
nebo analogicky
x < y tehdy a jen tehdy, jestlize x < y a soucasné x # y.

Ostré usporadani < na mnoziné A nazveme trichotomické, jestlize pro libovolné prvky
z,y € A plati pravé jedno z tvrzeni z < y, £ = y, nebo y < x. Ctenéf si muze snadno
oveérit, ze ostré usporadani < je trichotomické pravé tehdy, kdyz < je linearni usporadéni.

Kromeé uspotadéani si nyni jesté pfipomenme jeden vyznamny typ relaci, kterym je
relace ekvivalence. Jak jiz napovida jazykovy zéklad slova ekvivalence, relace ndm déava
objekty do vztahu, jsou-li v jistém smyslu stejné (stejné hodnotné) nebo maji-li néco
stejného. V tomto textu budeme pro konkrétni relaci ekvivalence pouzivat symbol ~
(budeme-li mit v daném okamziku zavedeno vice ekvivalenci, budeme je odlisovat indexem;
tj. ~1, ~9 apod.). Jsou-li tedy dva prvky z,y ekvivalentni podle ekvivalence ~, znacime
toto x ~ y.

Definice 4 Bindrni relaci ~ na mnoziné A nazyvdme relace ekvivalence, jestlize je tato
relace reflexivni, symetrickd a tranzitivnd.

S pojmem relace ekvivalence zce souvisi dalsi pojem takzvaného rozkladu mnoziny
na tiidy. Rozkladem mnoziny na tfidy rozumime rozdéleni (roztrhani) této mnoziny na
mensi mnoziny. Ptirozené ocekavame, ze kazdy prvek z puvodni mnoziny bude nalezet
pravé jedné mnoziné rozkladu. Definujme tedy formélneé.

Definice 5 Systém neprdzdnygch mnozin M; C M takovych, Ze i € I (presnéji {M; C
M | i € I}) nazveme rozkladem mnoZiny M na tridy, jestlize plati, Ze \J,c; M; = M, a
navic pro i,j € I takové, Ze i # j plati M; N M; = 0.

ITedy S = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}.{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.
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Nésledujici véta ukaze souvislost mezi relaci ekvivalence a rozkladem mnoziny na
ttidy. Predpokladejme, ze M je mnozina a na ni méame definovanou ekvivalenci ~. Potom
oznacme [x]. mnozinu v8ech prvku, které jsou s prvkem x ekvivalentni. Tedy [z]. = {y €
M | x ~ y} a tuto mnozinu nazyvame tiidu rozkladu relace ~ reprezentovanou prvkem z.
Potom systém vsech takovychto mnozin oznac¢ime M /~. Jak nam ukéze nasledujici véta,
takto vytvoreny systém mnozin tvori rozklad.

Celou situaci si demonstrujme na nasledujicim ptikladu. Vezméme naptiklad mnozinu
vSech aut, potom fekneme, Ze auta jsou ,stejnobarevna®, jestlize maji stejnou barvu.
Jak se snadno vidi ,stejnobarevnost® je relace (vztah) na mnoziné vsech automobilu, a
navic se jednd o relaci ekvivalence (snadno se oveéii reflexivita, symetrie i tranzitivita
této relace). Na zdkladé této relace muzeme auta roztiidit (tedy vytvorit rozklad na
tiidy) a to tak, ze v kazdé vzniklé mnoziné budou prévé vSechna auta stejné barvy.
Rozkladem na tiidy je tedy systém takovychto skupin (mnozin) aut. Je vidét, ze takovym
zpusobem postupovat muzeme a ziejmé vznikne korektni rozklad. Naopak pokud mame
néjakou mnozinu rozlozenou na t¥idy (tedy prvky mnoziny néjakym zpusobem roztiidéné),
muzeme vytvorit relaci ekvivalence tak, ze dva prvky jsou ekvivalentni, pravé kdyz lezi
ve stejné tiidé. Snadno se ovéri reflexivita, symetrie i tranzitivita. Celou zde popsanou
myslenku popisuje nasledujici véta.

Véta 1 (i) Méjme mnozinu M a relaci ekvivalence ~ na mnoziné M. Potom plati, Ze
systém M [~ je rozklad mnoziny M na tridy.

(i) Méjme mnozinu M a rozklad mnoziny M na tridy {M; C M | i € I}. Potom
relace ~ definovand na mnozine M tak, Ze x ~ y tehdy a jen tehdy jestlize existuje i € I
takové, Ze x,y € M; je relace ekvivalence.

(iii) Korespondence popsand v bodech (i) a (ii) této véty je vzdjemné jednoznacnd.
Tedy vytvorime-li z ekvivalence rozklad podle bodu (i) a poté z rozkladu ekvivalenci podle

bodu (ii), dostaneme piivodni relaci ekvivalence®.

Dikaz: ad (i) Musime dokézat, ze systém M /~ je rozklad mnoziny na tiidy. Nejprve plati,
ze pro libovolné x € M je [z]. € M. Tedy |J, ¢/ [z]~ € M. Opacné jestlize v € M, potom
z reflexivity plyne z ~ x, a tedy plati « € [z].. Proto také plati z € (J,,,[z]~. Dohromady
dostavame J,c /2]~ € M, a v dusledku také |J,., x|~ = M. Zbyvéa dokazat, ze dveé
ruzné mnoziny rozkladu maji prazdny prunik.

Dokéazeme, ze pokud maji dvé ttidy ekvivalence neprazdny prunik, potom se rovnaji.
Necht z,y € M jsou takové, ze existuje a € [z].N[y]~, potom plati, ze a € [z]. aa € [y]~.
7 definice ttid ekvivalence plyne, ze x ~ a a y ~ a. Ze symetrie a tranzitivity proto mame
x ~y (resp. y ~ x). Nyni dokdzeme rovnost mnozin [z]. a [y]~.

Necht z € [z]., potom plati, Ze x ~ z. Protoze také y ~ x, z tranzitivity plyne y ~ z.
Proto z € [y]~. Dohromady potom dostdavame [z]. C [y|.. Opacné jestlize z € [y]~,
potom y ~ z. Uzitim tranzitivity a symetrie ziskdvame = ~ z, a v dusledku také z € [z]..
Mame dokézanou opacnou inkluzi [y]. C [z]~. Dohromady také rovnost [z]. = [y]~.

2 Analogicky mizeme tvrdit, 7e jestlize z rozkladu vytvoifme ekvivalenci podle bodu ii) a poté z této
ekvivalence vytvorime rozklad podle i), ziskdme puvodn{ rozklad.
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ad (ii) Méjme rozklad mnoziny M na tiidy {M; C M | i € I}. Ptipomenme, Ze pro
libovolné x € M existuje jediné ¢ € I takové, ze x € M;. Zavedeme relaci ~ takovou,
ze © ~ y tehdy a jen tehdy, kdyz existuje ¢« € I takové, ze x,y € M,;. Dokazeme, ze
takto vytvorend relace je ekvivalence. Jiz jsme zminili, ze pro libovolné x € M existuje
jediné ¢ € I tak, ze x € M;. Z tohoto plyne reflexivita relace ~. Pokud prvky =,y € M
nalezi do stejné tridy M;, potom také y,x € M ma stejnou vlastnost. Proto je relace ~
symetricka. Predpoklddejme nakonec, ze © ~ y a y ~ 2z pro nékteré prvky z,y,z € M.
Podle definice ~ plati, Ze existuji 4,7 € I takové, ze x,y € M; a y,z € M;. Protoze
ale prvek y muze nalezet jediné tiidé rozkladu, plati, ze M; = M;, a proto z,y,z € M,.
Dohromady dostavame x ~ z, coz dokonc¢uje dukaz tranzitivity.

ad (iii) Méjme relaci ekvivalence ~ na mnoziné M. Zavedeme ekvivalenci ~, tak, ze
a ~, b, jestlize a,b € [z].. Nyni a ~, b implikuje, Ze a,b € [x]., a tedy také a ~ = a
x ~ b. Proto z tranzitivity a symetrie ~ dostavame, ze a ~ b.

Naopak predpoklddejme, ze a ~ b. Potom a,b € [a]., a tedy konetné a ~, b. Dokézali
jsme, ze a ~ b nastava tehdy a jen tehdy, jestlize a ~, b, a tedy obé relace jsou stejné [

Popsana konstrukce rozkladani mnoziny na tiidy podle néjaké ekvivalence se nazyva
faktorizace mnoziny na tfidy. Vzniklé mnoziné M/ ~ fikdme faktorovd mnozina.
Ptripomenme jesté, ze pro libovolnou ekvivalenci ~ plati, ze x ~ y tehdy a jen tehdy,
kdyz [x]~ = [y]~, jak jsme ostatné dokézali ve Véte 1. Koneéné jesté uvedme, ze pr-
vek x nazyvame reprezentantem tiidy [z].. Kazda tiida je proto uréena (reprezentovéna)

kterymkoliv svym prvkem.

1.2 Zobrazeni a operace

Zobrazenim rozumime libovolné prifazeni prvku z jedné mnoziny do mnoziny druhé. Zob-
razeni zavadime jako specidlni piipad binarnich relaci.

Definice 6 Bindrni relaci f C A x B nazveme zobrazenim, jestlize pro libovolné x € A
existuje jediné y € B takové, Ze (x,y) € [ (v pripadé zobrazeni tuto skutecnost castéji
znacime pomoci zdpisu f(x) = y). Skutecnost, Ze f je zobrazeni prvki z mnoZiny A do
mnoziny B, zapisujeme pomoci f : A —> B. Ddle mnozinu A nazjvdame mnozinou vzori
a B nazgyvame mnozinou obrazi.

Zobrazeni f nazyvame injektivni, jestlize ruzné obrazy z mnoziny A maji ruzné vzory
v B (formalné z f(z) = f(y) plyne z = y). Zobrazeni je surjektivni, jestlize kazdy prvek
z mnoziny B mé alespon jeden obraz (tj. pro libovolné y € B existuje x € A takové, ze
f(z) = y). Zobrazeni, které je injektivni i surjektivni soucasné, nazyvame bijekc.
Specidlnim piipadem zobrazeni jsou operace na mnozineé.

Definice 7 Zobrazeni f : A" — A nazyjvdme n-ndrni operaci na mnoziné A.

Prikladem jsou naptiklad bindrni operace + a - na mnoziné realnych ¢isel R. V teorii
mnozin se muzeme setkat s operacemi sjednoceni U, pruniku N nebo mnozinového rozdilu

\.
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1.3 Algebry s jednou a dvéma binarnimi operacemi

V této kapitole se budeme vénovat nékterym algebraickym teoriim, jez jsou nezbytné pro
konstrukei ¢iselnych obort. Pripomenme si nejprve zakladni pojmy. Méjme mnozinu G
a na ni libovolnou bindrni operaci * (tedy zobrazeni, které dvojici (x,y) € M? prifadi
prvek zxy € M). Potom algebraickou strukturu G = (G, *) nazyvame grupoid. Pologrupou
rozumime libovolny grupoid, ktery spliiuje tzv. asociativni zakon (tj. x*(y*z) = (zxy)*2).
Prvek e v pologrupé G nazveme neutrdlnim, jestlize pro libovolny prvek z € G plati, ze
rxe = exx = x. Pologrupé s jednotkovym prvkem fikdme monoid. Predpokladejme
nakonec, ze G = (G, *) je monoid, potom prvek z’ € G je inverzni k prvku z € G,
pokud plati x x ' = 2’ x x = e. Monoid G takovy, Ze ke kazdému prvku z € G existuje
inverzni prvek ' € G, se nazyva grupa. Navic operaci * nazveme komutativni, jestlize
plati z * y = y * x pro vSechny prvky =,y € G.

Je tfeba upozornit, ze v teorii grup se muzeme setkat s nékolika ruznymi zpusoby
znaceni. Kromeé zcela obecného znaceni, jez jsme pouzivali v predchozim odstavci, uzivame
takzvanou aditivni symboliku, kdy operaci znac¢ime stejné jako klasické s¢itani + (prestoze
nemusi jit o klasicky soucet), neutrdlni prvek znaéime 0 (nazyvame jej nulovy prvek) a
inverzni prvkem k prvku x znacime jako —x (a nazyvame jej alternativné jako opacny
prvek). Nekdy analogicky uzivdme takzvanou multiplikativni symboliku, ktera vychézi ze
znaceni klasického nésobeni. Operace je tedy znacena jako -, neutralni prvek nazyvame
jednotkovym prvkem a znaéime jej 1 a koneéné inverzni prvek k prvku z je znacen x 1!
Uvédomme si, ze tvrzeni dokazovana v teorii grup nejsou v zadném pripadé na uzité
symbolice zavisla a vSechna tvrzeni muzeme volné prepisovat z libovolné symboliky do
jiné. V nasledujicim Lematu uvedeme jako priklad obé symboliky, pficemz v dalsim textu
budeme predpokladat, ze jednotlivé prepisy zvladne ¢tenar sam.

Lemma 1 (i) V kazdé pologrupée G = (G,-) (resp. G = (G, +) existuje nejvyse jeden
neutrdlni prvek 1 (resp 0).

(i) V kazdém monoidu G = (G,-) (resp. G = (G,+)) existuje ke kazdému proku
r € G nejuyse jeden inverzni (resp. opacny) prvek x=' (resp. —x). Disledkem tohoto je,
e (™t = (resp. —(—x) = x).

(iii) Jestlize G = (G,-) (resp. G = (G,+)) je grupa a proky z= 'y~ € G (resp.
—x,—y € G) jsou inverzni (resp. opacné) prvky postupné k prvkum x,y € G, potom
proek y=t - a7t (resp. (—y) + (=x)) je inverzni k prvku x -y (resp. x + y). Plati tedy
yamt = (wy)Th (resp. (—y) + (—x) = —(x +y)).

Diukaz: ad (i) Predpokladejme, ze existuji dva neutrdlni prvky, které oznacime 1,, 1, € G.
Potom primo podle definice neutrdlniho prvku plati, ze 1, = 1, - 1, = 1,.

ad (ii) Pfedpoklddejme, ze k prvku z € G existuji dva inverzni prvky z,?, xb_l € G. Potom
z vlastnosti inverzniho a neutralniho prvku muzeme pocitat:

-1 -1

et = =0 (vayt) = (2!

1 _ 1 _ -1
o)y =1l-x, =x,.

Druhou ¢4st tvrzeni dostaneme ze skutecnosti, Ze oba prvky z a (z7!)~! jsou inverzni
k prvku z~!. Musi se proto rovnat.
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ad (iii) Plati, ze (z-y)-(y~'-27') = x-1-27! = 1. Analogicky také plati (y~1-271)-(z-y) =
y-1-y 1 =1. Tedy y~!- 27! je inverzni k x - y stejné jako prvek (z - y)~!. Protoze jsme
v predchozim bodé dokazali, ze takovyto inverzni prvek je jediny, musi nastat rovnost
y et =(zey)h O

Definujme si nyni nékteré algebry se dvéma bindrnimi operacemi. Tyto operace obvykle
znacime stejné jako klasicky soucet a soucin, coz ale obecné neznamena, ze se o klasicky
soucet a soucin jedna.

Rekneme, Ze algebraickd struktura O = (O,+,-) je okruh, jestlize plati, ze struktura
(O,+) je komutativni grupa, struktura (O, -) je pologrupa a plati takzvané distributivni
zdkony: x-(y+2)=z-y+z-za (y+2) o=y x4+ 2-z. Rekneme, ze okruh je unitdrni,
jestlize v ném existuje jednotkovy prvek (tedy neutrélni prvek vzhledem k operaci -).
Okruh nazveme komutativoni, jestlize je operace - komutativni.

Komutativni unitarni okruh je oborem integrity, jestlize souc¢inem dvou nenulovych
prvki je opét nenulovy prvek (jestlize x -y = 0, potom x = 0 nebo y = 0; obvykle pak
fikdme, ze v okruhu nejsou netrividlni délitelé nuly).

Koneéné jestlize okruh O = (O, +,-) spliiuje podminku, ze struktura (O \ {0},-) je
grupa (jinak feceno ve struktufe existuji inverzni prvky k nenulovym prvkum), potom jej
nazyvame téleso’.

-) plati pro libovolné x € O, Zex-0=0-z = 0.

Lemma 2 V kazdém okruhu O = (O, +
(—y) = (=) -y = =(x-y) (atedy také (—z)-(-y) =

Navic pro kazdé x,y € O plati, Ze x-(—y)
x-y)

Dukaz: Pro x € O plati, ze -0+ z -2 = x- (2 +0) = x-z. Pficteme-li nyni k této rovnosti
prvek —(z - x), dostdvame, ze -0 =2 -0+ -2+ (—(z-2)) =z -z + (—(r-z)) = 0.
Zcela analogicky pro 0-x = 0.

Necht mdme prvky x,y € O. Potom plati, ze z-y+xz-(—y) = z- (y+(—y)) = x-0 = 0.
Toto ovSsem piimo podle definice a jednoznacnosti existence opacného prvku z Lemmatu
1dava, ze - (—y) = —(z-y). Analogicky dokdzeme také (—z)-y = —(x-y). Z dokdzanych
¢asti vety a opét z Lemmatu 1 dostdavame (—z) - (—y) = —(z-(—y)) = —(—(z-y)) =x-y
0

Dokazané tvrzeni ndm umoznuje zjednodusit symboliku a bez 1jmy na korektnosti
budeme zapisem —z - y rozumét kterykoliv z navzdjem rovnych prvku z - (—y), (—x) -y a
—(z-y). Proto nadéle budeme zapisem = — y rozumét vyraz x + (—y). Nyni je jiz snadnym
cvicenim dokazat, ze plati x - (y —2) =z -y—z-zataké (y—2) -z =y -x — 2 - .

Lemma 3 V télese neexistuji netrividlni délitelé nuly (proto kazdé komutativni téleso je
oborem integrity).

3Ptipomenme, 7e v literatuie se jesté setkdvame s pojmem pole, coz je komutativni téleso (tedy téleso
s komutativni operaci -)
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Dukaz: Necht plati, ze O = (O, +,-) je téleso a pro nékteré prvky z,y € O plati, ze
x -y = 0. Potom pokud x # 0, existuje z definice télesa 27! € O, atedy y = 1.y =
(xtx)-y=at - (z-y) =21-0=0.Proto z x # 0 plyne, Ze y = 0, coz dokazuje
tvrzeni. Il

1.4 Faktorizace pologrupy a okruhu

Konstrukci faktorizace uzivame nejen u mnozin, ale u celych algebraickych struktur (v této
kapitole se budeme vénovat specidlné grupam a okruhum). Uved'me ndsledujici priklad.
Vezmeéme celd cisla Z spolu s operacemi s¢itani a nasobeni. Zavedeme ekvivalenci takovou,
ze dvé cisla jsou ekvivalentni, jestlize davaji stejny zbytek pii déleni ¢islem 2. Plati, ze
navzajem ekvivalentni jsou pravé vSechna suda ¢isla a taktéz vSechna licha ¢isla. Vznikla
faktorova mnozina ma dva prvky, a to mnozinu vSech sudych a mnozinu vsech lichych
¢isel. Snadno si vSimneme, ze muzeme z klasického séitani a nasobeni odvodit operace
s¢éitani a nasobeni na faktorové mnoziné tak, ze napt. suda + sudd = sudd, suda + licha
= lichd a lichd + licha = suda. Podobné zavedeme nésobeni.

Abychom mohli prezentovanou myslenku realizovat, musi ndmi vytvorena ekvivalence
splnovat néco vice nez jen to, ze je pouhd ekvivalence. K tomuto zavadime nasledujici
definici.

Definice 8 Méjme libovolnou pologrupu G = (G,-). Potom relaci ekvivalence ~ na
mnoziné G nazveme kongruenci grupy G, jestlize pro libovolné prvky xi,xs,y1,y2 € G
plati: Pokud x1 ~ y; a soucasné xa ~ Yz, potom také xq -9 ~ yy - Yo (Tikame, Ze relace ~
je kompatibilni s operaci + nebo alternativné, Ze ~ zachovdvd operaci + ).

Meéjme libovolny okruh O = (O, +,-). Potom relaci ekvivalence ~ na mnoziné O na-
zveme kongruenci okruhu O, jestlize pro libovolné proky x1,xe,y1,y2 € O plati: pokud
T~ YL a Ty~ Ya, potom také x1 -9 ~ Y1 Y2 a X1+ Ty ~ Yy + Y2 (Tikdme, Ze relace ~ je
kompatibilni s operacemi + a - nebo alternativné, Ze ~ zachovdvd operace + a -).

Predchozi myslenky maji vyusténi v néasledujici véteé.

Véta 2 (i) Méjme libovolnou pologrupu G = (G, -) a na ni kongruenci ~. Potom lze na
mnoziné G/~ zavést operaci - tak, Ze pro libovolné [z]., [y|~ € G/~ plati, Ze [z]~ - [y]~ =
[z - y|~, a navic algebraickd struktura G/~ = (G /~,-) je opét pologrupa.

(i) Méjme libovolny okruh O = (O,4+,-) a na ném kongruenci ~. Potom lze na
mnoziné O/~ zavést operace + a - tak, Ze pro libovolné [z]., [y~ € O/~ plati, Ze [x]. +
[yl = [z +y]o a[z]~ - [y]e =[x - y]o. Navic algebraickd struktura O/~ = (O/~,+,-) je
opét okruh.

Diikaz: ad (i) K ovéfeni korektnosti definice operace stac¢i ukazat, ze vysledek operace
sou¢inu nezavisi na volbé reprezentanta. Z rovnosti [z1]. = [y1]~ a [z2]~ = [y2]~ plyne
T1 ~ Y1 a Ty ~ Yo. Protoze ~ je kongruence, dostavame x - o ~ y; - yo. Toto ovSéem déava
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opét [z1 - x2|~ = [y1 - y2]~. Tedy operace - je definovand korektné. Asociativitu dokazuje
nasledujici vypocet:

(2] (W~ [2e) = [zl [y-2)e =
= [z-(y 2)|~ =
= [(z-y)-z]. =

[
[z -yl - [2l =

= (2]~ - lyl~) - [2-

Dokazali jsme, ze G/~ = (G /~,-) je opét pologrupa.

ad (ii) Méjme okruh O = (O, +, ) a na ném kongruenci ~. Podle definice kongruence
na okruhu je ~ kongruenci na obou pologrupach (O,+) a (O,-). Vzhledem k dokazané
¢asti véty jsou operace + a - opét korektné definovany na mnoziné O/~ a navic obé
struktury (O/~,+) i (O/~,-) jsou pologrupy. Dokazme nejprve, ze (O/~,+) je grupa.
Ziejme plati, ze [z]~ + [0]~ = [z + 0]~ = [z]~ = [0 + z]~ = [0]~ + [z]~ pro libovolné
(7] € O/ ~. Tedy prvek [0]. je neutrdlnim. Podobné plati, ze [z|+[—z]. = [z4+(—2)]. =
0]~ = [(—z) + 2]~ = [—2]~ + [z]~. Proto [—z]. je opacny prvek k prvku [z]. (formélné
bychom zapsali —[z]. = [—x].). Snadno také ovéiime distributivni zdkony. Napfiklad pro
libovolné [z]., [y]~, [z]~ € O/~ plati

(2]~ - ([yl~ + [2]~)

[
[

= [z-ylo+r-2.=
[

Analogicky se dokaze i druhd distributivita. O

V druhé ¢asti dukazu jsme mimo jiné dokazali také to, ze faktorizaci grupy dosta-
neme znova grupu. Tato uvaha je ve znacné §ifi prostudovana teorii univerzalni algebry.
Konstrukce faktorizaci je snadno zobecnitelnd na jiné struktury a je ¢asto uzivanym mate-
matickym apardtem (kromé samotné algebry hraje vyznamnou roli napiiklad v topologii,
geometrii, logice apod.). Protoze dalsi studium faktorizace neni pro nase téma nezbytné,
nebudeme jej dale rozvijet, presto nelze nez doporucit ¢tenari dukladné pochopeni této
v dalsim textu hojné uzivané konstrukce.

1.5 Véta o vnoreni komutativni pologrupy do grupy

Opét si nejprve pripomeneme nékteré zakladni pojmy. Jestlize mame dvé pologrupy G =
(G,x) a H = (H,o), potom zobrazeni f : G — H, které spliuje podminku, ze pro
libovolné prvky x,y € G plati f(xxy) = f(x)o f(y), nazyvame homomorfismem. Jestlize
je navic zobrazeni injektivni, nazyvame jej vnorenim.

Ve skutecnosti pojem vnoteni jedné pologrupy do druhé silné koresponduje s postu-
pem rozsiteni jedné pologrupy na druhou. Napiiklad v nasledujici vété budeme zkoumat
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za jakych podminek lze komutativni pologrupu rozsitit na grupu (tedy kdy muzeme do po-
logrupy pridat dalsi prvky s odpovidajicimi vysledky operace tak, abychom ziskali grupu).
Postupovat budeme tak, ze nejprve zkonstruujeme grupu a potom do ni puvodni polo-
grupu vnorime.

Véta 3 (o vnoreni komutativni pologrupy do grupy) Komutationi pologrupu G =
(G, ) lze vnotit do grupy tehdy a jen tehdy, plati-li v ni pravidlo krdceni. Tj.

Ty=r-2 = Y=2. (PK)

Dukaz: Dokdzeme, Ze pokud lze pologrupu vnorit do grupy, plati pravidlo krdcend. Necht
existuje vnofeni f : G — H z pologrupy G = (G,-) do grupy H = (H, ). Necht pro
nékteré x,y, z € G plati rovnost z-y = x-z. Potom, protoze f je homomorfismus, muzeme
pocitat: f(z)- f(y) = f(z-y) = f(x-2) = f(z) - f(z). Protoze H je grupa a f(z) € H,
existuje inverzni prvek (f(z))~! € H. Proto také plati

fly) = 1-fly)=
(f)™t- fx)- fly) =
(f(2)™" - flx) - f(2)
L-f(z) =

Injektivita zobrazeni f nakonec z rovnosti f(y) = f(z) dokazuje rovnost z = y. Timto je
ovéfeno pravidlo kraceni*.

Dokdzeme, Ze pologrupu s pravidlem krdceni lze izomorfné vnorit do grupy. Jak jsme
jiz zminili, moznost vnoreni pologrupy do grupy je ekvivalentni s moznosti rozsiteni po-
logrupy na grupu (pfiddnim novych prvkua). Celd konstrukce naseho dukazu je inspi-
rovana vynélezem zlomku. Zlomky maji dvé slozky (¢itatel a jmenovatel). Proto i my
budeme pracovat s dvojicemi. Méjme tedy pologrupu G = (G, -), v které plati pravidlo
krdceni. Ozna¢me nyn{ klasickou kartézskou mocninu G* = {(z,y) | =,y € G}. Potom na
mnoziné G? muzeme zavést operaci (z1, y1) - (a9, Y2) = (w122, y1-y2) pro libovolné dvojice
(r1,91), {x9,72) € G?. Vsimnéme si, ze pokud by ndm jednotlivé dvojice piedstavovaly
zlomky, potom i souc¢in téchto dvojic je stejny jako soucin zlomku. Jak vidime z asociati-
vity sou¢inu na G, dokazeme také rovnost

(T1,91) - (T2 - T3, Y2 - Y3) =
(w1 (v2-23),91 - (y2-y3)) =
= (@1 22) 23, (y1 - 42) " y3) =
= (T1-22,y1 - Y2) - (¥3,Y3) =

= ((z1,91) - (72,92)) - (T3, Y3)-

(1, 91) - ((T2,42) - (3,¥3))

4Trochu jednoduseji se d4 argumentovat také takto: v kazdé grupé plati pravidlo kraceni (kratime
ndsobenim inverznim prvkem), proto pokud je pologrupa vnotitelnd do grupy, je jeji soucésti, a tedy
musi pravidlo kraceni splnovat také.
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Proto také algebra G? = (G?,+) je pologrupa.

Vime, ze u zlomku mohou ruzné dvojice vyjadiovat stejné hodnoty (napf. % a %) Je
tfeba zavést postup, jak rozpoznat dvojice predstavujici stejnou hodnotu. Jinak feceno je
tfeba nalézt vhodnou relaci ekvivalence (kongruenci) na pologrupé G? = (G2, -). Nejprve
zavedeme bindrn{ relaci ~ na mnoziné G? tak, ze pro libovolné dvojice (z1,v1), (T2, ys) €
G? plati, ze

(x1,y1) ~ (x9,72) tehdy a jen tehdy, jestlize w1 -ys = x9 - y1. (EQ)

Ptipomenme, ze pologrupa G je komutativni z ¢ehoz ihned plyne, ze také pologrupa
G2 je komutativni. V dalsich vypoctech budeme této vlastnosti uzivat bez upozoriovani.
Dokazeme, ze relace ~ je kongruence na pologrupé G2.

o reflerivita; Jestlize (z,y) € G2, potom piimo z rovnosti z -y = x - y a podminky
(EQ) plyne, ze (z,y) ~ (z,y). Relace ~ je tedy reflexivni.

o symetrie; Predpoklddejme, ze (x1,y1) ~ (xa, yo) pro nékteré prvky (xy, 1), (z2,y2) €
G2. Potom z podminky (EQ) dostdvame rovnost zy - yo = o - 1, ale tedy také
To - Y1 = x1 - Yo. Podminkou (EQ) rovnou dostavame zpét (xq,ys) ~ (r1,41), cOZ
dokazuje symetrii relace ~.

e tranzitivita; Predpoklddejme, Ze plati (x1, y1) ~ (X2, y2) a také (xq, ya) ~ (x3,y3) pro
nékteré dvojice (w1, y1), (¥2, y2), (r3,y3) € G2. Pouzitim podminky (EQ) dostdvdme
rovnosti &y - Yo = To - Y1 & Ty - Y3 = T3 - Yo. Jejich vyndsobenim ziskdme vztah
Ty Yo - Lo Y3 = To - Yy - XT3 - Yo. Z komutativity a pravidla kraceni v posledni
rovnosti obdrzime rovnost x; - y3 = w3 - y;. Nyni z podminky (EQ) rovnou ziskdme
(x1,11) ~ (x3,y3), coz dokazuje tranzitivitu.

o kompatibilita vzhledem k operaci -; Predpokladejme, ze plati (x1,y1) ~ (22, y9) a také
(z3,y3) ~ (24,ys) pro dvojice (r1,41), (T2,Y2), (T3,Y3), (T4, Y1) € G>. Z podminky
(EQ) dostavame x1 - yo = x9 - Y1 & T3 - Yy = x4 - y3. Vyndsobenim téchto rovnosti
ziskame rovnost oy - Yo - T3 - Yy = T - Y1 - T4 - Y3, cOZ muzeme také prepsat do tvaru
(x1-x3) (y2-ys) = (x2-x4) - (y1 - y3). Z podminky (EQ) dostavame (z; - z3,y1 - y3) ~
(9 - x4, ys - ys). Podle definice soucinu plati (x1,y1) - (x3,y3) = (x1 -3, y1 - y3) a také
(T2, Y2) (4, Ya) = (¥2:24,Y2ya). Coz konecné dava (w1, y1)-(x3, y3) ~ (T2, y2) (T4, ya)
a dokazuje tvrzeni.

Protoze relace ~ je kongruenci na pologrupé G2, muzeme podle Véty 2 zavést fak-
torovou pologrupu G%~ , jejiz prvky jsou pravé tiidy ekvivalence [(z,y)]. = {{z/,v') €

G? | (z,y) ~ («',y')}. Domluvme se, ze budeme nadéle uzivat znacen{ 2 = [{z,y)]~ pro
tf{dy mnoziny G2/~ . Tato notace nam zjednodus{ vypocty. Napiiklad pro %, % € G?/~
plati, ze

1 X2 Iy -T2

E : g = [(z1, Y1)~ - [(w2, y2) ]~ = [(T1,91) - (T2, y2) |~ = [(T1 - T2, 91 - y2) |~ = Y- Yo
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Taktéz muzeme ukazat, ze plati:

X X2

nm (21, y0)]~ = (22, 2) v = (21,01) ~ (22,02) = 2192 = T2 Y1.
1 2

Jak vidime, nase notace inspirovana zlomky plné koresponduje s dokazanymi
skutecnostmi. Nyni zbyvd dokazat, ze zkonstruovand struktura G*~ je grupa.

Q¢

e

| 18

= ¢, prdvé kdyZ a = b. Jestlize a = b, potom piimo z a-x = a - x

o UkdzZeme,
plyne £ = 2 = 2. Opacné, necht 2 = £, potom plati z-b = x-a a z pravidla kracent
v pologrupé G dostavame a = b. Timto jsme dokézali, ze pravé vsechny prvky ve

tvaru 7 jsou si navzdjem rovny.

ISHIS]

e Dokdzeme, Ze < je meutrdlnim prvkem. Jestlize 3 € G?/~ , potom muzeme pocitat
a xr

g-2 =22 Ale (EQ) dokazuje, ze z rovnosti a-b-x =b-a-x plyne § = 7. Proto

konecné

a __ a x X 3 Z z
7 =712, atedy 2 je neutrdlnim prvkem.

xz T

je inverznim prokem k prvku £. Snadno plati, ze £ - £ =
T Yy

o Ukdzeme, Ze

tle
g k&
I
< &
N

dokazaného, ale vime, ze z—z je neutralni prvek.

Podaiilo se ndm z puvodn{ pologrupy G zkonstruovat grupu zlomkiu G?/~. Nyni
ukazeme, ze tato grupa je rozsifenim puvodni pologrupy, tedy ze existuje vnoteni z polo-
grupy G do grupy G?/~. Zavedeme proto zobrazeni f : G — G?/ ~ takové, Ze pro kazdé
v € X plati f(x) = =F.

Nejprve ukdzeme, ze zobrazeni je injektivni. Necht f(z) = f(y), potom tedy & ”
a z rovnosti zlomku dostavame x-x-y = y-y-x. Komutativita a pravidlo kraceni dokazuje,
ze také x = y.

Konecné dokézeme, ze zobrazeni je homomorfismem. Jestlize x,y € G, potom plati

¥y

T T P
f@)- fly) =T Y T o = fay).

O

Grupu G?%/~ z predchozi véty nazyvame podilovou grupou pologrupy G. Pfipomenime,
ze uzivame-li v grupé G multiplikativni symboliku (stejnou jako pii klasickém nésobeni),
je prirozenou analogii uzivat v podilové pologrupé symboliku odpovidajici zlomkum. Po-
tom pro libovolné %, % € G plati, ze:

St O R S (1)

vy Y2 U1 -yg’

a navic také

n_n tehdy a jen tehdy, plati-li v pologrupé G rovnost x; -y = X3 - y1. (2)
Y1 Y2
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Uzivame-li ovSéem v grupé G aditivni symboliku, potom by znaceni prvku v podilové
grupé zlomky ztratilo jakoukoliv ndzornost. V piipadé multiplikativni symboliky dvojice
[(z,y)]~ € G*/~ symbolizovala ,podil* prvki, ovsem v pifpadé aditivni symboliky ndm
tataz tiida symbolizuje ,rozdil* prvku. Proto dvojici [(z,y)]~ budeme v piipadé aditivni
symboliky znacit x — y (pozor, jednd se stale o dvojici prvku, které oddélujeme pomlékou
tak, aby nam asociovala rozdil, trochu atypicky je v tomto piipadé relacni symbol a
neoznacuje operaci).

Shrneme-li v8e dohromady, potom, jestlize G = (G,+) je komutativni pologrupa s
pravidlem kréceni, muzeme zkonstruovat grupu G*/~ = {zx —y | =,y € G}, kde operace
scitani je definovana tak, ze:

(21 —y1) + (22 — y2) = (21 + 22) — (y1 + v2), (14)

a navic také
r1 — Y1 = T2 — Yo tehdy a jen tehdy,

plati-li v pologrupé G rovnost x; + yo = 3 + y1. (24)

Uzivame-li aditivni symboliku, jsou neutralnim prvkem tiida vSech navzijem si
rovnych dvojic x — x a opac¢nym prvkem k prvku x — y je dvojice y — x.

V tomto okamziku se naskytuje otazka, zda-li je mozno komutativni grupu z predchozi
véty rozsitit na komutativni grupu (presnéji feceno vnorit do komutativni grupy) i jinym
zpusobem. Nasledujici véta ndm ukazuje, ze v jistém smyslu se jedna o nejefektivnéjsi
zpusob rozsiteni. Presnéji, jestlize komutativni pologrupu G lze rozsitit na komutativni
grupu H, potom i podilovou pologrupu G?/~ z piedchozi véty lze vnorit do grupy H,
tedy grupa H podilovou grupu obsahuje. Vse dohromady muzeme také interpretovat tak,
ze podilova grupa je nejmensi komutativni grupa, ktera obsahuje nasi puvodni pologrupu.

Veéta 4 Jestlize lze komutativnd pologrupu G = (G,-) wvnorit do grupy H, potom také
podilovou grupu G*/~ lze vnorit do grupy H.

Dukaz: Predpoklddejme, Zze mame vnofeni (injektivni homomorfismus) h z komutativn{
pologrupy G do grupy H. Podle predchozi véty musi platit v pologrupé G pravidlo kraceni.
Protoze pro prvek z € G plati, ze f(z) € H existuje v grupé H prvek (f(x))~! inverzni
k f(z). Nynf definujeme zobrazeni f : G*/~ — H tak, ze f(5) = h(z)- (h(y))~t.

Dokdzeme, Ze zobrazeni [ je definovino korektné. Uvédomme si, ze obecné
nepredpokldaddme, ze grupa H je komutativni (i kdyz, jak dokézeme, grupa H obsahuje
komutativni podgrupu, kterd je izomorfni s podilovou grupou G%/~ ). Musime ukdzat, Ze
obraz prvku £ € G?/~ nezévisi na jeho reprezentaci. Tedy jestlize n.ne G?/~ jsou
takové, ze % = z—;f, potom podle (1) plati, ze z1 - y = x2 - y;. Z tohoto piimo dostavime,
ze h(xq) - h(y2) = h(zy - y2) = h(z2-y1) = h(z2) - h(y1). Déle z komutativity pologrupy G
plyne, ze

(h(y)™ - (h(y))™" = (h(ye) - h(y1)) ™' =
= (M ) ' =
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= (hly1 ) ' =

Obé dvé rovnosti dohromady ukazuji, ze

) -0
Y1

Timto je korektnost definice zobrazeni f dokazana.
Dokazeme, Ze zobrazeni f je homomorfismus. Predpokladejme, Ze %,% € G¥~.

Analogicky jako v predchozim ptipadé lze dokazat®, ze (h(y;)) ™t h(z2) = h(z2)-(h(y1)) ™ .
Potom vzhledem k Lemmatu 1(iii) plati

f (y—) f (y—) = o) - (W)
)

-1
= (h(@1) - h(x2)) - (h(y1) - hlye)) " =
= h(z1- @) (h(y-y2)) " =
_ (xl ' xQ) .
Y1 Y2

Dokazeme, Ze zobrazeni f je injektivni. Predpokladejme, ze pro prvky %, % € G/~
plati rovnost f(T) = f(3%). Plati také h(z:) - (h(y1))™' = h(x2) - (h(y2))™! a také po
vynésobeni rovnosti hodnotou h(y;)-h(yz) dostdavame h(xy)-h(ys) = h(z2)-h(y1). Protoze

h je homomorfismus, plati h(xq-y2) = h(z2-y1). Navic zobrazeni h je injektivni (vnofeni).

Proto x1 - yo = 25 - y; piimo dokazuje rovnost ﬁ = % N

) - () =

1.6 Vnoreni komutativniho okruhu do télesa

Analogicky k predchozi kapitole existuje véta, ktera nam ukazuje za jakych podminek a
jakym zptsobem lze rozsitovat okruhy (struktury bez déleni) na télesa. Tento postup je
ve skutec¢nosti zobecnénim myslenky zlomku.

Véta 5 Komutativni okruh O = (O, +,-) lze vnorit do télesa tehdy a jen tehdy, nejsou-li
v ném netrividalni délitelé nuly (tedy soucinem nenulovych prvki je opét nenulovy prvek).
Navic plati, Ze komutativoni okruh lze v tomto pripadé vnorit do téelesa, které je komutativni.

" 51))13tf7 ze (h(y1)) ™ h(z2)-h(yr) = (W(y1)) " h(z2y1) = (W(y1) " h(yi-o2) = (h(y)) ™ h(ys)-h(z2) =
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Diukaz: Dokdzeme, Ze lze-li komutativni okruh vnorit do télesa, potom v ném mnejsou
netrividlni delitelé nuly. Méjme vnoteni f okruhu O do télesa T. Pripomenme, Ze v télesech
nejsou netrivialni délitelé nuly (viz Lemma 2). Navic plati, ze f(0) = 0. Proto jestlize pro
nekteré prvky z,y € O plati, ze x - y = 0, potom také f(z)- f(y) = f(x-y) = f(0) = 0.
Protoze f(z), f(y) € T a v télese nejsou netrividln{ délitelé nuly, musi platit bud f(z) =0
také nebo f(y) = 0. Jestlize f(z) = 0= f(0), potom z injektivity zobrazeni f dostdvame
x = 0. Analogicky, z f(y) = 0 = f(0) plyne y = 0. Dokazali jsme, ze v kazdém pripadé
plati jedna z rovnosti x = 0 nebo y = 0. V okruhu proto nejsou netrivialni délitelé nuly.

Dokdzeme, Ze okruh bez netrividlnich déliteliu nuly lze vnorit do télesa. Méjme okruh
O = (O, +, ) bez netrividlnich délitelu nuly. Nejprve dokazeme, ze struktura (O \ {0}, -)
je komutativni pologrupa s pravidlem kréaceni.

e Protoze nemame netrividlni délitele nuly, souc¢in dvou nenulovych prvku je opét
nenulovy. Proto pro z,y € O\ {0} plati také z -y € O\ {0}, a proto mnozina je
uzaviena na operaci -. Protoze struktura (O, ) je komutativni pologrupa, tim spise
také (O \ {0}, ) je komutativni a asociativni (tedy pologrupa).

e Necht pro nékteré prvky x,y,z € O\ {0} plati x - z = y - 2. Potom muzeme pocitat
vokruhu z-z—y-z =0, a tedy (z—y)-2z = 0. Protoze v okruhu neexistuji netrivialn{
délitelé nuly a protoze vime, ze z € O\{0} (z # 0), musi platit z—y = 0. Dohromady
dostavame x = y.

Pripomenime, ze podle Véty 3 muzeme na mnoziné (O \ {0})? zavést relaci ekvivalence
(presnéji kongruenci) ~ predpisem

(w1,91) ~ (w2,y2) tehdy a jen tehdy, jestlize x; -y, = x5 - 1. (EQ)

Podle Véty 3 muzeme takto vytvorit grupu zlomku (O \ {0})%/~ = {i | zy €
O;z,y # 0}. Abychom konstrukei télesa dokonéili, musime v ném vytvorit nulovy prvek
(zlomek) a na zlomcich zavést scitani. Prirozenou myslenkou je rozsitit stdvajici zlomky
o zlomky s nulovym ¢itatelem. Zavedeme proto mnozinu O x (O \ {0}) = {(z,y) | = €
O,y € O;y # 0}. Snadno plati, ze O x (O \ {0}) = (O\ {0})? U {{0,z) | z € O;x # 0}.
Tedy mnozina O x (O \ {0}) vznikla z mnoziny (O\ {0})? pfiddnim dvojic ve tvaru (0, z),
kde z je nenulovy prvek. Ukazeme, Ze relace ~ zavedend na mnoziné O x (O \ {0}) podle
predpisu (EQ) je opét relace ekvivalence a prvky ve tvaru (0, z) jsou vSechny navzajem
ekvivalentni.

e Jestlize plati pro nékteré (a,b), (0,2) € O x (O \ {0}) tvrzeni (a,b) ~ (0, z), potom
podle (EQ) také a-x =b-0 = 0. Vime, ze v okruhu O neexistuji netrividlni délitele
nuly proto plati, ze a = 0 nebo x = 0. Jenomze (0, z) € O x (O \ {0}), a tedy = # 0.
Proto a = 0.

e Opacné jestlize méame dveé dvojice (0,z), (0,y) € O x (O \ {0}), potom z rovnosti
0-y=0=0-2 ziskdme rovnou (0, z) ~ (0,y).



18 Kapitola 1. Algebraické zaklady

Dokézali jsme tedy, ze (a,b) ~ (0, x) plati tehdy a jen tehdy, jestlize a = 0. Protoze
~ je ekvivalence na (O \ {0})?, a navic kazdé dva prvky z {(0,z) | z € O;x # 0}
jsou navzdjem ekvivalentni podle "~ je relace ~ ekvivalence na mnoziné O x (O \ {0}).
Navic z uvedeného plyne, Ze mnozina O x (O \ {0})/~ vznikne z mnoziny (O \ {0})%/~
pridénim jediného prvku (tfidy) 2 = {(0,z) | z € O;x # 0}.

Ovéifme, ze také operace nasobeni je definovdna na mnoziné O x (O \ {0})/~ ko-
rektné. Pro prvky z mnoziny (O \ {0})*/~ je ndsoben{ definovdno korektné jiz podle

Véty 3. Zbyva dokazat korektnost nasobeni prvkem g. Ziejmé ale pro libovolné %,% €
O x (0\ {0})/~ plati ¢ -2 = 29 = 9 Protoze ve vysledku jsou si viechny prvky ve

tvaru g navzajem rovny, pti definovani souc¢inu prvkem g nezalezi na vybéru reprezen-

tanta. Soucin je tedy definovan korektneé.
Nyni zbyvé definovat operaci sou¢tu na mnoziné O x (O \ {0})/~ . Pro libovolné prvky
L 22 (0 x(0\{0})/~ definujeme

Y1’ Y2

ﬂjuﬁ_ 371'312—1-1172'3/1‘

Y1 Yo Y1 - Y2

Je tfeba ovérit nasledujici:

e Operace souctu je definovana korektné. Ukdzeme, ze vysledek souctu zlomku nezavisi
! ! 12
na vybéru reprezentanti. Necht L 22 21 22 ¢ O x (O \ {0})/~ tak, ze & = =L a
, Y1’ Y2’ Yy Ys 1 Y1
% = % Plati tedy také rovnosti zy - y] = 2 - y1 a xo -y = x4 - yo. Jejich uzitim lze
2

pocitat:

(1 Y2+ To Y1) Yy Yy = T1-Y2-Y) Yyt To Y1yl Ys
= Ty Yo+ T Y Y Yo
= () -y +2h-y1) Y1 Y
Celkem tedy plati:

/ / / / / /
m1+g_x1-yz+x2-y1_Il-y2+$2-yl_ﬁ Ty
/ /"

Y1 Yo Y1+ Y2 Y1 - Y Y1 Y

e Operace souctu je asociativni. Toto predstavuje pouze technické cviceni pocitani se
zlomky. Tedy pro libovolné 21,22 % € O x (O \ {0})/~ plati, Ze

Y2’ Y3

(ﬁ_l_ﬁ)_l_ﬁ _ Tt Ty O

Yo Y2 Y3 Y1 - Y2 Ys
(@t Y)Yzt T3 Y Yo
a Y1 Y2 Y3
_ T1 Y2 Y3+ T Y1 Yz + T3 Yi Yo
a Y1 Y2 Y3

Ty Yo Ys+ (Ta - ys + 23 - Y2) - Y1
Y1 -Y2-Y3
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_ ﬂ_i_l’z'ys—i‘l’:a'yz
N Y2+ Ys

x X xXr
_ _1+(_2+_3)’
W Y2 Y3
1

o Ukdzeme, Ze zlomek 2 tvori nulovy prvek. Jestlize o€ 0 x(0\{0})/~, potom
T1-T z1

O 4o Qudee _ iz 7 definjce rovnosti zlomkd piimo plyne, ze T4 = ZL
e Ty y1z 1z v oy

o UkdZeme, Ze ke zlomku 3 je —F opacny zlomek. Necht 2 €0 x (0\{0})/~, potom

z g -z 2ytCOY 0 Jak mame dokdzano, - je nulovym prvkem.
Y Y vy 9y vy
K tomu abychom dokézali, ze (O x (O \ {0})/~,-,+) je téleso, zbyva ovéfit distribu-
tivitu nasobeni vzhledem ke s¢itani. Pripomenme jesté, ze komutativitu sé¢itani i ndsobeni
Ize trividlné ovérit. Navic jednotkovym prvkem jsou zlomky ve tvaru £. Méjme libovolné
prvky & 22 2 ¢ O x (O \ {0})/~. Potom pocitejme

Y17 Y2’ Y3

<1_+f‘?_)ﬁ _ St ®y o s

Y1 Y2 Ys Y1 Y2 Ys Ys
iyt way) w3y
B yl'y2'y32,
X1 Y2 T3 Y3+ T2 Y1 T3 Y3
N yl'y2'y§
_ 1‘1'1'3+[L'2'{B3

Y1-Ys3 Y2 - Y3

T X3 To I3

Y1 Y3 Y2 Y3

Zkonstruované téleso (O x (O \ {0})/~, -, +) nazyvame podilovym télesem okruhu O
a obvykle jej zna¢ime Q(O). K dokazani zbytku véty zbyva najit vnoteni f : O — Q(O).
To definujeme nasledovneé:

e jestlize x #0
fx) =
. Jestlize x =0, a#0.

a
Vzhledem k dukazu Véty 3 Ize snadno vidét, ze zobrazeni je injektivni. Navic zobrazeni
zachovava nasobeni pro nenulové zlomky. Ovérit tutéz vlastnost pro nulovy zlomek je
trividlni. Tedy zbyva dokdzat zachovdvani scitani. Necht z,y € O. Nejprve z definice

rovnosti zlomku snadno vidime, ze plati (“z?{;"”'y = (”Z)j;w). Nyni jiz rovnou:
ror yy vrytryy (rt+y)-x-y
f@)+ fly) = + = = =
x Y Ty Ty

_ (9:+1;)J~r(;v+y) ~ f(z+y)
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O

Analogicky jako u komutativnich grup muzeme ukazat, ze podilové téleso je v jistém
smyslu nejmensim télesem obsahujici puvodni okruh.

Véta 6 Jestlize lze komutationi okruh bez netrividlnich délitelu nuly O = (O, 4+, -) vnorit
do télesa T, potom také podilové téleso Q(O) lze vnorit do télesa T.

Dikaz. Analogicky k dukazu Véty 4 predpokladejme, ze mame vnoteni h : O — T.

Piipomenime, Ze u kazdého vnoteni je splnéno®, ze h(x) = 0 tehdy a jen tehdy, jestlize

x = 0. Definujeme zobrazeni f : Q(O) — T tak, ze pro g € Q(O) plati f(g) =

h(x)-(h(y))~t. Uvédomme si, Ze pro § € Q(O) plati y # 0, a tedy h(y) # 0. Z toho plyne

existence prvku’ (h(y))~'.

e Dokazeme, Ze zobrazeni f je definovdano korektné. 7 dukazu Veéty 4 plyne, ze f je
korektné definovdno na mnoziné (O \ {0})%/~ . Zbyv4 tedy ovérit korektnost definice
pro nulovy zlomek. Plati, ze f(2) = h(0)- (h(a))™ =0 (h(a))"! =0, coz jsme méli
dokazat.

e Dokdzeme, Ze zobrazeni f zachovdvd ndsobeni. V dukazu Véty 4 je ukazano, ze zob-
razeni f zachovava nésobeni v grupé ((O \ {0})%/~,-). Zbyva tedy ovéfit ndsobeni
nulou. Pro gy—”,g € Q(O) plati

1(2) 52w 0= () =1 () ()

e Dokéazeme, ze zobrazeni f zachovava scéitani. Méjme prvky prvky il, i; € Q(O).

Piipomenme, ze z komutativity okruhu (O, +, -) plyne rovnost (h(y;))~ 1 (h(yQ))*l _
(h(y2))~" - (R(31))~" (viz Véta 4).

Ty T2 T1-Y2+ T2 Y1
() - ()
= Wz ya+x2-91) - (M(yr- yz))_l
= h(xy-y2 + a2 -3) - (h(y) ™" - (M(y2))
= (h(z1) - h(y2) + h(w2) - h(yn)) - (h(yr)) ™" - (h(y2)) ™
= h(z1) - h(y2) - (h( D)7 (hy2)) ™+ h(z2) - h(yr) - (h(y)) ™ - (h(y2)) ™
= h(z1) - (h(y1)) ™" + (@) - (h(ya)) ™

() (2)
Y1 Y2
O

6Jestlize = 0, potom jiz mame dokézano, ze f(0) = 0. Jestlize opa¢né plati, ze f(z) = 0, potom také
f(z) = f(0) a z injektivity plyne 2 = 0.
TV télese existujf inverzni prvky pravé ke viem nenulovym prvkim.

-1
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1.7 Usporadani na okruzich

V nésledujici kapitole se budeme vénovat problematice usporadani okruhu. Pfipomenme,
ze obecné v algebie rozumime usporadanim relaci <, kterd je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Tato tradi¢ni definice nevyzaduje, aby kazdé dva prvky byly srovnatelné
relace mnozinové inkluze C, ktera ,usporadava“ mnoziny, piicemz existuji nesrovnatelné
mnoziny).

Protoze nasim hlavnim cilem je konstrukce ¢iselnych mnozin (lépe feceno oboru in-
tegrity celych ¢isel a nasledné télesa racionalnich a redlnych ¢isel), bude nami vytvorenda
teorie motivovana usporadanim pravé na téchto c¢iselnych strukturach. V prvé radé bu-
deme hledat usporddani, které je linedrni (tedy plati, ze kazdé dva prvky budeme moci
srovnat). Dalsi pozadované vlastnosti, které klademe na hledané uspotrddani, jsou mo-
noténnost sc¢itant (tedy jestlize x < y, potom také x + z < y+ z) a monoténnost ndsobeni
kladnym prvkem (tedy jestlize xt <y a z >0, potom -2z < y - 2).

Pripomenme, zZe se v praxi setkavame jesté s pojmem ostrého usporadani <, ve kterém
vlastnost antisymetrie z klasického usporadani nahrazuje asymetrie. Je ovSem ziejmé, ze
relace < a < muzeme vzajemné odvozovat a to pouze tim, ze k ostrému usporadani
pridame rovnost, resp. od klasického usporadani rovnost ,odebereme®. V nasem piipadé
nejprve nalezneme usporadani ostré a teprve nasledné z néj odvodime klasické usporadani.

Zaméime se nejprve na hlavni mys$lenku nasi konstrukce. Muzeme si uvédomit, ze
uspotradani lze definovat tak, ze x < y, jestlize existuje kladny prvek z takovy, ze x+2z = y.
Problém ovSem spoc¢iva v tom, jak urcit kladné prvky. Budeme proto postupovat tak, ze
si nejprve urcéime (1épe feceno definujeme) mnozinu kladnych prvki a nasledné pomoci
této mnoziny usporadani nalezneme.

Definice 9 Méjme okruh O = (O, 4, ), potom mnozinu K C O nazveme kladnou édstt,
jestlize plati:

(i) Pro libovolné prvky x,y € K plati, Ze x + y,x -y € K.
(i1) Pro libovolny prvek x € O plati prdvé jedno z torzeni: x € K, —x € K, nebo x = 0.

Jestlize K je kladnd ¢dst v okruhu O, potom dvojici (O, K) nazveme usporddany okruh
podle kladné casti K. Existuje-li jedind kladnd ¢dst v okruhu, potom jej nazyvdme pouze
usporadanym okruhem.

Jak jiz bylo naznaceno, v nékterych okruzich kladna ¢édst existovat nemusi (a tedy
uspotrddani s hledanymi vlastnostmi nemusi existovat), stejné tak existuji okruhy s vice
kladnymi ¢dstmi (tedy existuje vice zpusobu jak okruh usporddat). V piipadé ¢iselnych
struktur (vyjma komplexnich ¢isel) potom ukazeme, ze takové usporadani existuje jediné.
Nasledujici véta popise vztah usporadani a kladnych ¢asti. Pripomenme jesté, ze podle
Definice 9 nulovy prvek 0 nendlezi kladné c¢asti.
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Véta 7 Méjme usporddany okruh (O, K) a zavedme relaci > (kterou nazgvdme ostré
uspordddni indukované kladnou c¢dasti K) na mnoziné O tak, Ze pro x,y € O plati x >y
tehdy a jen tehdy, kdyz x —y € K. Potom plati, Ze:

i) Relace > je ireflexivni, asymetrickd a tranzitivn.

it) Relace > "je trichotomickd (tj. pro libovolné prvky x,y € O plati prdvé jedno z tvrzeni
x>y, y>x, nebox=y).

ii1) Pro libovolné proky x,y,z € O plati, Ze z nerovnosti x >y plyne nerovnost x + z >
Y+ z.

iv) Pro libovolné prvky x,y € O a z € K plati, Ze z nerovnosti x > y plyne nerovnost
TzZ>Y- 2.

Dikaz: ad i) Ireflexivita plyne rovnou z tvrzeni  — z = 0 € K. Dokazeme tranzitivitu.
Jestlize x > y a y > z pro nékteré x,y,z € O, potom plati, ze v — y,y — 2z € K. 7Z
uzavienosti kladné ¢asti na séitani plyne (z —y) + (y — 2) = © — z € K. To piimo
dokazuje, ze x > z. Asymetrii relace dokazeme sporem. Pokud = > y a y > x, potom
z tranzitivity rovnou plyne z > z, coz odporuje dokézané ireflexivite.

ad i) Méjme prvky z,y € O. Potom z definice kladné ¢asti vidime, ze plati pravé
jeden z vyroku z —y € K, —(z — y) € K (coz je totéz jako y —z € K) nebo x —y = 0.
Tyto vyroky jsou postupné ekvivalentni s vyroky x >y, y > x a x =y.

ad iii) Necht = > y, potom plati, ze v—y € K. Plat{ ale také (z+2)—(y+2) = z—y € K.
Proto x + 2 > y + z.

ad iv) Jestlize z > y a y € K, potom plati, ze x — y € K. Z uzavienosti kladné ¢asti
na nasobeni dostavame x -z —y -z = (r —y) -z € K. Z tohoto plyne z - z > y - z O

V minulé vété jsme ukazali, jak 1ze pomoci kladné ¢asti zavést usporadani danych
vlastnosti. Prirozené existuje opacny postup, kdy z uspordadani spliujici podminky véty
najit kladnou ¢ast. Existuje vzajemné jednoznacéna korespondence mezi kladnymi ¢astmi
a usporadanimi s vlastnostmi i)-iv) z predchozi véty.

Véta 8 Jestlize mame okruh O = (O, 4+, ) a bindrni relaci > spliugici podminky i)-iv)
z predchozi véty, potom mnozina K = {x € O | x > 0} je kladnou ¢édsti a uspordddni
indukované touto kladnou cdsti je prdavé usporaddani >.

Dukaz: Necht z,y € K. Potom plati, ze z,y > 0 a z vlastnosti iii) lze odvodit, ze
r+y>0+y =y >0 Tedy x +y € K. Analogicky podle predpokladu ii) a iv) plati
x+y>y,aprototaké x-y+y-y = (x+y) -y > y-y. Pouzijeme-li na posledni nerovnost
podminku iii) a pri¢teme k obéma strandm nerovnosti prvek —y -y, dostavame x -y > 0.

Jestlize x € O, potom plati pravé jedno ze ti{ tvrzeni (coz plyne z trichotomie
usporadani) z > 0, 0 > x, nebo x = 0. Jestlize z > 0, potom = € K. Pokud 0 > =,
potom z vlastnosti iii) plyne 0 = x —z > 0 — x = —z a proto —x € K. Analogicky lze
ovérit, ze zadné z téchto dvou vyroku nemohou nastat soucasné. Plati proto vlastnost
trichotomie mnoziny K z definice.



1.7. Usporadani na okruzich 23

Ozna¢me > usporaddni indukované kladnou ¢asti K (tedy = > y tehdy a jen tehdy,
jestlize x —y € K). Nyni dokdzeme, Ze toto uspofddani je totozné s uspordddnim >. Necht
x > y, potom podle vlastnosti iv) plati x —y >y —y =0, a tedy x —y € K. Z tohoto
podle definice plyne x >g y. Predpokladejme, ze x >k y. Potom plati, ze z —y € K, a
tedy také, ze x —y > 0. Opét z vlastnosti iv) dostdvame z = (z —y) +y > 0+ y = ya
tedy > y. Protoze jsme dokézali, ze plati > y tehdy a jen tehdy, jestlize z >k y, jsou
obé usporadani totozna. O

S ohledem na predchozi vétu pripomeneme ¢asto uzivanou terminologii. O okruhu
fekneme, ze jej lze uspotradat, jestlize lze zavést usporadani spliujici podminky i)-iv)
Véty 7. Plati proto, ze okruh lze uspordadat tehdy a jen tehdy, jestlize ma kladnou c¢ast.

Véta 9 (i) V usporddaném okruhu (O, K) plati pro libovolny nenulovy prvek = € O, Ze
z? € K (specidlné tedy 1 € K ).

(ii) Méjme usporadany okruh (O, K). Jestlize prvek x € K je takovy, Ze existuje
inverznd prvek x~', potom také x7' € K.

(iii) Kazdy okruh, jenz lze usporddat, nemd netrividlni délitele nuly.

(iv) Kazdy okruh, jenz lze usporddat, md nekonecné mnoho pruki.

Dukaz: ad (i) Méjme libovolny prvek =z € O. Potom za predpokladu x # 0, plyne z
trichotomie, ze x € K nebo —z € K. Z uzavienosti kladné ¢asti na soucin piimo plyne,
7e 12 € K nebo (—x)? € K. Plati ale (—x)? = (—x) - (—x) = -z = 2°. Proto 2* € K.

ad (ii) Jelikoz z € K a podle ptredchozi ¢dsti také (x71)? € K, plati, ze 271 =
(z71)? .z € K.

ad (iii) Predpokladejme sporem, ze pro nékteré nenulové a,b € O plati a - b = 0.
7 trichotomie kladné ¢asti plyne, ze budto a € K nebo —a € K. Stejné tak budto b € K
nebo —b € K. Potom z uzavienosti kladné ¢asti na souciny plyne, ze jeden ze ¢ty vyrazu
a-b, (—a)-b, a-(—b) nebo (—a) - (—b) nalezi kladné ¢asti. Ovsem pokud a-b = 0, potom
také 0 =a-b=(—a)-b=a-(—=b) = (—a) - (=b). Proto 0 € K, coz je spor.

ad (iv) Aby nedoslo ke kolizi ve znaceni, budeme v tomto dukazu znacit jednotkovy

prvek v okruhu misto 1 pismenem e. Ozna¢me podle nasledujici notace pro libovolné n € N

nx
A

vitaz 1 xx =z a (n+1)xx =nxz+z. Plati tedy, Zenxz =7 + 2 + ... + 2. Oznaéme
nyni mnozinu F = {nxe |n € N}. Plati, ze 1 xe = ¢ € K ataké, pokud nxe € K, potom
z uzavienosti kladné ¢dsti na soucty plyne, ze (n+ 1) x e = n x e+ e € K. Matematickou
indukci jsme dokazali, ze £ C K, a tedy pro libovolné n € N plati, ze n x e # 0. Nyni
ukazeme, ze pro libovolna ruzna ¢isla m,n € N plati, ze n X e # m X e.

Predpokladejme sporem, ze n X e = m X e pro ruzna c¢isla m,n € N. Bez ijmy na

obecnosti predpokladejme, ze m < n. Potom plati, ze n — m € N a také plati, ze 0 =

nx mX nx mX
A

(nxe)—(mxe)=e+e+...+e—(e+te+...+e)=c+e+...+e—e—e—...—ec=

(n—m)x

——~— . , -
ete+...+e=(n—m)xe. Toto je ale spor s tim, ze (n —m) x e # 0. O
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Dusledkem je mimo jiné to, ze kazdy komutativni uspotadany okruh je oborem
integrity. K poslednimu tvrzeni, jez ve skutecnosti zobecnuje posledni ¢ast predchozi
véty, potfebujeme zavést nasledujici pojmy. Charakteristikou prvku x € O v okruhu
O = (O,-,+) rozumime nejmensi ptirozené ¢islo n € N takové, ze n x © = 0. Po-
kud takovéto &islo neexistuje, potom fekneme, Ze prvek ma nekoneénou charakteristiku®.
Charakteristiku prvku zna¢ime obvykle Char x (v nasem piipadé plati Char = = n).

Analogicky definujeme charakteristiku okruhu (zna¢ime Char O) jako nejmensi ¢islo
n € N takové, ze pro libovolné x € O plati n x x = 0. Lze tedy psat, ze Char O =
max {Char = | z € O}. Ukdzeme, Ze charakteristika jednotkového prvku (znacme jej

nadéle e) je rovna charakteristice okruhu. Piimo z definice plyne, ze Char e < Char O.
nxX

Necht Char e = n, potom pro libovolné z € O plati n x @ = r+2+...+2 =

nx nx
e-xt+e-x+...+e-x=(ct+et+...+e)x=(nxe)x=0-z=0.Proto také Char e =
n > Char x pro vSechna x € O. Toto dohromady dava, ze Char e = Char O. Pripomenme,
ze v poslednim bodu predchozi véty jsme dokazali, ze v kazdém usporadaném okruhu ma
jednotkovy prvek nekonec¢nou charakteristiku. Toto lze jesté rozsitit v dalsim tvrzeni.

Véta 10 Jestlize (O, K) je usporddany okruh, potom kazdy nenulovy prvek okruhu md
nekonecnou charakteristiku.

Dikaz. Predpoklddejme, ze x € O je takovy, ze Char x = n. Potom plati, zZe 0 =n x x =
n X (e-x) = (n xe)-x. Protoze v usporddanych okruzich neexistuji netrividlni délitelé
nuly, a navic vime, ze n X e # 0, plati x = 0. O]

V posledni ¢dsti vytesi problém usporadani podilového télesa Q(O) komutativniho
uspotrddaného okruhu (O, +, ) bez netrividlnich délitelu nuly.

Véta 11 Meéjme usporadany okruh (O1,+,-) s kladnou ¢asti Py C Oy a usporadany okruh
(O2,+,+) s kladnou ¢édsti Py C Oy. Necht f: Py — Py je vnorent® kladné cdsti Py do
kladné c¢asti Py, potom existuje jediné vnoreni g : O1 — Oy, které je rozsirenim zobrazeni
f (tedy plati pro viechna x € Py, Ze f(z) = g(x)).

Diikaz: Definujme zobrazeni g : O; — O, tak, ze

f(z), jestlize x € P;
g(x) =< —f(—x), jestlize —x € Py;
0, jestlize x = 0;

Rozborem na jednotlivé ptipady dokazeme, ze zobrazeni je homomorfismus. Jestlize
x,y € Pp, potom také x-y, x+y € Py aplati g(x+y) = f(z+y) = f(2)+f(y) = g(x)+9(y)
a analogicky ovérime pro nasobeni.

8V literatuie se setkdvame s tim, ze misto nekoneéné charakteristiky se definuje tzv. nulové charakte-
ristika.
9Injektivni zobrazen{ splitujici pro viechny =,y € Py, ze f(z+vy) = f(x)+ f(y) a f(z-y) = f(x)- f(y).
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Jestlize z = 0, potom ¢(0 +y) = g(y) = 0+ g(y) = g(0) + g(y), podobné ¢(0 - y) =
g(0) =0=0-g(y) = g(0) - g(y). Analogicky dokazeme variantu, kdy y = 0.

Pokud —z,—y € Py, potom plati, ze —(x +y) = —x — y € P; a muZeme pocitat
g(@+y) = —f(—z—y) = = f(—z) = f(—y)) = g(x)+g(y). Plati také, ze z-y = (—x)-(—y) €
P, proto g(i-y) = £ -y) = F((~2) - (—9)) = F(~2) - f(=y) = (—F(=2)) - (~ F(~)) =
9(x) - g(y).

Posledni variantou je —x € Py, y € P;. RozliSme nyni tii mozné piipady:

e v+y € Py, potom lze pocitat — f(—z)+f(y)— f(z+y) = f(y) - (f(—2)+ f(z+y)) =
fy) = f(=x+z+y) = fly) — fly) = 0. Proto plati f(z +y) = —f(-z)+
coz lze prepsat do tvaru g(z +y) = f(x +y) = —f(—x) + f(y) = g(z) + g(y).

o —(v+y) € P, potom —f(—z)+ f(y) + f(—(x+y) = —f(—2) + fly— (z+y)) =
—f(=z) + f(—z) = 0. Proto také plati, ze —f(—(z +y)) = —f(—z) + f(y), a tedy
také g(z +y) = —f(—(v +y)) = —f(—2) + f(y) = 9(x) + g(y).

ez +y = 0, potom —z =y, a tedy gz +y) = g(0) = 0 = —f(y) + f(v)
—f(=2) + fy) = g(z) + 9(y).

Zbyvéa dokazat, ze v tomto piipadé homomorfismus zachovava také souciny. Plati, ze
—z-y = (—x)-y € Py, aproto také g(x-y) = —f(—x-y) = —f((—2)y) = —f(—2)- f(y) =
9(x) - g(y). 0

Vyslovime jedno jednoduché a uziteéné tvrzeni.

Lemma 4 Jestlize (O, +,-) je okruh a Py, P» C O jsou kladné casti takové, ze Py C Py,
potom také P, = Ps.

Duikaz. Predpoklddejme sporem, ze P, C Pp. Potom plati, ze P, \ Py # 0, a tedy existuje
x € P\ Py. Plati, ze x € Py, a tedy také x # 0 (kladnd ¢dst neobsahuje nulu). Protoze
navic € P; (a x # 0), z trichotomie dostdvame, ze —x € P;. Jelikoz P, C Py, plati také
—x € Py, coz je spor s trichotomii (nemuze platit, ze x, —x € P).

Wl

Veéta 12 Jestlize (O,+,-) je komutativni okruh bez netrividlnich délitelu nuly a jestlize
P C O je nékterd jeho kladnd ¢dst, potom existuje jedind kladnd édst R v podilovém télese
Q(O) takovd, ze f(P) C R (kde f je vnoreni okruhu (O,+,-) do télesa Q(O) definované
ve dikazu Veéty 5). Touto kladnou cdsti R je mnoZina {§ |z -y € P}.

Dikaz. Predpokladejme, ze Z’—i = % je takovy zlomek, ze x; - y; € P (plati tedy x; # 0,
a v dusledku také x5 # 0). Navic lze dedukovat, ze oba prvky x1,y; jsou bud'to souc¢asné
oba kladné nebo oba zaporné (byl-li by jeden z prvku kladny a druhy zdporny, potom by
platilo —z1 -y, € P, coz je spor s trichotomif). Protoze 1 -y, = xo-y; musi platit soucasné
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Ta, Y2 € P nebo —xq, —ys € P10,V kazdém piipadé ale plati, Ze (—x2) - (—1y2) = 22y € P.
Z tohoto plyne, ze 1ze korektné definovat mnozinu R = {%’ |z -y € P}. Dokdzeme nyni,
ze tato mnozina je kladné ¢ast v Q(O).

Nejprve jestlize %, z—z € R, potom x - Y1, T3 - y2 € P. Protoze také y?,y3 € P (viz
Véta 9(i)) plati, Ze (z1-ya +To Y1) Y1 Y2 = T1- Y1 - Y5+ To - Y2 - y> € P. Z tohoto oviem
plyne, ze xi—{—”z%él‘?

Analogicky také xy - x5 - y1 - yo € P dokazuje, ze £ y . yz = Z& gy”z € R. Proto je mnozina
R uzaviena na soucty i souciny.

Jestlize mame zlomek % € Q(0), potom protoze z -y € O, plati pravé jedno z tvrzeni
x-y € P, —x-y € P nebo x-y = 0. Tyto tii vyroky jsou ale po tfadé ekvivalentni s
tim, ze L EP, —(%) = > € Pnebo 2 =0 (protoze z € Q(O) plyne, ze y # 0, jelikoz
navic v (O, +, ) nejsou netrividlni délitelé nuly — jinak by okruh nesel rozsitit na téleso —
dostavame z x - y = 0 tvrzeni x = 0). Toto dokazuje trichotomii mnoziny R.

V posledni ¢asti dokazeme, ze R je jedind kladna ¢ast, ktera obsahuje kladnou c¢ast
P (pfesnéji feceno obsahuje zlomky fc—z, kde x € P). Nejprve, jestlize x € P, potom také
2% € P, coz dokazuje, 7Ze %2 €R.

Predpoklddejme nyni, ze existuje kladnd ¢ast R’ obsahujici P. Dokézeme, ze R C R'.

Necht £ y € R jsou takové, ze z,y € P (toto muzeme predpokladat, protoze platl L= —Z;)

Potom ;2, v € R'. Jak dokazuje Véta 9(ii), musi take 5 € R’ azuzavienosti kladne casti

~ . ~ ~ 7 7’ ~ 2
na soucin konecéné dostavame, ze £ = & . L ¢ R/ Mame dokézano, ze R C R’ a podle
b y €T y b

Lemma 4 také R = R'. O

1.8 Absolutni hodnota

V uspordadaném okruhu O s kladnou ¢asti K muzeme pfirozenym zpusobem definovat
absolutni hodnotu jako zobrazeni z — |z| definované tak, ze

o] = x, jestlize plati x € K nebo x =0
Tl —x v ostatnich piipadech

Véta 13 V usporadaném okruhu O plati pro libovolné x,y € O nasledujici tvrzeni:
i) |z| =0 prave, kdyz x =0,
i) |zl - |yl = |z - yl,
i) |z 4yl < lel+ [yl

w) |z| =yl <[z =yl

10Snadno lze ovéiit, Ze v opacném piipadé by platilo 1 -y, = —2 -y = —1 - Yo, z ¢ehoz lze dedukovat
x1-y2 = 0. Protoze 1 # 0 a y2 # 0 (jmenovatel nemuze byt roven nule) a protoze v usporddaném okruhu
neexistuji netrivialni délitelé nuly, dostavame spor.
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Dukaz: ad i) Jestlize x # 0, potom |z| € K, a tedy |z| # 0. Dokézali jsme, ze |z| = 0
implikuje z = 0. Opacné tvrzeni plyne ptimo z definice.

ad ii) Jestlize z = 0, potom [0-y| =|0| =0=0" |y| = |0] - |y|. Analogicky pro y = 0.
Jestlize z,y € K, potom také z-y € K, a proto |z-y| = -y = |z|-|y|. Pokud —z, —y € K,
potom (—z) - (—y) =z -y € K. Proto plati, ze |[x - y| =2 -y = (—x) - (—y) = |z| - |y|.

Predpokladejme konecné, ze —x,y € K, potom —z -y € K, a proto plati, ze |z - y| =
—(x-y) = (=) -y =|z| - |y|. Analogicky v piipadé, ze x,—y € K. Z trichotomie kladné
casti plyne, ze jsme takto prozkoumali vSechny mozné piipady.

ad iii) Pokud z,y € K, potom také v +y € K aplati |z +y| =z +y = |z| + |y
Jestlize © = 0, potom snadno [0+ y| = |y| = 0+ |y| = |0+ |y|. Pokud —z, —y € K, potom
—(z+y)=—-2x—y e Kaplati také |t +y| = —(z+y) = —x —y = |z| + |y|.

Koneé¢né predpokladejme, ze x, —y € K, potom plati —z < 0 < z a také y < 0 < —y).
Z dokazanych nerovnosti jisté plyne, ze |z|+ |y| = x —y > x + y, —x — y. Protoze plati
|z +y| = x4y nebo |x+y| = —x—y, dostdvdme dohromady |x+y| < ||+ |y|. Analogicky
provedeme dukaz v piipadé, kdy plati —z,y € K.

ad iv) Diky dokdzané predchozi ¢asti muzeme pocitat || = |z —y +y| < |z —y| +|y|.
Z monotonnosti s¢itani ihned plyne |z| — |y| < |z — y]. O
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Kapitola 2

Zavedeni prirozenych cisel pomoci
Peanovych axiomu

abychom pochopili jeji podstatu. Co to vlastné je ¢islo? Casto &fslo chybné ztotoziujeme
s jeho zapisem (s néjakym symbolem nebo fadou symbolu). Zpusobu, jak zapsat ¢islo, je
vynalezeno mnoho, ale na ¢islech jako takovych se nic nezménilo. Aritmetika je nezavisla
na zpusobu zépisu ¢isel (v opacném piipadé bychom museli mit jinou teorii aritmetiky
pro fimské ¢islice a jinou teorii pro arabsky zapis).

Prirozend cisla vznikla ,joddélenim® informace o poctu ,predmétu” v néjaké skupiné
od téchto predmeétu. Samotné ¢islo je proto pravé informace o mnozstvi (pficemz jiz
neupfesnujeme, o mnozstvi ¢eho se jedna). Operace s¢itani a ndsobeni potom predstavuji
,sjednocovani skupin predmétu® a ,nasobného zvétsovani skupin predmétu®.

V dalsich tvahach nahradime pojmy ,skupina“ a ,pfedmét® za pojmy ,mnozina“
a ,,prvek”, které jsou jejich matematickym synonymem. Aby vlastnost ,pocet prvkia“ v
mnoziné daval smysl, musime byt schopni rozpoznat, kdy dvé mnoziny maji stejny pocet
prvku. Tento problém dokazali lidé resit jesté pred vynalezem ¢isel. Antropologové se u
primitivnich narodu, zivicich se rybolovem, setkali se zajimavou metodou. Jestlize rybar
potteboval zjistit, kolik ryb chytil, rozlozil ryby, ke kazdé polozil jeden klacik a potom
vsechny tyto klaciky pfedstavovaly mnozstvi ryb, které chytil.

Vsimnéme si, ze touto dumyslnou metodou mohou rybéii nejen spocitat svuj ulovek,
ale predevsim pomoci klaciku je mozné provadeét i zdkladni aritmetiku (séitani, odcitani
a pri troSe invence i ndsobeni a predevsim déleni tlovku).

Naprosto stejného postupu uzivame i my. Rekneme, Ze dvé mnoziny maji stejnou mo-
hutnost, jestlize existuje vzajemneé jednoznacné ptitazeni prvki z jedné mnoziny k prvkum
mnoziny druhé (kazdy prvek z prvni mnoziny mé pfifazen préavé jeden prvek z druhé
mnoziny a naopak). Vezmeme-li tiidu' vSech kone¢nych? mnozin, potom relace ,mit stej-
nou mohutnost“ je relaci ekvivalence. Jeji faktorové tiidy nam mohou predstavovat jed-
notlivé ¢isla (¢islo n je potom tiida vSech n-prvkovych mnozin). Opaéné kazda n-prvkova

!T¥{dou rozumime v matematice zobecnéni mnoziny (kazda mnozina je t¥ida, ale naopak t¥ida nemusi
byt mnozinou). Potieba vytvofeni nového pojmu vznikla s poznatkem toho, Ze neexistuje mnozina vsech
mnozin — musela by obsahovat sebe samu.

2Teorie mnozin nems vétsi problémy s definovénim kone¢né mnoziny. Moznou definici je, ze koneénd
mnozina je pravé takova mnozina M, kdy pro kazdou jeji ostrou podmnozinu N C M neexistuje bijekce
mezi M a N.
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mnozina reprezentuje ¢islo n.
Popsana konstrukce je jenom jedna z mnoha. V dalsim textu se zamérime na filozo-
ficky*“ zcela jiné pojeti aritmetiky:.

2.1 Peanovy axiomy

Peanovy axiomy zavadéji prirozena ¢isla pomoci pojmu néasledovnik a pomoci principu
matematické indukce. Prvnich pét axiomu urc¢uji mnozinu ptirozenych cisel a dalsi ctyti
axiomy definuji aritmetiku (s¢itédni a ndsobeni).

Axiomy lze formulovat nasledovné:

(P1) Existuje prvek 1 takovy, ze 1 € N,

(P2) Jestlize prvek x € N, potom také prvek =’ € N (prvek 2z’ nazyvame nésledovnikem
prvku z a intuitivné ndm symbolizuje ¢islo o jedno vétsi nez ¢islo x).

(P3) Plati, ze 2’ # 1 (tedy 1 neni nasledovnikem zadného prvku).
(P4) Jestlize 2/ = ¢/, potom také plati z = y.

(P5) Jestlize mame libovolnou mnozinu R C N takovou, ze 1 € R, a navic pro kazdé
x € R také 2’ € R, potom plati, ze R = N.

Vysvétleme si myslenku axiomu. Prvni dva axiomy zavadéji v principu jazyk teorie.
Rikaji, ze méme ¢islo 1 a kazdé éislo ma svého nésledovnika. Tiet{ a étvrty axiom ndm
zarucuji, ze se posloupnost nasledovnikii nemuze zadnym zpusobem uzavrit do cyklu.

Prvni ¢tyti axiomy nam fikaji, Ze pfirozend ¢isla tvori jednicka a jeji nasledovnici (jsou
vzdy nové — neopakuji se). Poslednim axiomem fekneme navic to, ze prirozend ¢isla tvori
praveé jednicka a jeji nasledovnici. Ukazeme si piiklad modelu, ktery spliiuje prvni ctyfti
Peanovy axiomy a posledni nesplnuje.

Necht N ={a,b,1,2,3,...} anecht o' =b, b = a, 1’ =2, 2’ = 3 atd. Snadno ovéiime,
ze takto vytvofend mnozina spliuje axiomy (P1)-(P4), pficemz posledni axiom (P5) nen{
splnén (vezmeme-li mnozinu K = {1,2,...} C N, potom 1 € K, jestlize x € K, potom
také 2’ € K, a navic K # N).

Nasledujicich ¢ty axiomu uzivame k definici séitani a nasobeni:

Nyni jiz muzeme vyslovit ocekavané zakladni véty platici pro séitani a nédsobeni
prirozenych ¢isel.
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Veéta 14 Meéyme libovolnd prirozend cisla x,y, z € N. Potom plati, Ze
(Ai) soucet x +y je jednoznacné definovdn,

(Aii) e +y=y+x,

(Aiii) (x+y)+z=x+ (y+ 2),

(Aiv) jestlize x + z = y + z, potom také x = y.

Dukaz: ad (Ai) Méjme libovolné pfirozené ¢islo a € N. Potom oznac¢me nasledujic
mnozinu
R, = {z € N | a+ z je korektné a jednoznacné definovano}.

K dukazu véty staci ovérit, ze mnozina R, je rovha mnoziné vSech pfirozenych ¢cisel.
V Peanové aritmetice pouzivame k tomuto dikazu axiomu (P5).

A
Plati, ze z + 1 (4 x', a tedy soucet x + 1 je korektné a jednoznacné definovan. Proto

leR,.

Predpoklddejme, ze x € R,. Tedy soucet a+ x je definovén, a tak vyraz (a+ x)’ mame
jednoznac¢né urcen. Podle axiomu (A2) plati, ze a+ 2’ = (a+z)’, a tedy také soucet a + 2’
je jednoznacné definovan. Proto také ' € R,,.

Dokazali jsme, ze 1 € R,, a jestlize plati, ze * € R,, potom také 2’ € R,. 7 axiomu
(P5) tedy plyne rovnost mnozin R, = N. Protoze ¢islo a jsme volili zcela libovolné, je
timto véta dokazana.

ad (Aiii) Pro libovolnd pfirozena ¢isla a, b € N ozna¢me nésledujici mnozinu
Riypy={reN|(a+b)+r=0a+ (b+x)}.

Podobné jako v predchozi ¢asti uzijeme paty Peanuv axiom.
Plati, ze (a +—b)—+i1(§§)(a +—b)’(§3)
1€ Ry
Predpokladejme nyni, ze © € R, . Plati, ze (a +b) +x = a + (b + ). Nyn{ muzeme
pocitat

a+t D aq (b+1). Coz ovSem znamend, ze

@+b)+2 2 ((a+b) +z)=

(a+ (b+z) 2

a+ (b+x) (42

a+ (b+ ).
Dokézali jsme také 2’ € R, p, a proto z patého Peanova axiomu dostavame, ze R, = N.

ad (Aii) Nejprve dokazeme komutativitu ¢isla 1 s libovolnym pfirozenym ¢éislem.
Ozna¢me proto mnozinu
R={reN|l+z=a+1}
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Je ztejmé, ze 1 € N (protoze 1 + 1 = 1 + 1). Pfedpoklddejme nyni, ze x € N, plati
tedy 1 4+ x = x + 1. Protoze asociativitu jiz mdme dokdzanou, muzeme pocitat ' + 1 =
(x4+1)+1=(1+2)+1=1+(x+1) =1+ 2. Dostavame, ze 2’ € R, a podle patého
Peanova axiomu plati rovnost R = N. Mame proto obecné dokazano, ze 1 +x = x + 1.
Nyni prejdeme k dikazu obecné komutativity. Oznacme si pro libovolné ptirozené ¢islo
a € N mnozinu
R,={reN|a+z=x+a}

Protoze jsme dokazali, ze 1 komutuje s kazdym prvkem, plati, ze 1 € R,.

Necht nyn{ z € R, (tedy plati, Ze x + a = a + x; podminku v tomto kroku diukazu ob-
vykle nazyvame indukéni predpoklad). Vzhledem k asociativité a komutativité 1 s kazdym
prvkem lze pocitat:

¥4+a = (z+1)+a=
r+(1+a)=
= s+ (a+1)=
= (x4+a)+1=
= (a+xz)+1=
= a+(z+1)

/
a+x.

Proto také plati, ze ' € R,, a uzitim patého Peanova axiomu dostavdme mnozinovou
rovnost R, = N.

ad (Aiv) Ozna¢me pro libovolna pfirozend ¢isla a,b € N mnozinu
Rop ={x € N| zrovnosti a + & = b+ z plyne rovnost a = b}.

Predpoklddejme, ze a + 1 = b+ 1. Toto 1ze podle axiomu (A1) prepsat do tvaru o’ = b'.
Uzitim Peanova axiomu (P4) dostdvdme, ze a = b, tedy 1 € R,p.

Piedpoklddejme nyni, Ze * € R,;. Plati proto, Ze z rovnosti @ + = b + = plyne
rovnost a = b (coz je nasim indukénim predpokladem). Budeme se snazit dokdzat, ze za
tohoto predpokladu plyne z rovnosti a + 2’ = b+ 2’ opét rovnost a = b. Necht navic plati
a+z' = b+a'. Uzitim axiomu (A2) dostdvame rovnost (a+z) = a4+’ = b+2' = (b+z)".
Uzitim axiomu (P4) ziskdme rovnost a+x = b+ z. Z indukéniho predpokladu ale vidime,
ze z a + x = b+ x plyne rovnou a = b. Dohromady jsme dokazali: pokud = € R, ;, potom
plyne z rovnosti a + 2’ = b+ 2’ také rovnost a = b, a tedy =’ € Rqp.

Z dokazanych vlastnosti a z patého Peanova axiomu plyne, ze R, = N. U

Veéta 15 Méjyme libovolna prirozend ¢isla x,y, z € N. Potom plati, Ze
(Mi) soucin x -y je jednoznacéné definovain,
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(Miir) (x-y)-z=z-(y-2),

(Miv) jestlize plati, Ze x - z =y - z, potom také x = y.

Veéta 16 Méjme libovolna prirozend cisla x,y, z € N. Potom plati, Ze

(Di) - (y+2)=z-y+x-z

(Dii) (y+z2)-x=y-x+z-x.

Dukaz: ad (Mi) Mé&jme libovolné prirozené ¢islo a € N. Ozna¢me mnozinu

R,={x €N |a-z jekorektné a jednoznacné definovano}.
. (M1) o . .. L. (

Plati, ze a - 1 "=" a, a tedy souc¢in a - 1 je korektné a jednoznacné definovan. Proto
1€eR,.

Predpokladejme, ze x € R,. Soucin a - x je definovan a také vyraz a - x + a mame jed-
nozna¢né urcen (vzhledem k tomu, ze v (Ai) jsme ukédzali jednozna¢nost definice kazdého
souctu). Podle axiomu (M2) ale plati, ze a - 2’ = a -  + a, a proto také soucet a + 2’ je
jednoznac¢né definovan, a v dusledku plati 2’ € R,,.

Podle péatého Peanova axiomu je dusledkem rovnost mnozin R, = N, coz dokazuje
vétu.

ad (Di) Pro dokézani levé distributivity definujeme pro libovolna ptirozend ¢isla a, b €
N néasledujici mnozinu

Ropy={r€eNl]a-(b+z)=a-b+a-zx}

(A:1) a.b/ (JiQ) ab_|_a (Jil) ab+a1

Z axiomu (A1), (M1) a (M2) dostavame a-(b+1)
Proto plati, ze 1 € Rp.

Predpokladejme = € R, ;. Potom plati, ze a- (b+x) = a-b+a -z (coz je nas indukéni
predpoklad i.p.). Protoze komutativitu a asociativitu operace s¢itani mame jiz dokdzanou,
nebudeme jednotlivé s¢itance nadale oddélovat zavorkami. Tyto vlastnosti budeme nadéle
uzivat bez zvlastniho upozornovani. Plati rovnost a - (b + z') D .. (b+ ) WU, (b+

x)+a 2 o.bta-xta D) b +a - 2. Z pfedchoziho piimo plyne, ze také 2’ € R, a

tedy jsou splnény vsechny podminky pro aplikaci patého peanova axiomu. Dokazali jsme,

ze N = Ra,b-
ad (Miii) Opét ozna¢me pro libovolna ¢isla a,b € N mnozinu
R.,y={r€eN]a-(b-z)=(a-b)- x}.
Snadno vidime, ze plati a - (b- 1) Ly O (@-b)-1. Tedy 1 € Rgp.

Necht mame indukén{ predpoklad i.p. takovy, ze € Ry, tedy plati a-(b-x) = (a-b)-x.
Potom lze pocitat



34 Kapitola 2. Zavedeni pfirozenych &isel pomoci Peanovych axiomi

a-(b-2') "= a-(b-x+b) 20
a-(b-z)+a- b2
(a-b)-x + a-b™
(a-0)-x
Opét vidime, ze plati 2’ € R, a proto z patého Peanova axiomu dostavame R, = N.
Dokdzeme pomocné tvrzeni x’ -y = x - y + y Oznaéme nésledujici mnozinu
R,={rzeN|d -z=a z+uz}
A
pro pevné zvolené ¢islo a € N. Potom lze pocitat a' - 1 W A, +1 WY 1 + 1.
Z tohoto dostavame 1 € R,,.

Ptredpokladejme nyni, ze x € R,, potom je nasim indukénim predpokladem ¢.p. tvrzeni,
ze a - x = a-x+ x. Pocitejme proto nyni

a7 = a’-(x+1)(l;i)
a r4+d- 12
a-x+xr+a+1l
a-z’' + 2.

(M2)

Vidime, ze 2’ € R,, a mame splnény podminky pro aplikaci patého Peanova axiomu.
Tedy R, = N dokazuje vétu.

Dokazeme pomocné turzeni 1 - x = x. Analogicky k pfedchozim piipadum definujeme
mnozinu
R={reN|1l -z=uzx}.

Z axiomu (M1) dostavame 1-1 =1, a tedy také 1 € R. Predpokladejme, ze = € R (tedy

1.2 = z). Potom plati, ze 1 -2’ (A2 r 1241 (4 2. Tedy 2’ € R, a navic jsou

splnény podminky pro aplikaci patého Peanova axiomu. Proto R = N.

ad (Mii) Opét oznacme pro libovolné piirozené ¢islo a € N mnozinu

R,={rxeN]a-z=2x-a}.

. L . . . (M1)
Z jiz. dokazaného pomocného tvrzeni vime, ze 1 -z = z =" x - 1. Proto 1 € R,.
Predpokladejme nyni, ze z € R,, tedy indukénim predpokladem i.p. je tvrzeni x-a = a-x.

’ ’ / , v/ / %.p. (M2) /

Vzhledem k dokdazanému pomocnému tvrzeni lze poc¢itat ’-a = z-a+x = a-x+x =" a-x'.
Proto plati, ze ' € R,, a tedy podle patého Peanova axiomu plati R, = N.
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ad (Dii) Prava distributivita ihned plyne z dokdzané komutativity ndsobeni a z levé
distributivity.

ad (Miv) K dukazu tohoto tvrzeni jsou potieba vysledky z nasledujici kapitoly. Dukaz
tedy predvedeme na patiicném miste. O
V dalsich kapitolach budeme uzivat nésledujici jednoduché tvrzeni.

Lemma 5 Kazdé cislo x € N takové, Ze x # 1 je ndsledovnikem nékterého prirozeného
¢isla (tedy platiy' = x pro nékteré y € N).

Dukaz: K dokdzdni véty staci ukdzat, ze mnozina R = {z € N | z = 1neboz =
y' pro nékteré y € N} je rovna mnoziné prirozenych ¢isel. Skutecnost, ze 1 € N, je expli-
citné vyjadiena v definici mnoziny R. Je navic ziejmé, ze jestlize x € R, potom 2’ je ve
tvaru nasledovniku, tedy 2’ € R. Timto podle patého Peanova axiomu plati R =N. [

2.2 Usporadani na mnoziné N

Cilem této kapitoly je zavést obecné zndmé usporadani na mnoziné prirozenych ¢isel a
ukazat nékteré zakladni vlastnosti tohoto usporadani. Pripomenime, ze rozliSujeme tak-
zvané ,ostré” usporadani < a ,neostré* usporadani <.

Definice 10 Méjme prirozend cisla x,y € N. Potom tekneme, Ze ¢islo x je (ostre) mensi
nez céislo y (znacime x < y), jestlize existuje takové n € N, Ze plati x +n = y. Rekneme,
Ze ¢islo x je mensi nebo rovno éislu y (znacime x < y), jestlize x < y nebo x = y.

Véta 17 Relace ostrého uspordddni < na mnoziné prirozenych cisel N je ireflexioni, tran-
zitivni a asymetrické.

Relace standardniho uspordddni < na mnoziné prirozeniych cisel je reflexivni, tranzi-
tivni a antisymetrické.

Dikaz: Zacneme dokazovani casti véty o ostrém usporadani. Predpokladejme nejprve
sporem, ze x < x. Potom existuje takové n € N, ze x + n = x. Prictenim jednotky
k rovnosti dostavame x +n + 1 = x + 1, a tedy také x +n’ = x + 1. Z pravidla kraceni
pro s¢itani dostdvame n' = 1, coz je spor s axiomem (P3).

Nyni dokéZeme tranzitivitu ostrého usporddani. Necht z < y a y < z,. Potom existuji
¢isla m,n € N takova, ze x + m = y a y +n = z. Dosazenim prvni rovnosti do druhé a
uzitim asociativity s¢itani dostdavame = + (m +n) = (r +m) +n =y + n = z, a protoze
m +n € N, mame dokazano, ze r < z.

Asymetrii dokazeme opét sporem. Jestlize plati x < y a y < z, potom z tranzitivity
usporadani mame x < x, coz je spor s ireflexivitou.

Vlastnosti neostrého usporadani jiz prirozené plynou z dokazaného. Trividlné x < x
(protoze x = x), tranzitivitu standardniho uspofrdadani snadno dostaneme z dokézané tran-
zitivity ostrého usporadani. Stejné jako antisymetrie piimo plyne z dokazané asymetrie.

O
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Uvédomme si navic, ze z Lemma 5 plyne pro libovolné x € N, ze pokud = # 1, potom
existuje y € N takové, ze x = ¢/, a tedy také x = 1+ y, coz ddva 1 < z. Z ireflexivity
ostrého usporadani naopak vidime, ze 1 < x implikuje to, ze x # 1. Tedy tvrzeni z # 1
a 1 < x jsou ekvivalentni. Z tohoto mimo jiné plyne skutecnost, ze 1 je nejmensi prvek
ptirozeného usporadéani (tedy vzdy plati 1 < z).

Veéta 18 Relace ,ostrého” i ,prirozeného® usporddani jsou monotonni wvzhledem ke
séitand i ndsobend. Tedy pro libovolnd ¢isla x,y,z € N z nerovnosti x < y (resp. © < y)
plynou obé nerovnosti x +z <y+z ax-z <y-z (resp. obé nerovnosti x +z <y+z a
r-z<y-z)

Dikaz. Predpokladejme, ze x < y. Potom existuje n € N takové, ze x +n = y. Z tohoto
snadno vidime, ze x + z +n = y + 2z, a tedy z definice usporadani rovnou dostavame
T+ 2z < y+ 2. Analogicky uzitim distributivity vidime, ze x- z4+n-z = (z+n)-z =y - z,
a protoze n - z € N, plati tak z - 2 < y - 2. Kompatibility pfirozeného uspotadani plynou
ihned z kompatibilit ostrého usporadani. O

Véta 19 Relace ostrého usporddani na mnoziné prirozenych cisel N je trichotomickd (tj.
plati pro libovolnd éisla x,y € N prdvé jedna z moznosti x < y, y < x, nebo x =1y).

Dikaz. Z ireflexivity a asymetrie ostrého uspoiradani rovnou vidime, ze nemohou nastat
dvé opacné nerovnosti nebo ostra nerovnost s rovnosti soucasné. Staci tedy dokéazat, ze
vzdy nastane alespon jedna z moznosti trichotomie. Vezméme si libovolné pevné cislo
a € N a ozna¢me mnozinu R, = {xr € N | z < a nebo a < = nebo a = z}. Jak jsme jiz
ukazali, pokud a # 1, potom 1 < a, a tedy 1 € R,. Stejné tak pokud a = 1, potom piimo
z definice mnoziny R, plyne, ze 1 € R,.

Nyni predpokladejme, ze x € R,. Indukénim predpokladem je tvrzeni x < a nebo a <
x nebo a = z. Nadale budeme postupovat rozborem jednotlivych ptripadia. Snadno vidime,
ze x < 2’ (protoze = + 1 = z’). Proto pokud plati a < z nebo a = x, dostdvame rovnou z
tranzitivity a < x’. V téchto piipadech také 2’ € R,.

Pokud plati x < a, potom podle definice ostrého usporadani existuje ¢islo n € N
takové, ze x +n = a. Jestlize n = 1, potom dostavame, ze '’ = x4+ 1 = a, a tedy 2’ € R,.
Jestlize n # 1, potom podle Lemma 5 existuje m € N takové, ze m’ = n. Potom ovSem
a=zx+n=x+m =x+m+1=2"4+m, atedy opét 2’ € R,,.

Rozborem na jednotlivé pripady jsme dosli k zavéru, ze za predpokladu x € R, vzdy
plati 2’ € R,. Podle patého Peanova axiomu také plati, ze R, = N, coz dokazuje vétu. O]

Dusledek 1 Prirozené usporddini < na mnoziné N je linearni (tedy pro libovolnd ¢isla
x,y € N plati alespon jedno z tvrzeni x <y nebo y < x).

Nyni mame dostatek prosttedku k dokazéani tvrzeni (Miv) (tedy pravidla kraceni pro
nasobeni). Predpokladejme, ze plati x-z = y- z. Z trichotomie plyne, Ze musi nastat prave
jedna z moznosti x < y, y < = nebo x = y. Dokazana kompatibilita ostrého usporadani
nam ukazuje, ze pokud z < y, potom z -z < y - z (coz je spor), a stejné tak, pokud y < =,
potom y - z < x - z (opét spor). Z dokazaného tedy plyne, ze zbyva jediné x = y.
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2.3 Transfinitni indukce a dobre usporadané mnoziny

Princip matematické indukce, ktery v Peanové aritmetice piimo predstavuje axiom (P5),
Ize v jistych ptipadech zobecnit na takzvanou transfinitni indukei. Matematicka indukce je
ve svém principu idedlni zpusob, jak dokédzat tvrzeni, ovSsem pouze pro konecné mnozstvi
prvku.

Uvedeme si piiklad. Matematickou indukei dokézeme, ze existuje soucet libovolného
koneéného mnozstvi ¢isel. Jedno éislo jisté secist lze (jeho soué¢tem je ono samo). Navic
jestlize muzeme secist n cisel, k vyslednému souc¢tu muzeme vzdy jedno cislo pricist
(protoze dvé ¢isla secist muzeme). Tedy muzeme secist n+ 1 ¢isel. Z principu matematické
indukce plyne, ze lze secist libovolny koneény pocet cisel. Je dulezité si uvédomit, ze si
vysledek matematické indukce nemuzeme interpretovat tak, ze lze se¢ist libovolné (i ne-
koneéné) mnozstvi ¢isel. Soucty nekoneéného mnozstvi ¢isel 1ze uspokojivé najit pouze u
nékterych ¢iselnych tad, jak ostatné vime z matematické analyzy.

Elegance dokazovani matematickou indukeci vedla matematiky k nalezeni obecnéjsiho
postupu dokazovani, ktery se matematické indukci podoba a v pripadé prirozenych ¢cisel
s matematickou indukci splyva. Pripomenme, ze usporddanim na mnoziné rozumime
binarni relaci na mnoziné, které je reflexivni, tranzitivni a antisymetrické. Mnozinu spolu
s relaci usporadani nazveme uspotadanou mnozinou.

Definice 11 Rekneme, Ze usporddand mnoZina (M, <) je dobre usporddanou mnozinou,
jestlize kazda jeji neprazdnd podmnozina R C M md nejmensi proek (t.j. existuje 1 € R
takové, zZe 1gp < x pro kazdé x € R).

Uvédomme si zéakladni vlastnosti dobte uspoirddanych mnozin. V prvé radé pro kazdou
podmnozinu {z,y} € M v dobte usporddané mnoziné (M, <) existuje nejmensi prvek
v {z,y}. Z tohoto piimo dostavame, ze x < y nebo y < z, a tedy kazda dobfe usporadana
mnozina je nutné usporadand linearné.

Ovsem pojem dobtfe usporddané mnoziny je daleko silnéjsi nez pojem linearné
uspofadané mnoziny. Vezméme si napiiklad mnozinu kladnych racionélnich éisel (Q7, <)
spolu se standardnim uspofadanim (vystacime si prozatim s nasf intuitivni stredoskolskou
predstavou), potom jeji podmnozina {3, 1,1, ..., 5, ...} nejmensi prvek nema.

Véta 20 Uspordadand mnozina (N,<) je dobre wusporddand (Rozumime mnoZina
prirozengch ¢isel N spolu se standardnim usporaddnim <).

Dikaz: Predpokladejme, ze mame neprazdnou podmnozinu pfirozenych ¢éisel X C N.
Ozna¢me si potom mnozinu

L(X) ={z € N| pro kazdé y € X plati, ze x < y}.

Mohou nastat dva piipady. Jestlize 1 ¢ L(X), potom piimo z definice mnoziny existuje
x € X takové, ze 1 £ z. Jak ale vime, toto je ekvivalentni s tim, ze = 1. Proto plati, ze
1 € X, a tedy 1 je nejmensim prvkem mnoziny X.
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Predpokladejme nyni, ze 1 € L(X). Musi potom platit, ze existuje x € L(X) takové,
ze ' ¢ L(X) (kdyby takovéto = neexistovalo, potom by byly splnény podminky k aplikaci
patého Peanova axiomu, a tedy by platilo L(X) = N; to ovsem implikuje spor X = ().
Ze zpusobu zavedeni mnoziny L(X) vidime, Ze existuje y € X takové, ze 2’ £ y (protoze
7' € L(X)), ale také z < y (plati x € L(X)). Snadno plati, ze z < y implikuje 2’ < y 3.
Toto dohromady dava, ze ' = y, a tedy 2’ € X. Protoze ale x < y pro vsechna y € X,
plati, ze ' < y pro vSechna y € X. Timto je dokézéno, ze x’ je nejmensi prvek mnoziny
X. 0

Prikladu dobre usporadanych mnozin je ale presto vice. Predevsim kazda linedarné
uspordadand koneéna mnozina je dobfe usporddanou mnozinou. Uvazujme, Ze oznacime
mnozinu N* = {1*,2*3* ...} = {n* | n € N}. Potom muzeme zavést usporadani na
NUN*tak, ze 1 <2 <3 < ... < 1" <2 <3 < ....Lze snadno ovérit, ze takto
vytvorena mnozina je také dobte usporadanou mnozinou. Piikladu usporadanych mnozin
je skutecné mnoho (teorie dobfe usporadanych mnozin je ve skutecénosti teorii ordinalnich
¢isel v teorii mnozin), proto néasledujici véta poskytuje zajimavé rozsiteni aparatu mate-
matické indukce. Ve vété zavedeny princip se nazyva princip transfinitni indukce.

Véta 21 Necht (M, <) je dobre usporddand mnoZina. Oznacime-li pro libovolny prvek
t € M dsekem mnozinu My = {x € M| x < t}, potom pro kazZdd mnozina S C M, kterd
splniuge tvrzent

Z inkluze My C S plynet € S (T1)

je rovna celé mnozine M.

Dikaz. Predpokladejme, Ze mnozina S C M spliiuje podminku (TT), a navic plati,
ze S # M. Potom plati, ze M \ S je neprazdnd, mnozina a tudiz mé nejmensi prvek
s € M\ S. Proto kazdé = < s nédlezi mnoziné S (protoze nendlezi mnoziné M \ S), a tedy
plati, ze M, C S. Z tvrzeni (TI) dostavame s € S, coz je spor (protoze s € SUM\S = ().
O

3Jestlize < y, potom existuje n € N takové, ze x +n = y. Jestlize n = 1, potom 2’ = 2 + 1 = y.
Jestlize n # 1, potom existuje m € N takové, ze m’ = n. Toto ovSem implikuje rovnost y = z +n =
z+m =x+m+1=2z"+m, a tedy z definice 2’ < y. Proto v obou pripadech plati 2’ < y.



Kapitola 3

Konstrukce oboru integrity celych
Cisel

Jestlize médme definovanou strukturu prirozenych éisel (N, +,-), muzeme zkonstruovat
¢isla celd. Motivaci k nasledujici skutecnosti je rozsiteni pologrupy (N, +) na grupu, a to
navic tak, aby i pologrupa (N, -) byla rozsifena pfirozenym zpusobem.

Postup rozsiteni komutativni pologrupy s pravidlem kraceni na grupu byl popsan ve
Vété 3, a jak bylo navic dokdzéno, (N, +) je pologrupou s pravidlem kréceni. Umime
tedy zkonstruovat grupu N?/~ . Domluvme se nejprve, Ze strukturu N?/~ budeme znacit
obvyklejsim a jednodussim Z. Pripomenme zakladni vlastnosti této grupy. Prvky mnoziny
N?/~ jsou tifdy, které (v souladu s imluvou o aditivni symbolice) znac¢ime z — y, kde
x,y € N. Ptipomindme, ze oznacenim z—y rozumime dvojici (pfesnéji fec¢eno tiidu dvojic),
a tedy znak ,—“ nesymbolizuje ptimo operaci odecitani, prestoze s timto vyznamem
plné koresponduje.

Déle v souladu s konstrukei vime, ze i ruzné dvojice prvku (v nasem piipadé
prirozenych ¢isel) mohou oznacovat stejnou hodnotu (mohou byt ekvivalentni podle za-
vedené relace ~). Plati tedy:

r1 — Y1 = To — Yo tehdy a jen tehdy, plati-li z1 + yo = x2 + y1.
Operaci s¢itani potom definujeme nasledovneé:

(1 —y1) + (22 — 42) = (21 + 22) — (Y1 + 42).

Takto vznikld struktura je grupa, kde nulovym prvkem jsou vsechny (navzajem si rovné)
dvojice x — x a k prvku x — y je opaénym prvkem y — x.

Konecné pripomenme, ze prirozena ¢isla N 1ze vnorit do Z zobrazenim f : N — Z
tak, ze ¢islu x € N pritradime prvek 2x — x € Z.

Nasledujici véta nam ukéze, jakym zpusobem lze zavést na mnoziné Z operaci soucinu
tak, aby vyse uvedend korespondence f zachovévala také souciny (tj. zavedeme souéin

tak, aby platilo f(z -y) = f(z) - f(y))-
Veéta 22 Operace - na mnoziné Z definovand tak, Ze:
(w1 —y1) - (w2 —12) = (X1 22+ Y1 - Y2) — (v1- Y2 + T2 - Y1)

je definovdna korektné, a navic plati, zZe (Z,-) je komutativni pologrupa a zobrazeni f :
N — 7Z definované vyse zachovdva ndsobeni. Jednotkovym prvkem v této pologrupé je
2—1.
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Dikaz: Abychom dokéazali korektnost definice operace -, musime ukazat, ze ruzné
reprezentace stejného prvku déavaji po vynasobeni opét reprezentace téhoz prvku.
Predpoklddejme proto, ze plati x; — y; = 2z} — y] a 9 — yo = x, — y5. Podle definice
rovnosti prvku v Z dostdvame néasledujici rovnosti (tentokrat ¢isel v N):

x1+y/1 :m/l—i_yl? (A)

Ta+ Yo = Ty + Y. (B)
Vyndsobime-li postupné rovnost (A) prvkem zo, rovnost (A) prvkem ys, rovnost (B)
prvkem x| a rovnost (B) prvkem yj, obdrzime rovnosti:

/ /
T1: Ty + Y1 T2 =2T7 To2+ Y1 - To,

xl-y2+y1-y2=$1-yz+y’1'yz,

/ r / /
Ty Tog+ Ty Yy =Ty Ty + T " Y2,

ERCECIG

Vi Ty Ya = T Y- Y

Nyni ziskané rovnosti (C), (D), (E) a (F) se¢teme
Ty T YT+ T YT Y Yot T DT Yy Y T Y Y =
Ty To Y To+ T Yo+ Y Yo+ TG+ - Yo + Yy - T+ Yy - s

Nyni muzeme uzit pravidla kraceni (které plati pro s¢itani v N) a pomoci néj ,,odecist*
prvky, které se opakuji na levé a pravé strané rovnosti (tj. prvky ) - zo, o} - y2, 2} - 25 a
Y} - y2). Takto dostaneme rovnost:

Ty Ty Y Yo+ T Yy Yy Ty =Yy Ta a1 Y2 Ty Y
Podle definice rovnosti prvku v Z nyni dostavame:
(1 w2 +y1-9) — (Y1 22+ 21 gp) = () - 35 + 41 - 9h) — (21 - Yy + 9y - ).
Uzitim definice souc¢inu muzeme posledni rovnost prepsat do tvaru:
(1 — 1) - (22 — 3o) = (21 — ¥1) - (25 — va),

coz jsme meéli dokazat.

Méame tedy dokazéno, ze operace souc¢inu je definovana korektné. V dalsi casti
véty dokdzeme, ze (Z,-) je komutativni pologrupa. Komutativitu dokazeme nasledujicim
vypoctem

(=) - (T2—9y2) = (@1-224+y1 1)~ (T1-Y2+22-y1) =
= (- +yo-y1) — (2 yr — 21 1p) =
= (352 —y2) : (951 —yl)-
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NS

[(z1 =) - (1’2—,@2)}'(172—.@3):
[(z1 @2+ y1-y2) — (21 y2 + 22 y1)] - (w3 —y3) =
(w1 T2 T3+ Y1 Yo T3+ 1Yo Y3+ To Y1 Y3) —
(T1- Yo T3+ To-y1- T3+ T1 -T2 Y3+ Y1 Y2 Y3) =
=
(

ry — yl) (e 23 +y2-y3) — (T2 ys + 23 - 42)] =
1 —y1) - [(x2 — y2) - (22 — y3)]-

Dokazali jsme, ze struktura (Z,-) je komutativni pologrupa. Vidime, ze také plati (z —
y)-(2—1) = (2x +y) — (2y — x). Jenomze také (2z +y) — (2y — x) = x — y (protoze
2r +y+y=2y+x+x), proto je 2 — 1 jednotkovy prvek. Zbyvéa dokazat, ze zobrazeni
f : Z — N zachovava nasobeni. Proto pocitejme:

f@)-fy=2z—2)-Cy-y=062y—4-2-y)=2-z-y—z-y) = flr-y).
O

Dokézanou vétu muzeme jesté nasledovné rozsitit.

Veéta 23 Struktura (Z,+,-) je komutationi okruh, pricemz zobrazeni f : N — 7 je
vnorenim.

Dukaz: Mdme dokézano, ze (Z,+) je grupa, a stejné tak, ze (Z,-) je komutativni polo-
grupa. Zobrazeni f je navic homomorfismus, ktery zachovava soucet i soucin, a tedy f
je vnorenim. K tomu, abychom dokazali vétu, zbyva ovérit, ze (Z,+,-) je okruh. Staci
dokazat distributivitu (vzhledem ke komutativité operace - staci ovérit jenom jednu dis-
tributivitu). Proto pocitejme:

[(z1 = 1) - [(z2 — y2) + (22 — y3)] =

(21 — Z/l) [(z2 +23) — (y2 + y3)] =

(21 (z2+23) +y1 - (v +y3) — (21 (Y2 +y3) +y1 - (22 +23)) =

= (w12t -23+y1-Yo+yi-y3) — (1 Yo+ a1 -Ys+y1 - T2+ Y1 T3) =
(1 @2ty ye) = (T v+ a2 y1) + (2123 +y1 - y3) — (X1 ys + 23 91)) =
(@1 —y1) - (22 — y2) + (21 — 1) - (23 — y3).

O

Protoze mame ukazéno, ze struktura (N, +,-) je vnofitelnd do (Z, +, ), nemd smysl
rozliSovat mezi celymi ¢isly N a mnozinou obrazu f(N) v tomto vnoreni. Domluvme se,
ze nyni budeme tyto dvé mnoziny ztotoznovat. Celym c¢islem budeme rozumét i obraz
f(x) =2z —x prvku x € N. Timto ztotoznénim dosdhneme toho, ze mnozina prirozenych
¢isel je podmnozinou mnoziny celych ¢éisel (N C Z), prestoze z formalniho hlediska by tato
inkluze platit nemohla.
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3.1 Usporadani celych ¢isel

Cilem kapitoly je vyuzit poznatku o usporadanych okruzich, které jsme v predeslych
castech ziskali, ke studiu okruhu celych ¢isel.

Veéta 24 Okruh celych ¢isel ma jedinou kladnou cdst a tou je mnozina N.

Dikaz: Nejprve dokdzeme, ze N je kladnou ¢ésti. Mnozina prirozenych ¢isel je uzaviena
na scitani i nasobeni, zbyva proto ovérit trichotomii. Méjme celé ¢islo x — y € Z. Potom
x,y € N a z trichotomie ostrého usporadani plyne, Ze muze nastat pravé jednd z variant
r <y, y <z nebo x =y. Studujme jednotlivé pripady.

Jestlize x > y, potom existuje m € N takové, ze y + m = x. Proto plati, ze v —y =
(y + m) — y. Vsimnéme si, ze nyni nastava rovnost (y +m) —y = 2m — m (protoze
y+m+m = 2m+ y). Jak ale vime, prvky ve tvaru 2m — m jsou prirozena ¢isla, proto
r—yeN.

Jestlize x < y, potom k ¢islu x —y je opacnym cislem y—x a z argumentu v predchozim
odstavci plyne, ze y — x € N.

Jestlize x = y, potom = —y = x — x, coz je nula (nulovy prvek).

Dohromady méme dokazano, ze nastane vzdy alespon jeden z piipadu z — y € N,
y—x € N nebo z —x = 0, kde 0 symbolizuje nulovy prvek v (Z, +). K dokonceni dukazu
trichotomie potfebujeme ukazat, ze nemohou nastat zadné dvé z moznosti soucasné. Po-
stupovat budeme tak, ze ukdzeme obracené implikace k predchozimu tvrzeni.

Jestlize z —y € N, potom existuje n € N takové, ze © —y = 2n —n. Tedy plati rovnost
r+n=y+2n=1y+n+n. Z pravidla kraceni pro s¢itani na celych ¢islech dostavame
y+n=ux atedy z > y.

Analogicky, jestlize y — x € N, potom x < y.

Pokud x —y = 0 , potom musi platit, ze z = y, protoze nulové prvky jsou pravé
dvojice ve tvaru x — x.

Dokézali jsme, ze © > y je ekvivalentni s x —y € N, x < y je ekvivalentni s y —x € N
a také x —y = 0 je ekvivalentni s = y. Toto spolu s trichotomii ostrého usporadani na
N dava také trichotomii mnoziny N v Z. Proto je N kladnou ¢éasti v Z.

V druhé ¢ésti véty ukdzeme, ze jina kladna ¢ast v Z neexistuje. Predpokladejme, ze K
je kladna ¢ast v Z. Zkoumejme mnozinu K NN (zfejmé K NN je podmnozinou mnoziny
N). Potom podle Vety 9 1) plati 1 € K (resp. 2—1 € K), a tedy 1 € K NN. Navic pokud
n € K NN, z uzavienosti kladné casti na soucty plati, ze n +1 € K N N. Podle principu
matematické indukce (patého Peanova axiomu) musi platit K "N = N, proto N C K.

Nyni staci uzit Lemma 4 (jelikoz N a K jsou kladné ¢asti spliujici N C K, potom
N = K). OJ

Predchézejici véta mé zajimavy dusledek. Jelikoz N je (jedinou) kladnou ¢ésti v Z,
z trichotomie kladné ¢dsti vidime, Ze kazdy prvek n € Z je bud'to pifmo pfirozenym ¢islem,
nebo —n je ptirozené ¢islo nebo n = 0. Cela cisla Z proto obsahuji pouze ptirozena cisla N,
opa¢né prvky k prirozenym ¢islum (prvky ve tvaru —n, kde n € N) a nulu. Nyni muzeme



3.2. Vnoreni celych &isel do uspotadanych okruhi 43

zavést standardni znaceni celych ¢isel (presnéji Z = {---,—-2,—1,0,1,2,---}) s védomim,
ze takové znaceni je v souladu s predchozi teorii.

V kapitole vénované usporadanym okruhum jsme dokazali, ze usporadany okruh ne-
obsahuje netrivialni délitele nuly (viz Véta 9 iii)). Uvédomime-li si navic, ze okruh celych
¢isel je komutativni a obsahuje jednotku, dostavame nasledujici vétu:

Veéta 25 Struktura (Z,+,-) je obor integrity.

3.2 Vnoreni celych ¢isel do usporadanych okruhu

Cilem této kapitoly je ukazat, ze obor integrity celych ¢isel je v jistém smyslu nejmensim
uspotfadanym okruhem. Dokazme nejprve pomocnou vétu.

Véta 26 Jestlize (O, +,-) je uspordadany okruh s jednotkovim prvkem e € O, potom exis-
tuje jediné vnorent oboru integrity (Z,+,-) do okruhu (O,+,-).

Dikaz: Dokazeme, ze zobrazeni f : N — O takové, ze f(n) = n x e (pro libovolné
n € N) je vnoreni. Plati, ze f(m+n) = (m+n) xe=mxe+nxe= f(m)+ f(n).
Analogicky f(m-n)=(m-n)xe=(m-n)x (e-e) =(mxe)-(nxe)= f(m)- f(n).
Protoze f je vnofeni kladné casti N do kladné ¢asti okruhu O, podle Véty 11 je toto
vnoreni rozsititelné na vnoreni g : Z — O. 0J

Mame dokazéano, ze obor integrity celych ¢isel je v jistém smyslu ,,nejmensi“ ze vSech
uspotradanych okruhu. Mame-li néjaky usporadany okruh, jisté obsahuje podokruh, ktery
je az na znaceni prvku totozny s celymi cisly. Dokazeme si, ze celd ¢isla 1ze navic charak-
terizovat jako praveé usporadané okruhy s dobie usporadanou kladnou ¢éasti.

Nejprve si uvédomme, ze obor integrity Z ma dobie usporadanou kladnou ¢ast (coz
je mnozina N), a tedy okruhy s dobfe usporddanou kladnou ¢asti existuji. Navic muzeme
vyslovit vétu:

Veéta 27 Kazdy usporadany okruh s dobie usporadanou kladnou ¢édsti je izomorfni s obo-
rem integrity celyjch cisel.

Dikaz: M¢jme okruh (O, +, ) s dobfe usporadanou kladnou ¢asti P. Ozna¢me si e € O
jednotkovy prvek v tomto okruhu a o € O nulovy prvek. Nejprve dokazeme, ze e je
nejmensi prvek kladné ¢asti. Pokud je kladné ¢ast dobie usporadand, musi mit nejmensi
prvek, ozna¢me jej x € P. Predpokladejme sporem, ze z < e. Proto plati, ze o < x < e.
Vime, ze usporadani je monotonni vzhledem k nasobeni kladnym prvkem, a proto o =
0-x < x* <e-x=x. 7Ztohoto plyne, Ze > € P, a navic 2% < x, coZ je ve sporu s tim,
ze x je nejmensi prvek kladné ¢asti. Proto nejmensi prvek kladné ¢asti nemuze byt mensi
nez jednotkovy prvek.

Nyni vezméme v potaz vnofeni f prirozenych ¢isel do kladné ¢asti P, potom f(N) =
{n x e|n € N} C P. Pokud vnofeni nemd byt izomorfismem, nesmi byt surjektivni, a
proto plati P\ f(N) # ). Protoze kladnd cdst je dobfe usporaddna, existuje nejmensi
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prvek mnoziny P\ f(N) a ten si ozna¢me z. Ziejmé e = f(1) € f(N), a proto e < z
(vime, Ze e je nejmensi prvek kladné ¢asti a rovnost muzeme vylouéit, protoze = ¢ f(N)).
Z monoténnosti kladné ¢ésti vzhledem ke séitani plati o < x — e < . Z tohoto ihned
plyne, ze x —e € P, anavicz —e ¢ P\ f(N) (protoze x — e < x a x je nejmensim prvkem
této mnoziny). Z téchto skutecnosti dostavame, ze x — e € f(N), a protoze také e € f(N)
musi platit, ze x = (x — e) + e € f(N). Toto je spor s tim, ze x € P\ f(N). O

Posledni véta nabizi alternativni definici celych ¢isel jakozto uspordadaného okruhu
s dobfe uspotradanou kladnou ¢asti.



Kapitola 4

Konstrukce télesa racionalnich c¢isel

Samotna konstrukce télesa racionalnich cisel je témér celd popsana v predchézejicich
¢astech textu. Zname obor integrity (Z, +, -), a vime jak z oboru integrity vytvorit podilové
téleso Q(Z) (postup je popsan ve Vété 5). V tomto okamziku muzeme definovat racionalni
¢isla jakozto podilové téleso okruhu Z. Mnozinu racionélnich ¢isel znacime obvyklym Q
¢isel m4 jedinou kladnou €ést a tou je mnozina {i |z -y € N} (plyne z Véty 12 a z toho,
ze N je jedinou kladnou ¢ésti v okruhu Z). Tuto kladnou ¢ast obvykle znacime Q.

Z tohoto pohledu muzeme povazovat konstrukeci télesa raciondlnich ¢isel za hoto-
vou. Dokazeme si analogicky jako v predchazejici kapitole, ze téleso racionalnich ¢isel
je nejmensi usporadané téleso.

Véta 28 Téleso raciondlnich ¢isel (Q,+, ) je vnotitelné do kazdého usporadaného télesa.

Diukaz: Necht (T,+,-) je uspoiddané téleso. Podle Véty 26 existuje vnofeni oboru in-
tegrity (Z,+,-) do télesa T. Ovsem Véta 6 rovnou ukazuje, ze v tomto piipadé existuje
také vnoteni télesa Q(Z) do télesa T'. Protoze Q(Z) jsou praveé raciondlni ¢isla Q, je dukaz
hotov. O

Konstrukce i zakladni charakterizace racionalnich ¢isel je timto v podstaté ho-
tova. Vyznamnou roli v nasi teorii nyni budou hrat nové vlastnosti, které ma
usporadand mnozina racionalnich ¢isel oproti usporadané mnoziné celych ¢isel. Uz z nasi
stredoskolské intuitivni predstavy muzeme vydedukovat podstatny rozdil. Jestlize vez-
meme usporddanou mnozinu (Z, <), potom pro libovolné n € Z plati, zen—1 < n < n+1,
pricemz neexistuje m € Z takové, ze by platilo n — 1 < m < n (resp. n < m < n+1).
V tomto pripadé fikame, ze ¢islo n kryje ¢islo n — 1 a ze ¢islo n je pokryvano ¢islem n+ 1
(Obvykle tuto skuteénost zna¢ime n —1 <n <n+1).

Oproti tomu v mnoziné racionédlnich cisel plati, ze pokud x,y € Q jsou takova ¢isla,
ze x < y, potom vzdy existuje z € Q takové, ze x < z < y (napiiklad aritmeticky prumér
¢isel x a y). To znamend, ze neexistuji takova raciondlni ¢isla z,y € Q, ze x < y.

Usporddani typu (Z, <) (tedy uspotddani, kdy kazdy prvek kryje néktery prvek a je
pokryvan nékterym prvkem) nazyvdme diskrétni. Naopak usporadéni (Q, <) nazyvame
husté (prvky se nekryji).

vvvvvv

prve je ovsem potieba si osvétlit pojem archimedovskost. Vlastnost, kterou tradicné v al-
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gebfe pojmenovavame po tomto vyznamném antickém mysliteli, ma skuteéné historické
koreny v tivahach Archiméda, ovSéem v oblasti geometrie.

Prestoze soucasna klasicka geometrie plné koresponduje s geometrii, kterou vynalezli a
silné rozvinuli anti¢ti ucenci, existuje jeden podstatny rozdil v nasem a antickém vnimani
prostoru. Velmi abstraktni pojem nekoneéna prinasi mnoho tskali pii logické argumentaci
a predevsim pfi filosofické obhajobé. Bez nekonecna ale nemuzeme rozumnym zpusobem
zavést primky. Protoze primka je nerealny a pii skutecném pozorovani svéta nerealizova-
telny pojmem, Rekové s nim nepracovali (zfejmé jej ani ,nevynalezli“). Rovna ¢éra byla
misto toho modelovéna useckami (spojnicemi dvou bodu). V tomto piipadé je tieba se
vyrovnat s omezenou délkou usecky (napiiklad ruznobézné tsecky nemusi mit prusecik
apod.). Resen{ se naslo v podobé Archimédova axiomu, ktery ifkal, Ze jestlize méme dveé
libovolné tusecky, potom existuje n € N takové, ze n-nasobnym prodlouzenim kratsi ze
dvou tsecek dostaneme tsecku delsi, nez je druha. Jinak fec¢eno, opakovanym skladdnim
libovolné usecky za sebe muzeme piekonat libovolnou vzdalenost.

Tento axiom je do dnesni doby v hojné mife pouzivan v mnoha teoriich. Svou zasadni
roli hraje také v usporddanych télesech. Mdme-li libovolné uspordadané téleso (T,T),
potom podle Véty 28 lze usporadané téleso (Q, Q") jedinym zpusobem vnotit do (T, 7).
Proto muzeme bez ijmy na obecnosti predpoklddat, ze Q C T, pricemz QT C T'. Nyni
jiz dava smysl analogicka tivaha k archimedovskosti.

Vezmeéme si interval (0, 1) v télese T. Rekneme, ze toto téleso je archimedovské, jestlize
koneénym sklddanim tohoto intervalu za sebe muzeme piekonat libovolnou (kladnou)
hodnotu télesa T'. Jednoduseji feceno, téleso T je archimedovské, jestlize pro libovolné
x € T existuje n € N takové, ze x < n. Prikladem archimedovskych téles jsou samoziejmé
racionalni ¢isla, a jak si v dalsi kapitole dokazeme, také cisla redlna.

Pro ¢tenare bude v tomto okamziku jednodussi, bude-li si predstavovat v nasledujicich
dukazech pod pojmem archimedovské téleso T konkrétni téleso redlnych cisel (tak jak
je s timto télesem intuitivné sezndmen). Téleso R je archimedovské a piimo obsahuje
racionalni ¢isla.

Veéta 29 Jestlize T je archimedouvské téleso, potom pro libovolné prvky x,y € T takové,
zZe x <y, existuje z € Q splnugici x < z < y.

Dukaz: Nejprve oznacme T kladnou ¢dst usporadaného télesa T. Méjme z,y € T takové,
ze x < y. V prvé radé potrebujeme najit racionalni ¢islo, které je mensi nez y — z. Protoze

téleso T je archimedovské, existuje n € N takové, ze y%x < n. Protoze y — x,n € T,

plyne z této nerovnosti, ze % <y-—x.

Opét z archimedovskosti télesa T plyne existence cisel s,t € N takovych, zen-x < s a
—n -z < t. Dohromady proto dostdvdme, ze —t < n-x < s, a protoze n € TT, plati také
—t s S > —t s
— <w< I (pficemz —, 2 € (1@)

Protoze mnozina {%t, L %} je konecna, musi v ni existovat cislo £ takové, ze

n
- < 1 ~ > ’ s 17 -
< 7 a soucasné r < ’%. Snadno uz z predchozich nerovnosti vidime, ze
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+1 1
Pl ety =y
n n n




47

Proto 1%1 € Q je hledané ¢islo. O

Véta 29 se castéji formuluje ve tvaru: Téleso raciondlnich ¢&isel Q je husté! v kazdém
usporadaném archimedovském télese. Posledni véta bude hrat dulezitou roli pii kon-
struovani realnych cisel.

!Pfesnd definice pojmu byt husty v* kopiruje Vétu 29. Pro usporddand télesa T; C To plati, ze
T, je husté v Ts, jestlize pro libovolné z,y € Ty takové, ze plati x < y, existuje z € Ty, takové, ze
r<z<y.
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Kapitola 5

Konstrukce realnych ¢isel metodou
Dedekindovych rezu

V okamziku, kdy zname téleso racionalnich ¢isel a ovladame aritmetiku zlomku, neni na
prvni pohled zifejmé, proc a jak rozsirovat toto téleso dale. Nékdy se neptesné jako duvod
k rozsitovani uvadi skutecnost, ze mnoho znamych a podstatnych hodnot nelze psat ve
tvaru zlomku (brzy si ptipomeneme dikaz této skutecnosti pro V2, ale iraciondlni jsou
také konstanty m nebo Eulerovo ¢islo e). Byla-li by tato skuteénost opravdu hlavnim
motivem k dalsim konstrukcim, pravdépodobné bychom mohli pokracovat pridavanim
nékterych prvku. Tento postup se ale ukaze byt pri delsim uvazovani jako nedostatecny.

Pokud vytvorime naptiklad téleso takové, ze k racionalnim cislim priddme vSemozné
odmocniny a obvyklou konstrukci z takovéto mmnoziny vytvoiime téleso, potom ve
vzniklém télese budou vSechna ¢isla algebraickd (tzn. kazdé ¢islo tohoto télesa bude
korenem nékterého polynomu nad Z). Jak jiz dnes vime, napiiklad ¢éisla 7 a e jsou
transcendentni (nejsou algebraicka), proto by v nové vniklém télese opét nebyla.

D4 se tici, ze hlavni motivaci k rozsifovani ¢iselnych struktur dosud bylo zajisténi
korektniho fungovani nékteré operace (nejprve odeéitani a poté déleni nenulovym ¢islem).
Pro ptipad realnych ¢isel tuto motivaci opustime.

Hlavnim tahounem v rozvoji realnych cisel se nakonec ukazala byt matematicka
analyza. K rozvoji mnohych teorii matematické analyzy je nezbytna platnost nékterych
vét (napiiklad véty o supremu a infimu: kazda neprazdné, shora omezend mnozina ma
supremum a dudlné). Je dilezité, aby nase ciselnd osa byla spojitd (kontinualni), neméla
mezery, jinak by nastaly mnohé problémy napiiklad s limitami (posloupnost prvku by
mohla konvergovat pravé smérem do mezery). Jak si nakonec ukdzeme, tyto defekty téleso
racionalnich ¢isel ma a naSe nové zkonstruované téleso jiz mit nebude.

Je proto mozné si predstavovat, ze redlna cisla ,zaplnuji“ mezery v c¢iselné ose, které
nepokryvaji racionalni ¢isla. Koneéné se muzeme dostat k nasledujici vété, ktera dokazuje,
Ze tyto mezery v Ciselné ose skutecné existuji.

Véta 30 V telese Q neexistuje cislo v € Q takové, Ze x° = 2.

Dukaz: Predpoklddejme sporem, Ze existuje raciondalni ¢islo § € Q takové, ze (g)2 = 2.
Muzeme piedpokladat, ze zlomek je v zdkladnim tvaru'. Plat{ proto, ze p?> = 2-¢2, Z tohoto

'Protoze existence a definice zédkladniho tvaru zlomku je zavisld na vysledcich teorie délitelnosti v Z,
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vidime, Ze p? je sudé ¢islo, a proto také p je sudé ¢islo (druhd mocnina lichého &fsla je
vzdy ¢islo liché). Proto muzeme zapsat p = 2n pro nékteré n € N.

Dosadime-li do piedchozi rovnosti, dostaneme 4 - n? = 2 - ¢2, a tedy také 2 - n? = ¢2.
Analogicky jako v minulém piipadé vidime, ze ¢islo ¢ musi byt sudé. To je ale ve sporu
s tim, ze § je v zékladnim tvaru. O

5.1 Rezy na linearné usporadanych mnozinach

Hlavnim apardtem v konstrukci redlnych cisel budou takzvané fezy na linearnich
mnozinach. Podivejme se v této ¢asti na zavedeni fezu obecné. Méjme libovolnou linearné
usporadanou mnozinu (L, <) (pro nase potieby si muzeme predstavit kteroukoliv dosud
zkoumanou ¢iselnou mnozinu). Potom rezem na linedrné usporadané mnoziné L rozumime
jakékoliv rozdeéleni (rozseknuti) mnoziny L na dvé ¢asti (hornf a dolni ¢ast). Definujme
formélné. Dvojici mnozin H C L (pfedstavujici horni ¢dst fezu) a D C L (predstavujici
dolni ¢dst fezu) nazveme fezem, plati-li:

(1) Obé mnoziny H i D jsou neprazdné.
(2) Plati, ze HN D = a soucasné HUD = L.

(3) Jestlize x € H, a navic y € L je takovy prvek, ze < y, potom také y € H.
Analogicky, jestlize x € D a y € L je takovy prvek, ze y < x, potom také y € D.

V teorii fezu hraje podstatnou roli, zda-li dolni ¢ast fezu D ma nejvétsi prvek nebo
zdali horni ¢ast fezu H ma prvek nejmensi. Obecné muze nastat kterykoliv z nasledujicich

pripadu.
Rez 1. druhu: Jestlize dolni ¢ast fezu D ma nejvétsi prvek a horni ¢ast H mé nejmensi
prvek, potom fez nazyvame fezem 1. druhu. Piikladem muze byt tez D = {1,2,3},

H ={4,5,6,---} na usporddané mnoziné (N, <).

Je vhodné si uvédomit, ze na usporadané mnoziné (Q, <) tento druh fezu neexistuje,
protoze jestlize d € D je nejvétsi prvek dolni casti a h € H je nejmensi prvek horni ¢asti,
potom existuje z € Q takové, ze d < x < h. Navic x ¢ D (jinak by prvek d nebyl nejvétsi
v D) a soucasné x ¢ H (protoze prvek h by nebyl nejmensi v H). Dohromady = ¢ DU H,
coz je ve sporu s podminkou (2).

Rez 2. druhu Jestlize dolnf ¢dst D mé nejvétsi prvek a hornf ¢ast H nem4 nejmensi
prvek, potom fez nazyvame fezem 2. druhu. Piikladem muze byt fez na usporadané
mnoziné (Q, <) definovany tak, ze D = {xr € Q|2 <2}, H={z € Q|x > 2}.

Rez 3. druhu Jestlize dolnf ¢dst D nema nejvétsi prvek a hornf ¢ast H ma nejmensi
prvek, potom fez nazyvame fezem 3. druhu. Piikladem muze byt fez na usporadané
mnoziné (Q, <) definovany tak, ze D ={r € Q|z <2}, H={x € Q|z > 2}.

kterd neni predmétem téchto skript, muzeme pouzit ,antickou fintu“. Nemusime predpokladat, ze zlomek
je v zakladnim tvar, ale ve tvaru, kde jmenovatel ¢ je minimalni pfirozené ¢islo. Protoze N je dobie
usporadand mnozina, je jisté tento predpoklad korektni.
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Rez 4. druhu Jestlize dolni ¢dst D nem4 nejvétsi prvek a horni édst H nemé nejmensi
prvek, potom fez nazyvame fezem 4. druhu. Jak si brzy ukdzeme, pravé tento druh fezu
je v této kapitole stézejnim. Zatimco si uvedeme piiklad fezu 4. druhu na racionalnich
¢islech, na redlnych ¢islech tento fez neexistuje (tento fakt, ktery je obsahem Dedekindovy
véty, je ve skutecnosti hlavnim vysledkem celé kapitoly).

Vezméme nyni usporddanou mnozinu racionélnich ¢isel (Q, <) a uvazujme mnoziny
D={xcQ|zr <2}, H={xecQ|zr>+2}.2 Dokdzali jsme, ze v/2 & Q, proto dvojice
D, H tvoii fez na (Q, <). Pricemz ani dolni ¢ast nemé& nejvétsi prvek a ani horni ¢ast
nema prvek nejmensi. Jedna se tedy o fez 4. druhu.

Rezy 4. druhu se nékdy nazyvaji mezery.

5.2 Dedekindovy rezy jakozto model realnych cisel

Dosavadni predstava fezu je jiz dostacujici pro definici Dedekindovych fezu na racionalnich
¢islech. V nasledujici ¢asti budeme pracovat s fezy na usporadané mnoziné racionédlnich
¢isel (Q, <). Uvedomme si, ze je nadbyteéné pracovat s dvojicemi mnozin, protoze dolni
¢ast je mnozinovym doplnkem horni ¢ésti. Proto v prvni fadé zjednodusime nasi definici
tak, ze budeme pracovat pouze s horni ¢asti fezu.

Kazdy fez nam bude predstavovat pravé jedno realné ¢islo. Hodnotu fezu si na ¢iselné
ose muzeme predstavit jako misto, kde je ,rozdélena“ horni ¢éast fezu od dolni casti.
V piipadé tezu 2. a 3. druhu je onim predélem pravé nejvétsi prvek dolni ¢asti (resp.
nejmensi prvek horni ¢asti). V piipadé fezu 4. druhu je predél v mezete® a fez ndm bude
predstavovat iracionalni ¢islo.

Pted finalni definici Dedekindova fezu musime jesté vytesit situaci, kdy jedno ¢islo
muze byt vyjaddieno dvéma zpusoby (fezem 2. druhu a tezem 3. druhu). Jednoduse vy-
lou¢ime tezy 3. druhu z naSich tvah, ¢imz problém odpadne. Dohromady dostaneme
nasledujici definici.

Definice 12 Mnozinu M C Q nazveme Dedekindovym rezem, plati-li:
(1) M #0, M #Q,
(2) jestlize x € M, a navic y € Q je takové, zZe x <y, potom také y € M,

(8) mnoZina M nemd nejmensi prvek (presnéji, jestlize x € M, potom existuje y € M
takové, Ze y < x).

Mnozinu vsech Dedekindovijch tezu znac¢ime R a nazijvame ji mnozZinou redlnych cisel.
Jestlize M je Dedekinduv tez, potom oznacme M':=Q\ M.

Rezy, jejichz dolni ¢ast ma nejveétsi prvek, budou predstavovat pravé racionalni cisla.
Nésledujici véta zjednodusi tvahy o raciondlnich fezech.

2Protoze ¢islo v/2 jesté nemame definovdno, bylo by korektngjsi definovat D = {r € Q|z <
0 nebo 22 <2} a H = {z € Q|z > 0 a soucané 22 > 2}.



52 Kapitola 5. Konstrukce redlnych &isel metodou Dedekindovych Fezii

Véta 31 Jestlize a € Q, potom mnozina o* = {x € Q|a < x} je Dedekinduv rez (tedy
a* € R). Navic plati, Ze zobrazeni * : QQ — R je injektiond.

Dikaz: Nejprve dokazeme, ze mnozina a* je Dedekinduv fez. Jisté plati, ze a &€ a*
(protoze a £ a), a tedy a* # Q. Stejné tak a < a+ 1, kde a + 1 € Q, proto a + 1 € a*.
Proto plati také, ze a* # (.

Piedpoklddejme nyni, Ze = € a* (tedy a < ), a soucasné necht y € Q je ¢islo spliiujici
x < y. Potom plati, ze a < z <y, a proto y € a*.

Dokazeme nyni, ze a* nema nejmensi prvek. Predpokladejme, ze x € a*. Potom plati
a < x, a protoze podle Véty 29 jsou raciondlni ¢isla usporadand husté, existuje y € Q
takové, ze a < y < x. Proto také plati y € a*, a v dusledku = neni nejmensi prvek. Protoze
jsme x € a* volili zcela obecné, mame dokazano, ze v a* neexistuje nejmensi prvek.

Vse dohromady nakonec dokazuje, ze a* je Dedekinduv tez, a proto a* € R. Nyni
ukazeme, ze piitazeni *, které raciondlnimu ¢islu pritazuje Dedekinduv fez, je injektivni.
Jestlize a, b €, Q jsou takové prvky, ze a # b. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat
a < b. Z tohoto ovSem rovnou plyne, ze b € a* a soucasné b ¢ b* (b £ b). Dohromady,
a* # b* ¢imz je injektivita dokazana. OJ

Jak jiz bylo definovano, mnozina vSech Dedekindovych fezii nam vytvoii model
realnych ¢isel, pricemz zobrazeni * bude vnorenim télesa raciondlnich ¢isel do télesa ¢isel
realnych. Je proto korektni uvazovat, ze pravé Dedekindovy fezy ve tvaru a* jsou ra-
cionalni ¢isla. Stejné tak si muzeme snadno oveérit, ze se jednd pravé o fezy 2. druhu (tedy
prave takové fezy, ve kterych ma dolni ¢ast Fezu nejvétsi prvek).

V tomto okamziku mame korektné definovanou mnozinu realnych ¢isel. Dalsim krokem
je zavedeni pocetnich operaci (aritmetiky) na R.

5.3 Scitani realnych cisel
Nasledujici véta, kterou postupné dokazeme, ukazuje jakym zpusobem séitame Dedekin-

dovy fezy (tedy redlnd cisla).

Veéta 32 Méyme Dedekindovy tezy A, B € R. Definuyme mnoZinu A + B tak, Ze
A+B={a+bla€ Abec B}.

Potom plati, Ze A+ B € R (tedy operace + je na R korektné definovand). Struktura (R, +)
je komutationi grupa, kde neutrdlnim prvkem je vez 0* a opacnym tezem k tezu A € R je
rez

— A ={z € Q| existuje a € A’ takové, Ze —a < x}.

Navic plati, Ze zobrazeni* : Q — R je izomorfni vnoreni (Q,+) do (R,+) (tj. (a+b)* =
a* +b*).
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Dikaz: Dukaz celé véty budeme pro vétsi prehlednost provadét po castech.
Tvrzeni. Jestlize A, B € R, potom také A+ B € R.

Protoze A, B € R ataké A, B # (), existuji prvky a € Aa b € B, aproto a+b € A+ B.
Dostavdme A + B # (). Analogicky existuji prvky x € A a y € B. Pro libovolné a € A a
b € B plati, ze * < a a y < b. Z monotonnosti s¢itani dostavame, ze x +y < a + b pro
vsechna a € A a b € B, coz dokazuje, ze = + y < z pro vSsechna z € A + B. Proto také
r+y¢ A+ BaA+ B#Q.

Predpokladejme, 7ze © € A+ B, a navic x < y. Z definice mnoziny A + B plyne, ze
existuji prvky a € A a b € B takové, ze a + b = x. Proto plati, ze a + b < y, a tedy také
a < y — b. Protoze A je Dedekinduv fez, mame nyni dokazéno, ze y — b € A. Dohromady
vidime, ze y = (y —b) + b € A+ B.

Nakonec musime dokazat, ze mnozina A+ B nema nejmensi prvek. Jestlize v € A+ B,
potom existuji prvky a € A a b € B takové, ze x = a + b. Protoze navic A je Dedekinduv
fez, a nemé proto nejmensi prvek, existuje prvek a’ € A takovy, ze a’ < a. Z monotonnosti
relace < plyne, ze a’+b < a+b = z. Protoze a’+b € A+ B, nemuze byt prvek x nejmensim
prvkem mnoziny A + B.

Vsechny predchozi argumenty dohromady ukazuji, ze mnozina A+ B tvori Dedekinduv
fez, a tedy A+ B € R. O

Tvrzeni. (R, +) je komutativni pologrupa s neutrdlnim prokem 0.

Dikaz: Méjme libovolné tezy A, B € R. Ziejmé plati
A+B={a+blac A,be B}={b+albe B,ae A} = B+ A.

Analogicky lze dokazat, ze pro vSechny fezy A, B,C € R plati, ze
A+(B+C)={a+b+clac A be B,ceC}=(A+B)+C.

Zbyvé ovérit, ze 0* je neutralni prvek. Méjme libovolny Dedekinduv fez A € R.

Necht x € A + 0*. Potom existuji a € A a b € 0* takové, Ze x = a + b. Protoze b € 0%,
plati také 0 < b, a tedy a < a + b. Protoze A je Dedekinduv tez, plati, ze t = a + b € A.
Dokézali jsme, ze A+ 0* C A.

Opacné, necht © € A. Protoze A je Dedekindiv fez a nemd tedy nejmensi prvek,
existuje y € A takové, ze y < x. Plati 0 < z — vy, a tedy také x — y € 0*. Nyni jiz snadno
vidime, ze x =y + (z —y) € A+ 0*. Proto také A C A + 0*.

Dohromady plati, ze A+ 0* = A, a proto 0* je neutralnim prvkem. O

Nésledujici tvrzeni je pouze pomocné, ovSem brzy jej zuzitkujeme.

Tvrzeni. Méjme libovolné € QT a libovolny Dedekinduv fez A € R, potom
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existuji prvky a € A" a b € A takové, ze b —a < x.

Dikaz: Plati 0 < z. Z hustoty usporadani Q plyne existence ¢isla y € Q takového, ze
0 <y < x. Protoze A je Dedekinduv fez, existuje ¢ € A" a p € A. Z archimedovskosti
télesa racionélnich ¢isel plyne existence ¢isla n € N takového, ze n > =4, Protoze 0 < y
a relace < je monotonni vzhledem k nasobeni kladnym c¢islem, muzeme z predchozi
nerovnosti vyvodit, ze ¢ +n -y > p. Plati proto ¢+n-y € Aataké ¢+0-y=q € A'.
Proto existuje i € {0,---,n} takové, ze ¢+i-y € A’, anavic g+ (i+ 1) -y € A. Ozna¢me
a=q+i-yab=q+(i+1)-y. Nynividime, ze b—a = (¢+(i+1)-y)—(g+i-y) =y < z.0

Tvrzeni. Mnozina —A je Dedekinduv tez

Dukaz: Protoze existuje a € A’, a navic plati —a < 1 — a, dostdvdme 1 —a € —A, a v
dusledku také —A # (). Predpokladejme sporem, ze —A = Q. Potom pro libovolné x € Q
plati —z € —A. Proto existuje y € A’ takové, ze —y < —z, a tedy také r < y. Protoze
y € A’ mus{ také platit z € A’. Timto jsme dokézali, ze A = Q, a tedy A = (), coz je
spor. Dohromady —A # Q.

Piedpoklddejme, Ze © € —A, a necht y € Q je takovy prvek, Ze x < y. Jelikoz x € — A,
existuje a € A’ splnujici nerovnost —a < x. Potom plati —a < y, a proto y € —A.

Zbyvéa dokazat, ze —A nema nejmensi prvek. Vezméme libovolny prvek =z € —A.
Podle definice existuje a € A’ takové, ze —a < x. Protoze racionalni ¢isla jsou usporadand
husté, musi existovat y € Q takové, ze —a < y < x. Vidime, ze potom y € —A, a tedy
prvek x nemuze byt nejmensim prvkem mnoziny —A. Protoze prvek x byl z mnoziny —A
zvolen libovolné, nema mnozina —A nejmensi prvek. O

Tvrzeni. Plati, ze —A+ A =0*

Diikaz: Necht z € 0*. Potom ziejmé x € Q' a podle jiz dokézaného tvrzeni musi
existovat a € A" a b € A takové, ze b — a < x. Z tohoto vidime, ze —a < x — b, a proto
x—b € —A. Dohromady vidime, ze také x = (x —b)+b € —A+ A. Proto plati mnozinova
inkluze 0* C —A + A.

Necht opa¢né plati + € —A + A. Potom existuji a € —A a b € A takova, 7ze x = a +b.
Jelikoz navic a € —A, musi existovat m € A’ takové, ze —m < a. OvSem z toho ze plati
soucasné m € A" a b € A, plyne, ze m < b. Z monotonnosti s¢itani ihned obdrzime
0 =m—m < m+a < b+a = x. Z posledni nerovnosti plyne z € 0*, a tedy —A+A C 0*.00

Tvrzeni. Pro libovolnd ¢isla z,y € Q plati (x + y)* = «* + y*.

Dukaz: Predpokladejme, ze a € (z + y)*. Potom plati, ze * + y < a a z hustoty
uspotradani raciondlnich cisel plyne existence ¢isla a’ € Q takového, ze x +y < d’ < a.
Nyni vidime, ze © < a’ — y, a proto a’ — y € x*. Protoze soucasné plati 0 < a — d/,
ziskdvame nerovnost y < y + a — d’, a tedy také y + a — @’ € y*. Dohromady vidime, ze
a=(d—y)+(y+a—d) € x*+y*aproto (x+y)* Ca*+y*
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Necht opaéné a € z* +y*. Potom existuji prvky m € z* an € y* takové, ze a = m+n.
Plati, ze x < m a soucasné y < n. Proto také z +y < m+n = a, a tedy a € (x + y)*.
Dohromady jsme dostali z* + y* C (z + y)*. O

Timto mame hlavni vétu o s¢itani realnych cisel plné dokazanou.

5.4 Nasobeni kladnych realnych cisel

Pti definovani soucinu realnych ¢isel narazime na vétsi komplikace nez pti s¢itani. Nejprve
zavedeme kladné Tezy a definujeme nasobeni na téchto kladnych tezech.

V souladu s nasim intuitivnim vniménim raciondlnich ¢éisel (tedy Dedekindovych rezu)
zavedeme nésledujici pojmy: Rez A € R nazveme zdporny, jestlize plati, ze 0 € A. Rez
A je nulovy, pravé kdyz A = 0*. Kladné tezy jsou vSechny nezaporné a nenulové tezy.
Mnozinu vSech kladnych Fezu znacime R*. Dokazme si nésledujici tvrzeni.

Lemma 6 Meéjme Dedekindiv 7ez A € R. Potom ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:
i) A je kladny ez
i) ACQF
i) existuje ¢islo x € QF takové, Ze x & A.

Dukaz: i) = ii) Necht A je kladny fez. Jestlize pro nékteré a € Q~ U {0} plati, ze a € A,
potom protoze a < 0, plati 0 € A, a tedy A je zaporny fez (coz je spor). Dokédzali jsme,
7e ACQT.

Piedpoklddejme nyni sporem, ze A = QF. Protoze Q" = 0*, plyne z piedchoziho, ze
A je nulovy fez (coz je spor). Tedy dohromady jsme dokazali, ze A C Q.

it) = 14ii) Plyne trividlneé.

iii) = 1) Necht existuje ¢islo x € Q1 takové, 7e z € A, potom 0 € A (jinak z 0 < x
plyne x € A, coz je spor). Tedy A neni zaporny fez. Jelikoz navic A # Q* = 0*, musi byt
A kladny tez. 0

Definice 13 Pro kladné rezy A, B € RY zaved'me:
A-B={a-blac Abe B}.

Pripomenme, ze relace ostrého usporadani < na raciondlnich ¢islech Q je monoténni
vzhledem k nésobeni kladnym ¢islem.

Lemma 7 Jestlize A,B € RY, potom také A- B € R*. Tedy operace - je na mnoZiné
kladnyjch Dedekindovych tezu korektné definovand operace.
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Dikaz: Analogicky jako v predchozich tvrzenich dokédzeme, ze A - B je Dedekinduv fez.
Jestlize A, B € R*, potom existuji prvky a € A a b € B. Plati proto a-b € A- B a
dohromady A - B # ().

Podle predchoziho lemmatu také existuji z,y € QF takové, ze © € A a y € B. Proto
pro vSechny prvky a € A a vSechny b € B plati x < a a y < b. Protoze ¢isla x, y, a a b
jsou kladna c¢isla, z monotonnosti nasobeni kladnym ¢islem plyne, ze x -y < a - b, a tedy
plati z -y € A - B. Navic si uvédomme, ze x -y € Q. Tedy existuje kladné ¢islo, které
nenalezi A - B.

Predpokladejme nyni, ze x € A - B, a navic x < y. Z definice mnoziny A - B plyne
existence ¢isel a € A a b € B takovych, ze x = a - b. Plati tedy a - b = x < y. Protoze
plati a € QF, dostdvame také a=! € QF, a vdisledkub=a"'-a-b < a™!-y. Jelikoz B
je Dedekindiv fez, musi platit a=' -y € B akonetné y=a-a -y € A- B.

Predpokladejme nyni, ze z € A - B. Existuji tedy ¢isla a € A a b € B takova, ze
x = a-b. Protoze A je Dedekinduv fez existuje a’ € A takové, ze @’ < a. Protoze b € Q*
plati také @’ - b < a-b = x. Jelikoz také o' - b € A - B, nemuze byt prvek x nejmensi
v mnoziné A - B.

Dohromady jsme dokézali, ze mnozina A - B je Dedekinduv fez, ktery neobsahuje
nékteré kladné cislo. Z predchoziho lemmatu proto vidime, ze A - B € R™. O

Lemma 8 Struktura (R*,-) je pologrupa s neutrdlnim prokem 1* (tedy monoid).
Dukaz: Mé¢jme libovolné Dedekindovy fezy A, B € R, potom plati, ze
A-B={a-blac A,be B} ={b-a|lbe B,ac A} =B-A.
Analogicky muzeme dokézat pro libovolné fezy A, B,C € R*, ze plati:
A-(B-C)={a-b-claoeAbeB,ceC}=(A-B)-C.

Piedpoklddejme nyni, ze A € R*. Jestlize z € A - 1*, potom existuji prvky a € A a
b € 1* takové, ze x = a - b. Protoze b € 1* implikuje 1 < b, a protoze a € QV, plati, Ze
a=a-1<a-b=x. Jelikoz A je Dedekinduv fez a a € A dostavame x € A. Proto plati
A-1"CA.

Obréacené, necht x € A. ProtoZze A je Dedekindv fez, existuje y € A takové, Ze y < x.
Navic y~' € QF implikuje, ze 1 = y -y~ ! < z-y !, a tedy také z -y~ € 1*. Nyni uz
snadno vidime, ze z =y - (x -y~ ') € A-1*. Plat{ proto A C A - 1*.

Z obou dokazanych mnozinovych inkluzi plyne A - 1* = A. Proto Dedekinduv fez 1*
je neutralnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni. 0

Definice 14 Pro libovolny kladny Dedekindiv 7ez A € Rt definujme:
A7 = {r € Q| existuje a € Qt N A’ takové, Ze a”' < z}.

Lemma 9 A~ € R* pro libovolng kladnij Dedekindiv vez A € RY.
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Diukaz: Vezméme libovolny Dedekinduv fez A € R*. Podle Lemmatu 6 existuje z € Q*
takové, ze x € A. Z tohoto ihned plyne, ze z € QT N A’, a protoze navic ! < 271 + 1,
dostdvdme ihned 7' +1 € A~!. Proto A™! # ().

Nejprve si uvédomme, Ze pokud z € QF N A’, potom plati, ze 271 € QF, a tedy
¢isla vetsi nez 27! jsou opét kladnd. Proto plati, ze A=! C Q*. Predpoklddejme sporem,
7ze A= = QT. Potom pro libovolné x € QF, protoze také 27! € QF = A~!, existuje
a € Qt N A takové, 7ze a=! < 271, ProtoZe a,z € QF, muZeme dale pocitat z = 1 -2 =
al a-x <2l a-z=a Atedy z < a. Jelikoz a € A', musi také platit, ze x € A’
Dokézali jsme tedy, ze QT C A’, coz je spor s tim, ze A # (). Proto mame dokézano, ze
Al CcQ*.

Predpoklddejme, 7ze x € A~! a y € Q je takové, Ze z < y. Potom existuje a € QT N A’
takové, ze a=! < z. V dusledku také plati ™! <y, a tedy y € A™L.

Vezméme prvek o € A=, Potom existuje a € QF takové, Ze a~! < x. ProtoZe mnoZina
raciondlnich éfsel je usporddana husté, musi existovat y € QF takové, 7e a™! < y < z.
Podle definice mnoziny A~! plati y € A~!, a proto x neni nejmens{ prvek. Jelikoz prvek
x byl zvolen zcela libovolné, nemd mnozina A~! nejmensi prvek.

Vse dohromady dokazuje, ze A~! € R*. O

Jak je vidét, smétovani vSech dukazu vét o nasobeni redlnych ¢isel jsou prostymi
analogiemi dukazu vét o s¢itani. I nadale budeme postupovat obdobné, ovsem v tomto
okamziku je potieba dokazat jakousi analogii archimedovskosti pro nasobeni, a to tvrzeni,
ze jestlize ¢ € Q takové, ze 1 < q, potom pro kazdé x € Q existuje n € N splnujici ¢" > x.
Dokazme nejprve pomocné lemma.

Lemma 10 Jestlize ¢ € Qt an € N, potom plati nerovnost:
¢">n-qg—n+1l

Diikaz: Vétu dokdZeme matematickou indukei. Pro n = 1 ziejmé plati ¢! = ¢ = 1-g+1—1.

Necht plati ¢" > n-q —n + 1. Uvédomme si, Ze ¢* —2q + 1 = (¢ — 1)> > 0, a proto
dostéavame ¢> > 2¢ — 1. Nyni z indukéniho piedpokladu a ze skutecnosti, ze ¢ > 0
dostavame ¢""' >n-¢* —n-q+q¢>2¢—1)-n—n-qg+q=mn+1)-¢q—(n+1)-1.0

Veéta 33 Jestlize ¢ € Q je takové, Ze ¢ > 1, potom pro libovolné x € Q existuje n € N
takové, Ze q" > x.

Dikaz: Jelikoz ¢ — 1 > 0, existuje zlomek %, a navic diky archimedovskosti

existuje n € N takové, ze n > %. Protoze ¢ — 1 > 0, plyne z nerovnosti také
g+ mn-(qg—1) > z. Navic z nerovnosti dokdzané v predchozim lemmatu dostavame, ze
g+n-(¢g—1)=Mn+1)-¢— (n+1)+1<¢"". Dohromady ¢g"*' > z. O

Daéle muzeme pokracovat ve studiu nasobeni kladnych Dedekindovych fez.
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Lemma 11 Jestlize A € RT a x € Q je takové, ze x > 1. Potom existuje a € QT N A" a
b e A takové, Ze g < x.

Dikaz: Protoze téleso racionalnich cisel je usporadano husté, existuje ¢ € Q takové, ze
1 < g < x. Protoze A € R™ musi existovat prvky o € Q* N A ap e A. Plati 0 < o < p,
a proto p- o' € Q*. Nyni podle predchoziho lemmatu musi existovat n € N takové, zZe
q" > p- o 1. Protoze soucasné plati o=! € QF, dostdvame nerovnost o - ¢" > p, a tedy
také o - ¢" € A. Protoze ¢ > 1 dava monotonnost nasobeni kladnym ¢islem nésledujici
nerovnost:

o-¢°<o-¢* <---<o-q"
Vzhledem k tomu, ze 0-¢° = 0 € A’ N Q", musi existovat m € {0,1,---,n} takové, ze
0-q™ e A'NQ+ a soucasné o - ¢™ € A. Oznaéime-li nyni a = 0o-¢™ a b = o- g™,
dostavame primo

=———=q<ux.

b o-qm“
a o-qm

Lemma 12 Pro libovolny kladny Dedekindiv ez A € RT plati, Ze 1* = A- A1,

Dukaz: Jestlize x € 1*, potom 1 < x a podle predchozi véty existuji a € A’ N QT a
b € Atakové, 7ze b-a~! < x. ProtoZze b=! € Q7 plati také a=* < z - b1, coz ukazuje, Ze
r-b~t € A7L. Nyni jiz je vidét, Zex =b-x2-b1 € A- A1 Proto 1* C A- A~L.

Opaéné, necht x € A- A~ Potom existuji m € A an € A™! takovd, Ze x = m - n.
Z definice mnoziny A~! plyne existence prvku a € A’ N Q™ takového, ze a=! < n. Jelikoz
a € A', musi také platit a < m. Protoze vSechna raciondlni éisla a, a=!,m a n jsou kladna,
dostavame 1 < a-a~' < m-n = x. Proto z € 1* a soucasné A - A~ C 1*.

Dohromady jsme ukézali, 7ze 1* = A+ A™!, a tedy redlnd ¢isla (Dedekindovy fezy) A,
A~ jsou navzdjem inverzni vzhledem k ndsobeni. U

*

Lemma 13 Jestlize x,y € Qt, potom plati, ze (x - y)* = z* - y*.

Dukaz: Jestlize a € (x-y)*, potom z hustoty usporadani raciondlnich ¢isel plyne existence
b € Q takového, Ze x -y < b < a. Protoze x,y > 0, plati také, ze x < b-y~! a tedy
b-y~ ! e x* Také plati, ze 1 < b~ !-a, aprotoy < y-b~'-a. Proto také y-b~!-a € y*.
Nynf uz je ale vidét, ze a = (b-y™') - (y-b~' -a) € * - y*, a proto (z - y)* C z* - y*.
Opacné, jestlize a € x* - y*, potom existuji prvky m € x* a n € y* takové, ze a = m-n.
Proto x < m a y < n. Vsechna raciondlni ¢isla m, n, x a y jsou kladnd a muzeme
dedukovat x - y < m-n = a. Z tohoto divodu ihned dostavame a € (x - y)*. Dohromady
oyt Cx-y)*. O

Dosavadni vysledky muzeme shrnout v nasledujici vété:
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Véta 34 Operace soucinu -, kterd kladnym Dedekindovym tezim A, B € R™ priradi
A-B={a-blac Abe B},

je korektné definovand operace na RY. Struktura (RT,-) je potom komutationi grupa s jed-
notkovym prokem 1*, kde k fezu A € RT je inverznim rezem

A7l = {2 € Q| emistuje a € AN QT takovy, Ze a™* < x}.

Navic zobrazeni x : Q7 — RT je izomorfni vnoreni (Q%,-) do (RT, ).

5.5 Téleso realnych cisel a jeho usporadani
V této casti zkompletujeme nase dosavadni vysledky do konstrukce realnych cisel.

Lemma 14 Mnozina Rt je wzaviena na scitdni. Tj. jestlize A,B € RT, potom také
A+ B e R" .

Diikaz: Necht A, B € RT, potom podle Lemmatu 6 existuji prvky z,y € QF takové,
zex & Aay ¢ B. Plati proto pro libovolné prvky a € Aab e B, zex <aay <b. Z
tohoto dostavame x +y < a + b. Proto x +y < z pro libovolné 2z € A 4+ B a dohromady
x+y & A+ B. Jenomze ziejmé v +y € QF. Protoze existuje kladné raciondlni ¢islo
takové, které nendlezi fezu A + B, plati podle Lemmatu 6 A+ B € R*. O

Lemma 15 Jestlize A, B,C € R, potom plati, Ze A-(B+C)=A-B+ A-C.

Dukaz: Vezméme libovolné fezy A, B,C € RT. Necht z € A - (B + C), potom existuji
prvky a € A ay € B+ C takové, ze x = a - y. Analogicky, jestlize y € B + C, musi
existovat b € B a ¢ € C takové, ze y = b+c. Nyni jiz vidime, ze a-b € A-B,a-c€ A-C a
koneéné a-b+a-c € A- B+ A-C. Nyni muzeme pocitat a-b+a-c=a-(b+c) =a-y = .
Dohromady jsme dokézali, ze plati x € A- B+ A-C. Proto A- (B+C)CA-B+A-C.

Opacné, necht © € A- B+ A - C. Potom existuji prvky m € A-Ban € A-C
takové, ze x = m + n. Protoze m € A - B, existuji prvky a; € A a b € B takové, ze plati
m = ay - b. Stejné tak z n € A - C plyne existence prvku as € A a ¢ € C takovych, ze
n = as - ¢. Nyni oznaéme a = min{ay, as}. Pfipomenme, Ze vSechna raciondlni ¢isla a,
asz, b a ¢ jsou kladnd. Plati také a € A. Proto snadno a - (b+c¢) € A- (B + C). Muzeme,
ale pocitat a - (b+c¢) =a-b+a-c<a;-b+ay-c=m+n =z Protoze A- (B+C)
je Dedekinduv fez, plyne z dokdzané nerovnosti, ze x € A - (B + C'). Dohromady jsme
dokazali,ze A-B+A-C CA-(B+C). O

Lemma 16 Necht A € R je Dedekindiiv vez. Potom plati, Ze A € RT tehdy a jen tehdy,
kdyz —A € R~
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Dukaz: Jestlize A € RT, potom podle Lemmatu 6 existuje a € A’ N Q%. Proto —a < 0,
a v dusledku 0 € —A. Podle definice proto plati —A4 € R™.

Opacné, jestlize —A € R™, potom 0 € —A a podle definice fezu —A existuje a € A’
takové, ze —a < 0. Plati tedy, ze a € Q*. Dokdzali jsme, ze existuje kladné raciondlnf
¢islo a € QT takové, ze a € A. podle Lemmatu 6 plati A € R*. .

Definice 15 Méjme tezy A, B € R, potom odvozujeme soucin A - B ze soucinu kladnijch
rezt ndsledovne:

A-B jestlize A € Rt, B € RT,
—((—A)-B) jestlize Aec R, B € R™,
A-B=<¢ —(A- (-

A

(=

B))  jestlize Ac RT,B e R,
)-(=B)  jestlize Ac R—,B € R,
0* jestlize A = 0* nebo B = 0*.
Veéta 35 Algebraicka struktura (R, +,-) je komutativni téleso takové, Ze zobrazeni * :
Q — R je izomorfni vnoreni. Teleso R nazyvdime télesem redlnich cisel a v tomto
kontextu nazyvame Dedekindovy Tezy redlnymi c¢isly.

Dikaz: Nejprve Véta 32 tvrdi, ze (R, +) je komutativni grupa. Zkoumejme proto struk-
turu (R \ {0},-). Nejprve z komutativity operace - na mnoziné R* a definice obecného
soucinu na R bezprostfedné plyne komutativita operace - na R. Uvédomime-li si, ze
z Lemmatu 16 a Definice 15 bezprostiedné plyne —(A - B) = (-A)- B = A - (—B)
pro vsechny Dedekindovy fezy A, B € R, muzeme obecnou asociativitu dokazovat skrze
asociativitu souc¢inu na kladnych (a v trividlnim dusledku nezapornych) Dedekindovych
fezech. Naptiklad jestlize B € R~ a A,C € Rt, potom A-B, B-C' € R™, a lze proto pocitat
(A-B)-C = —(A'(=B))-C = —((A-(~B))-C) = —(A-((~B)-C) = A-(~((~B)-C)) =
A - (B - C). Analogicky lze snadno ovétit i ostatni piipady asociativity soucinu.

Zbyvéa dokazat distributivita. Distributivitu pro kladné (a snadno potom také nu-
lové) Dedekindovy fezy byla dokazéna v Lemmatu 15. Abychom mohli pouzit podob-
nou konstrukef jako v piipadé asociativity musime jesté oveérit ndsledujici piipad. Necht
A,B € RT a soucasné C € R~ tak, ze B — C € RT, potom s ohledem na dokizané
tvrzeni A-B=A-(B+C+(-C))=A-(B+C)+ A-(—=C). Z tohoto ihned plyne, ze
A-(B+C)=A-B+ A-C. Ostatni ptipady jiz 1ze pfimo odvodit z dokdzaného. O

Véta 36 Teleso redlnych éisel (R, +,-) lze usporddat podle kladné édsti RY, pricemz pro
libovolnd redlnd cisla (Dedekindovy tezy) A, B € R plati, Ze A < B tehdy a jen tehdy,
jestlize B C A (kde < je uspordddnd indukované kladnou ¢dsti RT).

Diukaz: V piedchozim textu bylo dokdzdno, ze jestlize A, B € RT, potom také A -
B, A+ B € R*. Z Lemmatu 16 navic plyne trichotomie mnoziny R* (tj. pro kazdé redlné
¢islo A € R plati pravé jedno z nésledujicich tvrzeni A € Rt —A € RT, nebo A = 0%).
Tedy mnozina R* je kladné c¢dst, kterd indukuje uspordddni takové, ze A < B tehdy a
jen tehdy, kdyz B — A € R*.
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Dokazme druhou ¢ést véty. Necht A, B € R jsou takové, ze A C B. Vezméme prvek
m € B\ A. Protoze B je Dedekinduv fez, nema nejmensi prvek. Musi tedy existovat n € B
takové, ze n < m. Proto také dohromady m,n € B\ A. Necht nyn{ existuje x € A — B.
Podle definice existuji prvky a € A ab € —B takové, ze x = a+0b. Opét z definice mnoziny
—B existuje 0’ € B’ takové, ze —b" < b.

Nejprve protoze m & A, plati, ze m < a. Také podobné, jelikoz b’ & B, plati, ze b’ < n,
a tedy —n < —0b' < b. Z monotonnosti s¢itani dostdavame, ze m —n < a + b = x. Protoze
prvek x jsme volili zcela obecné z fezu A — B, musi platit, ze m —n ¢ A — B. Vime také,
ze n < m, a proto m—n € QF. Podle Lemmatu 6 jiz plati, ze A— B € R (resp. B < A).

Piedpoklddejme nyni opacné, ze B < A. Potom A — B € RY, a tedy existuje m € Q7
takové, ze m ¢ A — B. Necht x € A je takovy, Zze v € B, potom —x < —x + m, coZ
dokazuje, ze m — z € —B. V dusledku nyni m = x + (m —z) € A — B, coz je spor.  [J

Veéta 37 Téleso R je usporaddno archimedouvsky.

Dukaz: Vezméme libovolny Dedekinduv fez A € R. Jisté existuje ¢islo x € A C Q, a
protoze téleso Q je archimedovské, muzeme najit n € N takové, ze © < n. Z definice
Dedekindova fezu ihned plyne, ze n € A, a tedy také n* C A. Predchozi véta piimo
dokazuje, ze A < n*. 0J

5.6 Dedekindova véta, véta o supremu a véta o in-
fimu

Pomérné komplikovanou konstrukei se nam podafilo najit téleso, které rozsituje téleso
racionalnich ¢isel Q o nové prvky. Jak mame dokazano, vzniklé téleso lze usporadat, a to
dokonce archimedovsky. Nyni zbyva dokazat, ze vznikla struktura ptinasi nové kvality.
Nésledujici Dedekindova véta zavrsuje teorii tim, ze dokaze spojitost télesa redlnych cisel.

Véta 38 (Dedekindova) V télese redlnijch cisel nejsou mezery (tj. rezy 4. druhu).

Dikaz: Vezméme tez A C R. Budeme predpokladat, ze mnozina A nemé nejmensi prvek
a dokazeme, ze v tomto piipadé mé mnozina A’ prvek nejvétsi. Nejprve oznaéme mnozinu

f={reQ|z" € A},

o které dokazeme, ze je Dedekindovym fezem (a tedy také redlnym cislem).

Domluvme se, ze pro prehlednost budeme v tomto dikaze znacit malymi pismeny
racionalni ¢isla a obecné realna cisla pismeny fecké abecedy. Mnozina (3, jak ukazeme, je
Dedekindovym fezem na Q, a proto také redlnym cislem. Prestoze po vysloveni této véty
uzijeme vnoreni * ke ztotoznéni racionalnich ¢isel x s odpovidajicimi Dedekindovymi fezy
x*, ¢imz dosdhneme inkluze Q@ C R (podobné jako v predchozich pripadech konstrukce
¢iselnych oborti), budeme v dukazu této véty rozliSovat mezi racionalnim ¢islem x € Q a

jemu odpovidajicim redlnym c¢islem z* € R.
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Dokazeme, ze plati 8 # (), Q. Nejprve A # ), a tedy existuje o € A. Protoze redlnd
¢isla jsou usporadana archimedovsky, existuje n € N C Q takové, ze a < n*. Proto plati,
ze n* € A z cehoz plyne n € (3, a tedy 8 # (). Analogicky jelikoz A # R, existuje a € R
takové, ze a ¢ A. Z archimedovskosti plyne existence takového n € N C @, ze n* < a.
Proto také n* € A an* & (.

Predpokladejme, ze x € (8, a navic y € Q je takové ¢islo, ze x < y. Plati tedy, ze
x* € A a soucasné x* < y*. Protoze A je fez, musi také platit y* € A, a tedy y € .

Nyni dokdzeme, ze 5 nemd nejmensi prvek. Jestlize x € 3, potom z* € A. Jelikoz
podle predpokladu A nemd nejmensi prvek, musi existovat a € A takové, ze a < x*.
Protoze téleso R je archimedovskym rozsitenim télesa QQ, existuje podle Véty 29 takové
raciondalni ¢islo y € Q, Zze a < y* < x*. Z uvedenych skutecnosti ovsem plyne, ze y € 3 a
soucasné y < z. Proto (obecné zvolené ¢islo) = € f neni nejmensim prvkem mnoziny f.

7 dokazanych casti plyne, ze S je Dedekinduv fez, a proto také § € R. Nejprve
dokdzeme, ze 5 ¢ A a v posledni ¢asti potom ukdzeme, ze 5 je maximalni prvek v A’.

Jestlize sporem (5 € A, potom protoze A nemd nejmensi prvek, existuje a € A takové,
ze a < (. Véta 29 dokazuje existenci x € Q takového, ze o < z* < (3 (jelikoz R je
archimedovské). Protoze z* € A, musi platit také x € /3, a v dusledku také z* C . Podle
Véty 36 z tohoto plyne, ze 8 < z* (coz je spor).

Analogicky dokazeme, ze ( je nejvétsim prvkem dolni éasti A’. Protoze § ¢ A musi
platit, ze 8 € A’. Predpokladejme sporem, Ze existuje o € A’ takové, ze f < a. Opét z
archimedovskosti a z Véty 29 plyne existence x € QQ takového, ze f < x* < «. Z nerovnosti
(x* < «) ihned plyne, ze z* € A’, a tedy = & (. Proto 5 C z* a podle Véty 29 plati z* <
coz je spor. Dokéazali jsme, ze pro kazdé o € A’ plati @ < 3, a tedy [ je maxim&lnim
prvkem mnoziny A’. O

Dusledkem Dedekindovy véty jsou dulezité véty o supremu a infimu, které muzeme
vyslovit. Je tfeba zduraznit, ze véty plati az v télese realnych ¢isel. Bez existence téchto vét
(nebo ekvivalentnich konstrukei) by nebylo mozné definovat zakladni pojmy matematické
analyzy v plném rozsahu (jednd se predevsim o existenci limit, a v duasledku potom o
existenci derivaci a integralu).

Véta 39 (o supremu) KaZdd neprdzdnd, shora omezend mnozZina M C R md supre-
mum.

Véta 40 (o infimu) KaZdd neprdzdnd, zdola omezend mnozina M C R md infimum.

Dukaz: Dokazeme vétu o infimu, pricemz dukaz véty o supremu je jednoduchou dudlni
analogii. Méjme neprazdnou, zdola omezenou mnozinu M C R a ozna¢me potom
nasledujici mnoziny:
A = {z € R|existuje m € M plati, ze m < z},
A" ={z € R|pro kazdé m € M plati, ze m > z}.

Pifmo z definice mnozin A a A’ plyne, ze AN A" = () a soucasn¢ AU A" = R. Navic
protoze mnozina M je neprazdnd, existuje m € M, a tedy m < m + 1 dokazuje, ze
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m+1 € A (atedy A je neprdzdnd mnozina). Protoze navic mnozina M je zdola omezen4,
musi byt také mnozina A’ neprazdna.

Nyni jiz snadno ovéiime, ze dvojice mnozin A, A’ tvoii fez na R. Jestlize z € A a
y € R je takové, ze x < y, potom podle definice mnoziny A existuje m € M takové, ze
m < xz, a tedy také m < y. Proto y € A.

Analogickou uvahou jako v mnoha predchozich pripadech lze dokazat, ze A neméd
nejmensi prvek. Méjme libovolny prvek x € A. Podle definice existuje m € M takové, ze
m < x. Jelikoz mnozina R je archimedovska, musi byt podle Véty 29 usporadand husté a
tedy existuje y € R takové, ze m < y < x. Plati tedy, ze y € A, a proto x neni nejmensi
v A. Jelikoz jsme prvek x volili zcela obecné, dokazali jsme, ze A nema nejmensi prvek.

Nyni podle Dedekindovy véty neexistuji fezy 4. druhu, a tedy mnozina A’ musi mit
nejvetsi prvek. Protoze mnozina A’ je mnozinou vSech dolnich zdvor, musi byt tento
nejvétsi prvek nejvétsi dolni zéavorou, a tedy infimem. O
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Kapitola 6

Realna cisla konstruovana metodou
Cauchyovskych posloupnosti

6.1 Fundamentalni posloupnosti, zakladni vlastnosti

V této kapitole se seznamime s alternativnim zpusobem konstrukce redlnych Ccisel,
zpusobem, ktery objevil matematik Georg Cantor (1845-1918). Teorie pracuje s pojmem
fundamentalni (nékdy také Cauchyovské) posloupnosti. Jednd se o takové posloupnosti,
v kterych se jednotlivé prvky posloupnosti pohybuji ve stdle se zkracujicim intervalu,
pricemz onen interval se zkracuje ,limitné“ k nule. Intuitivné vnimame, ze tato posloup-
nost by méla konvergovat k néjakému bodu (k limité této posloupnosti).

Prikladem muze byt téleso racionalnich cisel Q a posloupnost ¢isel 1; 1,4;1,41; 1,414;
..., ktera vznika tak, ze kazdy dalsi ¢len vznikne z predchoziho pridanim dalsi ¢islice
v dekadickém rozvoji ¢isla v/2 (=1,414213562373095 .. .). Jednotlivé ¢leny posloupnosti
jsou zfejmé racionalni ¢isla (maji ukonceny dekadicky rozvoj), ovsem limitou je ¢islo
iraciondlni (v/2).

Hlavni myslenkou je vzit vSechny takové posloupnosti a roztfidit je podle toho
k jakému ,mistu® na ciselné ose se blizi. Kazda takova tiida bude predstavovat cislo
realné. Vyhodou uvedeného postupu je jeho zobecnitelnost pro vSechna usporadana ko-
mutativni télesa a predevsim uzka souvislost s pojmy matematické analyzy. Uzitim dané
konstrukce realnych ¢isel muze ukazat, ze napiiklad ruzné definice spojitosti funkce jsou
navzajem ekvivalentni apod.

Nadédle v kapitole budeme predpokladat, ze T = (7,4, ) je komutativni usporadané
téleso podle kladné ¢ésti T+, Posloupnost ay, as, as, . .. budeme znacit (a;);ey nebo castéji
jednoduse (a;). Budeme-li naddle mluvit o posloupnosti, budeme automaticky timto ro-
zumét posloupnost prvku z T. Uvédomme si, ze podle Véty 28 plati, ze téleso racionalnich
¢isel Q je do télesa T vnoritelné. Budeme proto predpoklddat, ze Q C T (pfesnéji
ztotoznime obraz popsaného vnoteni Q — T pifmo s raciondlnimi ¢isly Q). Timto
ztotoznénim dosdahneme, ze vSechna racionalni ¢isla jsou prvky télesa T, a proto pro

libovolné x € T existujf hodnoty jako 2z, £ (= 3 - ), % apod.

2

Definice 16 Posloupnost (a;) nazveme fundamentdlni, jestlize pro kazZdé € > 0 ezistuje
no € N takové, Ze pro kazdé m,n € N takové, Ze m,n > ng plati |a,, — a,| < ¢.

65
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Definice 17 Rekneme, e prvek a € T je limitou posloupnosti (a;), jestlize pro kazdé
e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati |a — a,| < €. V takovémto pripadé
znacime a = lim a;, posloupnost (a;) nazgvdme konvergentni (konverquje ke své limité a ).
V pripade, Ze posloupnost limitu nemd, nazgyvdme ji divergentni posloupnost.

Veéta 41 Kazda konvergentni posloupnost je fundamentdlni.

Dikaz: Predpoklddejme, ze mame posloupnost (a;) takovou, ze a = lima;. Vezméme
libovolné € > 0. Z definice limity posloupnosti existuje pro (> 0) pfirozené ¢islo ny € N
takové, Ze pro vsechna n > ng plati |a — a,| < §. Z vlastnosti absolutnich hodnot ale
dostdvame, ze pro m,n € N takové, ze m,n > ng plati € = 5 + 5 > |a — am| +|a — a,| =
lam — al + |a — ay| > |ay — a+a — ay| = |am — a,]. O

Je dilezité si uvédomit, ze obracenad implikace obecné neplati. Tedy v nékterych
usporddanych télesech existuji fundamentalni posloupnosti, které limitu (v tomto télese)
nemaji. Piikladem jsou posloupnosti vychazejici z dekadického rozvoje (piiklad ta-
kovéto posloupnosti je uveden na zacatku kapitoly pro hodnotu v/2). Velice zajimavy a
dulezity priklad fundamentalni posloupnosti na mnoziné racionalnich ¢isel je posloupnost
(1 + >0 il!)neN. Je ziejmé, ze ¢leny posloupnosti jsou raciondlni ¢isla (konecné soucty
raciondlnich ¢isel) a vzhledem k rychlosti rustu faktoridlu se d4 dokézat, ze posloupnost
je fundamentélni. Navic plati, Ze

6:”25:7}%(”25)

Jak vime, ¢islo e je iraciondlni. Dukaz vyse zminénych tvrzeni muze ¢tenar najit v [BII,
Zed2].

Ptripomenme, ze téleso splnuje takzvanou Cauchyho podminku konvergence rtad,
jestlize kazda jeho fundamentalni posloupnost ma limitu. Nasim cilem bude najit kon-
strukci, ktera dokaze rozsitit libovolné uspordadané komutativni téleso na téleso splnujici
Cauchyho podminku. V ptipadé, Ze naSim télesem bude téleso racionalnich ¢isel QQ, potom
jeho ,zuplnénim* dostaneme pravé téleso realnych ¢isel R.

Je treba si navic uvédomit, ze kazdy prvek vzniklého télesa je limitou néjaké po-
sloupnosti (minimélné konstantni posloupnosti, kde vsechny ¢leny jsou stejné). Zatimco
v teorii Dedekindovych Tezii nam realna cisla zastupuji pravé Dedekindovy fezy, v Canto-
rove teorii nam bude realné ¢islo reprezentovat fundamentalni posloupnost, pricemz kazda
posloupnost reprezentuje pravé svou limitu. Presnéji feceno, pokud ma fundamentalni po-
sloupnost v télese limitu, reprezentuje posloupnost pravé tuto hodnotu, jestlize naopak
posloupnost limitu nemad, bude tato posloupnost reprezentovat novy prvek, ktery muzeme
intuitivné umistit pravé do pozice chybéjici limity.

V uvedené konstrukci musime ptekonat nékterd tskali. Predevsim, ruzné funda-
mentalni posloupnosti mohou mit stejnou limitu. Napiiklad 1 =lim1 =lim 1 + %, a tedy
fundamentalni posloupnosti (1) a (1 + %) reprezentuji obé stejnou hodnotu 1. Dalsim
piikladem posloupnosti, které maji stejnou limitu, v tomto piipadé ovSem neexistujici
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v télese raciondlnich éisel, jsou nésledujici posloupnosti. Posloupnost (a;) definujeme z
dekadického rozvoje Eulerova ¢isle e(= 2,718281828459045...). Tedy a1 = 2, ay = 2,7,
az = 2,71 atd. Potom plati, ze

Proto posloupnosti (a;) a (1 +> 0, %)n <y Pudou v nasf nové strukture reprezentovat obé
stejnou hodnotu (v tomto pripadé touto hodnotou bude Eulerovo ¢islo e).

Poslednim problémem bude najit spravné kritérium, které rozhodne, kdy dvé posloup-
nosti reprezentuji stejnou hodnotu. Jinymi slovy, hleddme ekvivalenci takovou, ktera nam
rozti{d{ posloupnosti podle své limity (at uz existujici v daném télese nebo zatim jenom
myslené limity). Definice této ekvivalence je nasledujici: fekneme, ze dvé fundamentélni
posloupnosti (a;) a (b;) jsou ekvivalentni, jestlize existuje limita posloupnosti (a; — b;) a
tato je rovna nule. To, ze zavedend relace je relace ekvivalence, dokazeme v nésledujicim
textu.

Touto myslenkou konstrukce nekonci. Dale musime zavést s¢itani a nasobeni vzniklych
hodnot a dokéazat, ze vznikla struktura je usporadané téleso. Nakonec ukazeme, ze téleso
T lze do vzniklého télesa vnofit, pricemz vzniklé téleso spliiuje Cauchyho podminku.
Pomérné komplikovanad konstrukce ndm potom prinese nékolik uzitecnych vét, kterymi
lze readlna ¢isla charakterizovat.

Nyni se vratme ke zkoumdni fundamentdlnich posloupnosti a realizaci nasi teorie.

Véta 42 Kazdd fundamentdlni posloupnost (a;) je omezend (tj. existuji hodnoty A, B € T
takové, ze A < a; < B pro viechna i € N).

Dikaz: Protoze posloupnost (a;) je fundamentalni, existuje ng € N takové, ze pro kazdé
m,n € N takové, ze m,n > ng plati |a, — a,| < 1. Muzeme proto tvrdit, ze pro kazdé
n € N takové, ze n > ng plati, ze |a,, — a,| < 1 a také a,, — 1 < a,, < a,, + 1. Oznacme
proto

A =min{ay,as, -, apy_1,0n, — 1, a,, + 1},

B =max{ay, ag, ", apy—1,0ny — 1, apny + 1}.

Protoze uvedené mnoziny jsou konecné, uvedena maxima a minima existuji. Nyni jiz je
snadné ovérit, ze pokud n € N je takové, ze n < ng, potom a,, € {ay, a2, -+, Gpy—1,an, —
1,a,, + 1}, a proto A < a,, < B. Pokud n > ng, potom A < a,, —1<a, <a,, +1<B.
O

Véta 43 Jestlize jsou posloupnosti (a;) a (b;) fundamentdlni, potom také posloupnosti
(a; +b;) a (a; - b;) jsou fundamentdlni.

Dikaz: Nejprve dokazeme ¢ést véty pro soucet posloupnosti. Vezméme libovolné € > 0.

Protoze posloupnosti (a;) a (b;) jsou fundamentélni existuji mg,ng € N takové, ze pro

kazdé m,n,o,p € N splaujici m,n > mg a o,p > ng plati, ze |am, — ayl, [bo — bp| < 5.
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Z predchoziho tvrzeni plyne, ze pro véechna m,n € N spliujici m,n > max{mg, no} plati
€=5+5> |am — an| + |bm — bn| > |am — an + by — bn| = |(@m + b)) — (an + by,)|. Tedy
pro kazdé e > 0 existuje ko (= max{ng, mg}) takové, ze pro libovolné m,n € N spliujici
m,n > ko plati [(ay, — by) — (an +b,)] < e.

Méjme fundamentalni posloupnosti (a;) a (b;). Protoze fundamentédlni posloupnosti
jsou omezené, existuji hodnoty A, B € T takové, ze |a;| < A, |b;| < B pro vSechna i € N.
Me¢jme nyni libovolné € > 0. Potom existuji mg, ng € N takové, ze vSechna m,n,o,p € N
splnujici m,n > mqg a o,p > ng plati

| <5
A — Qp ap’
2B
€
b, — b,| < —.
| D ‘ 2A
Nyni pro libovolné m,n > max{mg, no} plati, ze
|am'bm_an'bn| - |am'bm+am'bn_am'bn_an'bn| S |am'bn_an'bn|+
€ €
b bl = bt = aal ] = ba < B = 4 A=
Tedy pro libovolné € > 0 existuje ko (= max{mg,no}) takové, ze pro vsechna m,n € N
splaujici m,n > ko plati |a,, - by, — a, - by| < €. O

Jistou analogii k dokdzanému tvrzeni muzeme najit také v nésledujici véte.

Véta 44 Jestlize (a;) a (b;) jsou konvergentni posloupnosti, potom také (a; +b;) a (a;-b;)
jsou konvergentni posloupnosti, a navic plati, Ze

lim(a; + b;) = (lima;) + (lim b;),
lim(a; - b;) = (lima;) - (lim b;).

Dikaz: Predpokladejme, ze lima; = a a limb; = b. Vezméme navic libovolné ¢ > 0.
Potom podle definice limity existuji ¢isla mg, ng € N takova, ze pro libovolné ¢islam,n € N
spliwujici mg < m ang < nplati [a—a,| < 5 a [b—b,| < 5. Oznacime-li ko = max{mg, no},
potom pro libovolné n € N takové, ze kg < n plati [(a+b)— (a,+b,)| < |a—an|+[0—b,| <
5+ 5 = c. Toto dokazuje, ze lim(a; + b;) = a + b = lim a; + lim b;.

Nyni dokézeme ¢ast véty o soucinu limit. Jelikoz posloupnosti (a;) a (b;) maji limitu,
jsou také fundamentdlni, a tedy i omezené (viz. Véty 41 a 42). Existuje proto A, B € T+
takové, ze |a| < A a |b;| < B pro kazdé i € N. Nyni vezméme libovolné ¢ > 0. Z kladnosti
hodnot A a B plyne, Ze také 557 > 0 a 55 > 0, a proto definice limity dokazuje existenci
¢isel mg, ng € N takovych, ze pro vSechna m,n € N spliujici mg < m a ng < n plati
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Oznac¢ime analogicky jako v predchozich piipadech ky = max{mg,n¢}. Nyni plati pro
vSechna n € N takova, ze kg < n, ze

lap - b, —a-bl =|ay b, +a-b, —a-b, —a-bl <l|a, b, —a- b, +|a-b,—a-Db

€ €
= |bn| - |an — o, —b|<B-—=+4+A- — =c¢.
|bn] - |an — a| + |a] - by | < QB+ oA €
Z dokazaného plyne, ze lim(a; - b;) = a - b = (lima;) - (lim b;). O

Dusledek 2 Jestlize (a;) je konvergentni posloupnost, potom také (—a;) a je konvergentni
posloupnosti a navic plati, Ze

lim(—a;) = —lim a;.
Dikaz: Vezmeme-li posloupnost (—1), potom snadno plati, ze lim—1 = —1 a podle
predchozi véty také lim(—a;) = lim(—1-a;) = (lim —1) - (lima;) = — lim a;. O

6.2 Aritmetika télesa fundamentalnich posloupnosti

Nyni mame dokézany zakladni tvrzeni k tomu, abychom mohli pfejit ke stézejni ¢asti nasi
konstrukce. Ozna¢me nejprve Fr mnozinu vsech fundamentélnich posloupnosti. Z Veéty
43 plyne, ze na mnoziné Fr muzeme definovat soucet a souc¢in posloupnosti (a;), (b;) € Fr
tak, ze (a;) + (b;) = (a; + b;) a (a;) - (b;) = (a; - b;). Plati pritom ndasledujici tvrzeni:

Veéta 45 Struktura (Fr,+, ) tvori komutativni okruh s nulovou posloupnosti (0) (posloup-
nost, ve které a; = 0 pro viechna i € N), opacny prvek k posloupnosti (a;) € Fr je
posloupnost (—a;) a jednotkou (1) (posloupnost ve které plati a; = 1 pro vsechna i € N).

Dukaz: Jestlize (a;), (b;), (c;) € Fr, potom, protoze T je komutativni téleso a z definice
souctu a soucinu posloupnosti muzeme dokazat:

bi) = (a; + b)) = (bi + a;) = (bi) + (@),

(bi) + (i) = (ai + b + i) = ((a;) + (b)) + (ci),

(b:) = (ai - b;) = (bi - a;) = (bi) - (as),

((00) - () = (as - b - i) = ((aq) - (b)) - (c3),

(1) = (@i - 1) = (@),

((00) + (b)) = (@i - (bi + ) = (@i - bi +ai - ¢;) = (a) - (bs) + (as) - (¢i)-
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Dokazané rovnosti dohromady dokazuji vétu. 0

Okruh z predchozi véty se stane zdkladem nami konstruovaného télesa. Jak jsme jiz
zminovali v pfedchozich ¢astech, posloupnosti budou reprezentovat hodnoty, které od-
povidaji jejim (nékdy neexistujicim) limitam. Proto je tteba roztfidit posloupnosti podle
svych limit. K tomuto pouzijeme ptirozené aparat faktorizace.

Definice 18 Na mnoziné Fr definujme relaci ~ tak, Ze pro (a;), (b;) € Fr plati, Ze (a;) ~
(b;) tehdy a jen tehdy, jestlize posloupnost (a;—b;) je konvergentni, a navic lim(a;—b;) = 0.

Véta 46 Relace ~ je kongruence na okruhu ¥, pricemsz plati, Ze faktorovy okruh (Fr/~
.+, ) je komutativnd téleso.

Dikaz: Nejprve dokdzeme, ze relace ~ je relace ekvivalence. Protoze pro vsechna (a;) €
Fr plati, ze lim(a; — a;) = 1lim 0 = 0 plati (a;) ~ (a;) a relace je reflexivni.

Jestlize plati (a;) ~ (b;), potom podle definice plati také lim(a; — b;) = 0, a tedy také
z Dusledku 2 plyne, ze lim(b; — a;) = lim(—(a; — b;)) = —lim(a; — b;) = —0 = 0. Proto
(b;) ~ (a;) a relace je symetricka.

Predpokladejme, ze (a;) ~ (b;) a také (b;) ~ (¢;). Podle definice dostavame lim(a; —
b;) = lim(b; — ¢;) = 0. Diky Vété 44 muzeme pocitat lim(a; — ¢;) = lim(a; — b; +b; — ¢;) =
lim(a; — b;) 4+ lim(b; — ¢;) = 04 0 = 0. Dusledkem je (a;) ~ (¢;), a proto je relace ~ také
tranzitivni.

V predchazejici casti jsme dokazali, ze relace ~ je relace ekvivalence, nyni ukazeme,
ze se jednd navic o kongruenci. Vezméme posloupnosti (a;), (al), (b;), (b)) € Fr a
predpokladejme, ze (a;) ~ (a}) a (b;) ~ (b;). Z definice ekvivalence ~ plyne, ze
lim(a; — a}) = lim(b; — b)) = 0. Z Véty 44 proto dostavame lim((a; + b;) — (a; + b)) =
lim(a; — a) + lim(b; — b;) = 0+ 0 = 0, a tedy také plati, ze (a; +b;) ~ (a}+ b}). Vzhledem
k tomu, Ze z definice souc¢tu posloupnosti dostavame (a;) + (b;) = (a; + b;) (a analogicky
(a) + () = (a} + 1)), dokdzali jsme (a5) + (b) ~ (a!) + (¥).

Protoze posloupnosti (a;) a (b;) jsou fundamentélni, existuji hodnoty A, B € T takové,
ze pro vsechna n € N plati |a;| < A a |b}] < B (viz Véta 42, ktera iikd, ze fundamentdlni
posloupnost musi byt i omezend shora i zdola). Zvolme nyni libovolné 0 < e. Protoze
lim(a; — a}) = lim(b; — b;) = 0 plati, ze

e existuje ng € N takové, ze pro vSechna n € N splnujici ng < n plati

la, —al | < =

2B’
e cxistuje mg € N takové, ze pro vSechna n € N spliaujici my < n plati

9
JE— / [—
b, — b | < 51
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Potom pro libovolné n € N takové, ze max{ng, mo} < n plati, ze

lan - by —an - b, +a, - b, —al, - b <

‘an'bn_a/n'b;z’ n

< ap by —an U]+ a, - b, —al -V =
= an| - [0y = 0| 4 |V)] - [an — ay,| <
€ €
< A -—4+B.-— =
24 P ap
= e.

Dokaézali jsme, Ze pro libovolné 0 < e existuje max{ng, mo} € N takové, ze pro vsechna
n € N spliujici max{ng, mo} < n plati

lan, - b, —al, - bl | <e.

Proto lim(a; - b; — a; - b)) = 0, a tedy také a; - b; ~ a} - b.. Timto jsme dokézali, ze relace
~ je kongruenci na okruhu Fr.

Jelikoz algebra (Fr,+,-) je komutativni okruh, také faktorova algebra (Fp/~,+,")
musi byt komutativnim okruhem. Abychom dokazali, ze faktorova algebra je téleso,
musime dokazat, ze ke kazdé nenulové posloupnosti existuje také jeji inverzni posloupnost.
Nejprve zjednodusime znaceni faktorovych tiid [(a;)]~ na [a;] (zdpisem [a;] tedy rozumime
mnozinu vSech tiid ekvivalentnich s posloupnosti (a;)).

Vezméme libovolnou nenulovou tiidu [a;]. Jelikoz je tiida nenulova plati, ze (a;) 7 (0),
a tedy lima; = lim(a; — 0) # 0. Sporem dokézeme, ze existuje 0 < 1 a ng € N takové,
ze pro vsechna n € N takové, ze ng < n plati |a,| > 7. Jestlize sporem pro kazdé 0 < e
a libovolné ny € N existuje n € N takové, ze ng < n, a navic |a,| < €, potom uvazujme
libovolné 0 < e. Protoze posloupnost (a;) je fundamentdlni, existuje ng € N takové, ze
pro vsechna p,q € N takovd, ze ng < p, ¢ plati, ze |a, — a4 < 5. Podle piedpokladu také
existuje n € N,ny < n takové, Ze |a,| < 5.

Dohromady, pro kazdé p € N takové, ze ng < p plati, ze |a, — 0| = |a, — a,, + a,| <
ap — an| + |ay,| < 5+ 5 = €. Dokazali jsme, Ze pro libovolné 0 < € existuje ny € N takové,
ze pro vsechna p € N,ny < p plati |a, — 0| < €. Toto podle definice limity dokazuje, ze
lima; = 0 coz je spor.

Mame dokazéno, ze pro nenulovou posloupnost (a;) existuje 0 < 1 a ng € N takové,
ze pro vsechna n € N splaujici ng < n plati, ze n < |a,|. Definujme proto posloupnost
(b;) nasledovneé:

b — { n jestlize 1 < ng

Y| a; jestlize ng < i.
Snadno nyni vidime, ze posloupnost (b;) je také fundamentalni a posloupnost (a; —b;) méa
kazdy i-ty ¢len (ng < i) roven 0. Proto plati, ze lim(a; — b;) = 0, a proto (a;) ~ (b;), a
tedy [a;] = [bi].

Nyni jiz zbyvéa ovéiit, ze také posloupnost (b;') je fundamentalni. Predevsim si
uvédomme, ze plati 0 < n < |b,| pro libovolné n € N, proto b, # 0 a b,' existuje.
Protoze posloupnost (b;) je fundamentélni existuje pro kazdé 1 < e ¢islo ng € N takové,
ze pro viechna p, ¢ € N spliujici ng < p, ¢ plati, ze |b, — b,| < n’e.
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Nyni ovsem muzeme p,q € N spliujici ng < p,q pocitat: [b;' — b - n* < [by' —
bt - byl - bl = (bt = ;") - by - byl = [by — byl < 1. Z tohoto oviem odvodime
b,' —b,!| < e, coz dokazuje fundamentalnost posloupnosti (b; ). Nynf uz snadno vidime,
7e [a;] - [b; ] = [b] - [b;1] = [(bi) - (b;1)] = [bs - b; '] = [1], coz dokazuje, 7e Fr/~ je téleso.
Zduraznéme, 7e existuji inverze [a;] ™' = [b; '] O

6.3 Usporadani télesa Fr/~

Domluvme se, ze nadale budeme téleso Fr/~ z piedchozi véty znacit jednoduseji T.
Miizeme si véimnout, ze existuje izomorfni vnofeni f : T — T takové, ze pro libovolné
x € T plati, ze f(x) = [z] (tj. posloupnost, kterd mé vsechny své ¢leny a; rovny x).

Nyni ukézeme, ze téleso T dokdzeme uspoiddat (neboli nalezneme jeho kladnou ¢ést).
Nejprve definujme kladnou fundamentalni posloupnost jako takovou fundamentalni po-
sloupnost (a;), pro kterou existuje 0 < € a ng € N, ze € < a,, pro vSechna n € N spliujici
ng < n.

Jestlize (a;) je takova posloupnost, ze (a;) neni kladnd a ani (—a;) neni kladnd, potom
pro libovolné 0 < € a libovolné prirozené ¢islo n € N existuji ¢isla r, s € N takova, ze plati
no < r,s, a navic § £ a,, —a,.

Protoze posloupnost (a;) je fundamentdlni, a proto existuje ny € N takové, ze pro
vsechna p,q € N spliujici ng < p,q plati |a, — a,| < 5. Vezméme nyni libovolné p € N
takové, ze ng < p. Podle predchoziho odstavce existuji ¢isla r, s € N takova, ze ng < r, s,
a navic § £ a,, —a, (tedy 5> a, —as). Nyni muzeme pocitat:

g £
ap:(ap_ar)+ar§|ap_ar|+ar<§+§:€.

Analogicky ovsem

e €
—a, = (as —a,) —as <las—a,| —a;, < =+ - =e¢.
2 2

Z predchozich dvou rovnosti ihned plyne, ze |a,| < . Dohromady jsme dokazali, ze
pro libovolné 0 < e existuje ng € N takové, ze pro vSechna p € N splnujici ny < p plati
la, — 0] = |a,| < €. Toto dohromady dokazuje, ze lima; = 0.

Jestlize tedy (a;) neni kladna posloupnost a také (—a;) neni kladna, potom lima; = 0,
a tedy [a;] = 0.

Nyni dokazeme, ze nami prezentovanou definici kladné posloupnosti lze korektné
rozsitit i na celé tiidy posloupnosti. Uvazujme proto libovolnou tiidu posloupnosti [a,]
takovou, ze (a;) je kladna posloupnost. Necht (b;) € [a;] (tj. (a;) ~ (b;), a tedy také
lim(a; — b;) = 0). Existuje proto 0 < € a ng € N takové, ze ¢ < a, pro véechna p € N
spliiujici ng < p. Navic existuje mg € N takové, ze |as — bs| < § pro vSechna s € N
splnujici my < s.

Dohromady pro kazdé p € N takové, ze max{my, so} < p, plati, ze b, = a,— (a,—b,) >

[

ay — la, — b,| > e — 5 = 5. Toto ovéem dokazuje, ze také posloupnost (b;) je kladna.

Dokazali jsme, ze jestlize mame kladnou posloupnost, potom také vSechny posloupnosti
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s ni ekvivalentni jsou kladné. Muzeme proto takto definovat kladnou tiidu posloupnosti.
Mnozinu vsech kladnych tiid posloupnosti oznacme T

Ptesnéji, tiida posloupnosti (podle ekvivalence ~) je kladnd, jestlize je libovolny jeji
reprezentant kladny (coz je ekvivalentni s tim, ze vSichni reprezentanti této t¥idy jsou
kladné posloupnosti).

Spojime-li dokdzand tvrzeni, muzeme dedukovat: Jestlize [a;] neni kladna tfida, a navic
ani —|[a;] = [—a;] neni kladn4 tiida, potom lima; = 0 a tedy [a;] = [0]. Proto mnozina T"
splnuje trichotomii.

Koneéné ovéifme, ze mnozina T je uzaviena na soucty a souciny. Jestlize [a,], [b;] €
T+, potom existuji 0 < e1,e9 a mg,ng € N takova, ze pro vSsechna m,n € N splnujici
mo < m a ng < n plati, ze e; < a,, a g2 < b,. Proto také €; + 2 < a, + b, pro vsechna
p € N spliujici max{mg,no} < p a také 1 -2 < a, - b, pro viechna p € N spliujici
max{mo,no} < p. Tedy [a; + bi], [a; - b;] € T .

Zkoumejme jesté vyse zavedené vnoreni f : T — T 2 pohledu uspotradéni. Jestlize
x € T*, potom plati, Zze 0 < § < z, a tedy také f(z) = [z] € T .

Predchéazejici uvahy muzeme shrnout do nésledujici véty:

Véta 47 Fundamentdlni posloupnost (a;) € Fr nazveme kladnou, jestlize existuje 0 < &
a ng € N takové, Ze pro vsechna n € N spliujici ng < n plati, Ze € < a,,. Potom plati:

i) Jestlize [a;] € T, potom (a;) je kladnd posloupnost prdvé, kdyz viechny posloup-
nosti nalezejict do tridy [a;] jsou kladné. V tomto pripadé budeme tridu [a;] nazyvat
kladnou tridou a mnoZinu vsech kladnijch trid budeme znacit T,

ii) Mnozina vSech kladnijch trid T tvort kladnou cdst télesa T (ve smyslu Definice

9). V ndsledujicim textu budeme uspordddnim na télese T automaticky rozumét
oy , s o TET
uspordadani podle kladné cdsti T .

iii) Vnoreni f : T — T je izotonni, tedy f(T+) C T" a také pro viechna z, y € T plati,
Ze jestlize x <y, potom také f(x) < f(y).

Diskutujme nyni nékteré vlastnosti usporddaného télesa T. Jestlize [a;] € T, potom
protoze je posloupnost (a;) fundamentalni v T, existuje x € T takové, ze a; < x pro
viechna i € N (viz Véta 42). Nasim cilem je nyni dokazat, ze [a;] < [z]. Jinymi slovy
chceme ukézat, Ze pro libovolné [a;] € T existuje z € T takové, ze [a;] < [].

Jisté plati, ze 0 < z — a; = |z — a;]. Jestlize plati [a;] £ [z], a tedy posloupnost
[z — a;] = [z] — [a;] neni kladnd, potom pro libovolné 0 < ¢ a libovolné ny € N existuje
n € N takové, ze ng < n, a navic r — a,, < €.

Nyni vezméme libovolné 0 < e. Z fundamentélnosti posloupnosti (a;) ihned plyne,
existence ng € N takového, ze pro vsechna p,q € N splijici ng < p, ¢ plati |ag — a,| < 5.
Z predchoziho odstavce plyne, ze existuje n € N takové, ze ng < n, a navic * — a, < 3.
Dohromady tedy plati, ze pro libovolné p € N takové, ze ny < p plati také |z — a,| <
|z — an| + |an — ay| < 5+ §5 = €. Z dokdzaného tedy plyne, ze lim(z — a,) = 0, a tedy
[a:] = [x].
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Podobné, pokud 0 < [a;], potom existuje z € T takové, ze 0 < [a;]7! < [z], a tedy
také 0 < [z71] < [ay].

Shrneme-li predchozi odstavce, dokazali jsme, Ze pro libovolny kladny prvek [a;] télesa
T existuji kladné prvky v télese z,y € T takové, ze 0 < [z] < [a;] < [y]. Tuto skute¢nost
budeme nadéle ¢asto vyuzivat. VSimnéme si jesté toho, ze z uvedené vlastnosti ihned
plyne, ze pokud téleso T je archimedovské, potom také téleso T je archimedovské.

6.4 Vlastnosti télesa T

Nésledujici véta ukazuje, ze kazdd posloupnost z T ma v T limitu. Navic vnofen{ f limity
zachovava.

Véta 48 Meéjme fundamentdlni posloupnost (a;) € Fr. Potom plati, Ze:
i) Posloupnost (f(a;)) md v T limitu, kterou je tiida [as], tj. lim f(a;) = [ay].
i) Jestlize existuje a = lima;, potom f(a) = lim f(a;).

Diikaz: V souladu s piedchozi konstrukei budeme znacit prvky télesa T jakozto tiidy
posloupnosti (napf [a;], [¢;] apod.), zatimco prvky télesa T budeme znacit samotnymi
znaky (napi. a, € apod.). Piipomenime, ze zobrazeni f : T — T je definovdno pomoci
f(a) = [a], kde [a] znaci tiidu obsahujici konstantni posloupnost (a) (posloupnost, kde
vSechny cleny a; jsou rovny a).

ad. 1) Nadéle zjednodusme notaci, kdy oznacime tiidu A = [a;] a také A, = f(a,) =
la,] (tfida urcena konstantni posloupnosti, kdy kazdy jeji ¢len je roven hodnoté a,). Mame
tak pro libovolné n € N definovanou posloupnost A,,.

Vezméme libovolné 0 < [g;], potom existuje € € T takové, ze 0 < [¢] < [g;]. Jelikoz (a;)
je fundamentalni posloupnost, existuje ng € N takové, ze pro vSechna p,q € N spliujici
no < p,q plati |a, — a,| < €.

Nyni dokédzeme, ze pro libovolné p € N spliiujici ng < p plati |A— A,| < [¢]. Pro pevné
zvolené p € N takové, ze ng < p oznac¢me posloupnost (b;) = |A—A,| (tedy b; = |a; —apl).
Potom pro vsechna i € N splaujici ng < i plati, ze b; = |a; — a,| < ¢, a v dusledku také
b; —e < 0. Posloupnost (b; —¢) tedy nemuze byt kladna (nemuze existovat 0 < namy € N
takové, ze pro vSechna m € N splaujici my < m plati 0 < n < b; — €, protoze by pro
o = max{my, no} muselo platit b, —e < 0 < b, — €).

Dokézali jsme proto, ze pro vsechna p € N takové, ze ng < p plati [b; — e] <0, a tedy
také |A — A, = [b:] < [e] < [e;]. Coz konecéné ukazuje, ze lim f(q;) = lim A; = A = [a;].

ad. ii) Nyni predpokladejme, ze (a;) € Fr je takové, ze existuje a = lima;. Podle
predchozi ¢ésti vety potom plati, ze lim f(a;) = [a;]. Navic plati také lim(a — a;) =
lima —lima; = a —a =0, a tedy [a] = [a;]. Dohromady, lim f(a;) = [a;] = [a] = f(a). O

Dokézali jsme, ze téleso T je rozsifenim télesa T, které navic zachovava existujicf limity
v T. Posledni a také nejdulezitéjsi ¢ast teorie nam iikd, ze téleso T spliuje Cauchyho
podminku konvergence fad (kazda fundamentdlni posloupnost z T méa v T svoji limitu).

Timto se ukaze, ze dalsi rozsitovani v predchozim vyznamu neni mozné (tedy T = T).
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Véta 49 Téleso T splriuje Cauchyho podminku konvergence tad (kazdd fundamentdlni
posloupnost proki z télesa T md v télese T limitu). Navic T je nejmensi uspordadané téleso
splniugici Cauchyho podminku konvergence tad a obsahujici téleso T.

Dukaz: Méjme posloupnost prvku (o;) € Fg. Proto kazdy prvek posloupnosti o; je ve
skutecnosti tiidou [a;;], kde (aij)jen je fundamentédlni posloupnost v T. V piipadé, ze
je posloupnost (a;) od nékterého ¢lenu «; konstantni, potom je ziejmeé jeji limitou tato
konstanta. Pokud posloupnost konstantni neni, 1ze bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze
kazdé dva po sobé jdouci prvky jsou ruzné (po sobé opakujici se ¢leny muzeme vynechat,
pricemz se nezmeéni existence limity ani hodnota limity). Ozna¢me nyni [g;] = |a; — qiq1].
Plati tedy 0 < |&;|. Navic z fundamentélnosti posloupnosti («;) plyne, ze pro kazdé 0 <
existuje ny € N takové, ze pro vSechna p,q € N splaujici np < n plati |a, — | < e. A
tedy také pro kazdé n € N splaujici ny < n plati |e,, — 0| = |a,, — an41| < €. Proto plati
0 = lime;.

Jak bylo dokézano ve Véte 48 i)

lim a;; = [ay] = o,

a proto pro kazdé i € N (a odpovidajici 0 < ¢;) existuje ny € N takové, ze pro vsechna
n € N spliujici ng < n plati |a;, — ;| < &;. Oznaéme potom takovéto b; = a;, jako
aproximujici prvek posloupnosti a; (a pro tento plati |b; — ;| < &;).

Konecné budeme chtit dokdzat, ze lima; = [b;]. Vezméme proto libovolné 0 < e.
Protoze («;) je fundamentdlni a protoze lime; = 0, existuji hodnoty n;,ny € N takové, ze

€
la, — ay| < 3 pro vsechna ny < p,q

€
0<eg < 3 pro vSechna ny < p.

Oznac¢me proto ng = max{ny, ny}. Nyni pro vsechna p,q € N splaujici ng < p, ¢ plati

3

|bp - ap‘? |O‘p - ozq], ‘O‘q - bq| < 3’

a proto

g 9 g
’bp_bq’S|bp_ap‘+‘ap_aq’+’aq_bq‘<§+§+§:5-

Dokézali jsme proto, Ze posloupnost (b;) je fundamentalni, proto [b;] € T. Protoze ale
0 < |b; — oy < &; pro vSechna ¢ € N| plati také 0 < lim |b; — ;| < lime; = 0. Proto
lim(b; — o;) = 0 a koneéné lim «; = lim(a; — b; + b;) = lim(a; — b;) + lim b; = lim b; = [b;].

Zbyva dokazat, Ze téleso je skutetné minimélni a splnujici Cauchyho podminku a
obsahujici T. Ovéem skute¢nost lima; = [a;] ukazuje, ze kazdy prvek z T je limitou
nékteré posloupnosti z T. Tedy téleso je minimalni. O

Touto vétou byla dokoncena konstrukce télesa spliujici Cauchyho podminku konver-
gence. Jak se ukdzalo, kazdé komutativni usporadané téleso muze byt vnoreno do télesa
splnujici Cauchyho podminku konvergence.
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6.5 Téleso realnych cisel

Nyni dokon¢ime myslenku kapitoly. Jelikoz vime, ze Q je usporadané téleso podle kladné
casti Q1, mizeme toto téleso jednoznacné vnofit do télesa Q, které splituje Cauchyho
podminku konvergence. Toto téleso nazveme télesem realnych cisel a budeme jej nadéle
znacit R.

Je treba si uvédomit, ze v libovolném archimedovsky usporadaném télese T existuje
nad kazdou hodnotou pfirozené ¢islo n € N. Trivialné lze matematickou indukci ovérit
také to, ze pro vSechna n € N plati n < 2". Dohromady proto muzeme ke kazdé hodnoté
télesa T najit prirozené ¢islo 27, které je vétsi.

Snadno muzeme ovérit, ze 0 < 27", Navic jestlize 0 < e, potom existuje n € N takové,
7e ¢! < 2" a z monotonnosti nasobeni kladnou hodnotou dostavdme 27" = 27".c71.e <
27" . 2" . ¢ = ¢. Predchozi uvahy dokézaly nésledujici lemma.

Lemma 17 V kazZdém archimedovsky uspordadaném télese plati lim 27" = 0.

Véta 50 (O supremu) Jestlize T je archimedovsky usporadané téleso, potom md kazda
neprdzdnd, shora omezend podmnozina A C T v télese T supremum.

Dukaz: Méjme archimedovské téleso T a neprazdnou, shora omezenou mnozinu A C T.
Z Veéty 28 vime, ze téleso raciondlnich ¢isel Q muze byt vnoreno do kazdého usporadaného
télesa (tedy i do télesa T). Protoze T je archimedovské téleso a A je shora omezena
mnozina, existuje horni zavora n € N mnoziny A, tj. pro libovolné z € A plati x < n
(hornf zdvora existuje, protoze je mnozina A omezend a soucasné nad touto zavorou musi
existovat prirozené ¢islo, coz plyne z archimedovskosti).

Existuje také celé ¢islo m € Z takové, ze z neni horni zdvorou mnoziny A (toto ¢islo
zkonstruujeme tak, ze vezmeme libovolné r € A a pomoci archimedovskosti najdeme
k € N spliujici —z < k; —k je potom hledané celé ¢islo m).

Dokazali jsme, ze existuji m,n € 7Z takové, ze m neni horni zavorou a n je horni
zavorou A. Nyni pro libovolné i € N definujme mnozinu:

h h
Mi:{§|h€Za80uéasném§§gn}.
Snadno muzeme ovérit, ze m,n € M; (pro kazdé i € N), protoze m = 2;7‘ an = 2;?.

Soucasneé také vidime, ze vSechny mnoziny M; jsou konecné. Proto 1ze korektné definovat
posloupnost (a;) takovou, ze a; je nejmensi prvek z M;, jenz je soucasné horni zévorou
mnoziny A (takovyto prvek existuje, proto ze n € M; je horni zavora a M; je konecna).
Dokézeme, ze posloupnost (a;) je fundamentélni. Jisté plati nasledujici retézec inkluzi
My C My, C---CM,;C--- (protoze 2@ = 22%) 7 tohoto nutné plyne, ze a; > ay > -+ >
a; > -+, jinak feceno, posloupnost (a;) je nerostouci.
Méjme nyni libovolné 0 < e. Z Lemmatu 17 plyne existence ny € N takového, ze

0< 2%0 < e. Ze zpusobu zavedeni posloupnosti (a;) plyne, ze a; — 2i € M;, a také proto
a; — w5 nenf horn{ zdvora mnoziny A. Proto pro vsechna p,q € N splitujicf ny < p,q
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plati a,, — 2%0 < ap < Ay, a soucasne dn, — 2%) < ag < Qp,. Z téchto nerovnosti ihned
dostdvéme |a, —a,| < 555 < e. Dokézali jsme proto, Ze posloupnost (a;) je fundamentdlni.
Véta 49 tikd, ze téleso T spliiuje Cauchyho podminku konvergence fad, a proto existuje
a = lima;.

Nyni dokdzeme, ze a = sup A. Jestlize existuje horni zavora z € T takova, ze = < a,
potom existuje n € N takové, ze 0 < 2% < a — x. Posloupnost (a;) je klesajici, plati proto
a<a,ataké 0 < 2% <a-—2z<a,—x 7 této nerovnosti ihned dostavame z < a,, — 2%
Proto také prvek a,, — 2% je dolni zévorou, coz je spor (protoze a, — 2% € M, a soucasneé
a, je nejmensi dolni zavora z mnoziny M,,). 0

Véta 51 Kazdé archimedovsky usporddané téleso T lze vnorit do télesa redingch cisel,
pricemZ T = R.

Dikaz: Vezméme libovolné archimedovsky usporddané téleso T. Podle Véty 28 plati
Q C T. V dukazu Véty 50 jsme zkonstruovali pro libovolnou neprazdnou, shora ome-
zenou mnozinu A C T posloupnost (a;) € Fg takovou, ze sup A = lima;. Vezmeme-li
libovolny prvek z € T, potom tedy existuje fundamentalni posloupnost racionalnich ¢isel
(a;) takové, ze x = sup{z} = lima; = [a;] € R (toto plati vzhledem k Vété 50). Proto
TCTCR.

Protoze Q C T, plati také inkluze R = Q C T. O

Jestlize téleso T neni archimedovské, potom existuje horni zavora mnoziny Q C T.
Dokazeme, ze neexistuje s = sup Q. Pokud by takové supremum existovalo, potom vzhle-
dem k rovnosti 2Q = Q, plati s < 2s = 2-supQ = sup2Q = supQ = s (coz je spor).
Dokézali jsme i nésledujici tvrzeni:

Veéta 52 Véta o supremu plati jenom v archimedovskyjch télesech.

Teorii muzeme uzaviit nasledujici vétou, ktera charakterizuje téleso realnych cisel jako
univerzalni strukturu.

Veéta 53 Kazdé teleso, v némz plati véta o supremu, je izomorfni s redlnymi cisly.

Dikaz: Jestlize v télese plati véta u supremu, je podle Véty 52 archimedovské a podle
Véty 51 jej lze izomorfné vnotit do realnych éisel (T C R). Dokdzeme, ze zadné pod-
téleso realnych ¢isel nesplnuje vétu o supremu. Jestlize x € R, potom z dukazu Véty 50
méame nerostouci posloupnost racionélnich éisel (a;) spliujici lima; = —x. Potom také
plati z = lim —a;, kde (—a;) je neklesajici posloupnost raciondlnich ¢isel. Jisté plati, ze
sup{—a; |i € Q} = lim —a; = x. Dokdzali jsem, ze kazdy prvek = € R je supremem prvku
z Q. Protoze kazdé usporadané téleso T obsahuje téleso Q, musi z predpokladu existence
suprem platit R C T. ]

Ptredchazejici véta nam mimo jiné dokazuje, Ze obé prezentovand pojeti realnych
¢isel (konstruovand pomoci Dedekindovych fezu nebo pomoci fundamentélnich posloup-
nosti) jsou navzdjem ekvivalentni. Vzniklé struktury jsou izomorfni, a lis{ se proto pouze
v oznaceni prvki.
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Kapitola 7

Komplexni cisla

V predchozich kapitolach se ndm podarilo zavést zakladni ¢iselné obory. Motivace k to-
muto zavadeéni se zda byt jasnd. Prirozena cisla nam predstavuji informaci o mnozstvi
jednotlivych prvku (predmétu, véci, apod.). Vznikla abstrakei informace o ,poctu® véci
v néjaké skupiné od konkrétnich predmétu. Zjednodusené receno, lidé si uvédomili, ze je
jedno, zda-li poc¢itame ryby nebo ananasy. Uvaha jako takova je stejnd, proto informaci
o poc¢tu oddélili od konkrétnich predmétu a informaci o poc¢tu abstrahovali do ¢isla.

Raciondlni cisla byla vytvorena k méreni délek, ploch apod. Uzivame je tehdy, kdy-
koliv je potieba délit celek na dily. Pro prakticky zivot je naprosto dostatecné kalkulovat
mnozstvi v raciondlnich hodnotéch, 1épe Feceno, jinak to ani poradné nejde (je dosti sporné
predpokladat, ze je nékdo schopen pracovat s presnou hodnotou realného ¢isla, napt. cisla
7, obvykle v zZivoté pracujeme s racionalnim ¢islem, které je s jakousi dostatecnou presnosti
blizké dané hodnoté; naptiklad ¢islo 7 uréené na nékolik desetinnych mist).

Redlna ¢isla jsou proto jiz dosti abstraktnim modelem, ktery je uzitecny matematiktiim
k rozvoji jinych teorii a neni aplikovatelny piimo. Nejpresnéjsi je asi nazor, ze se v realnych
¢islech podarilo najit matematicky model dokonalé ,spojité“ primky. Diky tomuto lze
rozvijet celou teorii limitniho a diferencialniho po¢tu. Objevem redlnych c¢isel mohli zacit
matematici bez dalSich starosti zacit pracovat s limitami, supremy a s jinymi prostiedky
vyzadujicimi spojitost. Na prvni pohled toto vypada jako neuzitecny detail, ktery jsme
mohli pfijmout jaksi samoziejmé. Je velmi dulezité si uvédomit, ze pravy opak je prav-
dou. Historie matematiky je plna omylu, které vychazeji z prirozené intuitivni predstavy
(Zenonovy paradoxy apod.). Zndme mnoho piikladu intuitivné pfijatelnych predpokladu
vedoucich k znaéné paradoxnim dusledkim!. Dokonéend konstrukce realnych éisel do-
kazuje, ze predpoklad spojitého télesa je korektni a bezesporny. Konstrukce realnych
¢isel proto v dusledku vedla k rozvoji mnoha matematickych teorii (teorie miry, teorie
pravdépodobnosti apod.)

Zbyva se zamyslet nad motivaci existence zapornych ¢isel. Jestlize budeme premyslet
libovolné dlouho, nic objektivné odpovidajictho zapornym hodnotam nenajdeme. S celymi
¢isly nés seznamili ucitelé jiz brzy na zakladni sSkole ve véku, kdy jsme byli schopni
predstavu prijmout bez podivu. Dlouhodobym uzivanim zapornych ¢isel se nam predstava
natolik zautomatizovala, ze jsme si nevsimli toho, ze zaporna ¢isla nic neptedstavuji. Ne-

'Dodnes se vedou znaéné diskuze o prijatelnosti axiomu vybéru, ktery se zd4 byt pfirozeny, ale nékteré
jeho netrividlni dusledky je nékdy znaéné tézké prijmout (napiiklad Tarského-Banachova véta o ,,hrasku a
slunicku®, kterd iikd, ze libovolnou kouli muzeme rozdélit na kone¢né mnoho ¢asti, z kterych lze poskladat
dvé stejné koule, jako byla puvodni)
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existuje skupina predmeétu se zapornou velikosti. Predstavme si zapornou skupinu minus
t11 koni, ktera potka tii koné skuteéné. Podle aritmetiky by v okamziku vsichni beze stopy
zmizeli.

Ani predstava dluhu nic nového nepfinési. Jestlize si zajdeme do banky puj¢it néjakou
sumu penéz, nevznikne nékde v hloubi budovy v trezoru skupina antibankovek (dluh se
nezhmotnuje). Dluh nemd redlnou podobu. Jedna se o pocit, ktery je tim intenzivnéjs,
¢im blize je nam exekutor, ale stale jde jen o pocit. Zamyslime-li se nad smyslem pojmu
dluh, ve skutecnosti zjistime, Ze je stejné abstraktni jako zapornd cisla. Dluh je stéle
predstava ve spolecném védomi lidi (v redlném zivoté spojend se zavazkem; naproti tomu
zaporna ¢isla mohou existovat i bez toho, abychom méli deprese a vznikaly nam zaludec¢ni
viedy)?.

Pripustime-li skutec¢nost, ze uz jednou v zivoté jsme prijali matematicky model, ktery
nelze dost dobfe realizovat v zivoté (realizovat neznamend totéz co zuzitkovat), nebude nas
jiz tolik trapit, Ze se nyni budeme pokouset o totéz znova. Zacnéme proto premyslet o kom-
plexnich ¢islech. Az prilis ¢asto se vznik komplexnich ¢isel motivuje tak, ze ,komplexni
¢isla zavadime proto, abychom mohli odmocnovat zaporna ¢isla“. Bohuzel uz mélokdo se
trapi otazkou: Pro¢ nékdo pottebuje odmocnovat zaporna ¢isla? Samo o sobé toto vypada
tak, ze matematici zavedli komplexni ¢isla z dlouhé chvile. UkdZzeme si, Zze tomu bylo jinak.

Prvnim impulsem k tomu, aby lidé zacali uvazovat nad odmocninou ze zapornych ¢cisel
vzeSel z Cardanovych vzorcti®. Jednd se o vzorce, pomoci kterych mizeme najit kofeny
kubické rovnice az® + bx? + cx + d = 0. Brzy si matematici v8imli, Ze korektné odvozené
vzorce jsou v piipadé, kdy ma rovnice tii realné feseni, nepouzitelné, protoze po dosazeni
musime najit druhou odmocninu se zdporného ¢isla (napifklad rovnice 22 —6x?+11z—6 =
0 ma kofeny x¢g = 1, 1 = 2 a 23 = 3; zkuste k vypoctu uzit Cardanovy vzorce). Prvotni
pokusy se snazily najit chybu ve vzorcich. Piesto se pozdéji ukazalo, ze tivahy musime
smérovat jinym smérem. Cardano totiz, aniz si to uvédomil, pracoval ve svém dukazu
s predpokladem, ze 1ze kazdé ¢islo odmocnit.

Od Cardanovych vzorctu vedla ke komplexnim ¢islum dlouhd cesta. Az Carl Friedrich
Gauss teorii komplexnich ¢isel zavrsil svou vétou, které se do dneska prezdiva ,Hlavni véta
algebry“. Komplexni ¢isla nezustaly pouze ,metodou® feseni nékterych matematickych
uloh, ale postupné se ukazalo, ze také hraji nenahraditelnou tlohu v mnohych fyzikalnich
teoriich.

Prestoze je teorie komplexnich cisel znacné vzdalena prirozenému vnimani svéta,
vyznam v odbornych aplikacich je jiz dnes takovy, ze alespon zakladni znalost komplexnich

’Na stejné téma existuje vtip vystihujici pfemysleni matematikii. Stoji t¥i védci — biolog, fyzik a
matematik — pfed budovou, do které vesli dva lidé a z niz vysli tfi. Biolog ma ihned jasno, lidé se
rozmnozili. Fyzik po chvili pfemysleni dojde k zavéru, ze se jedna o chybu v méreni. Matematik o chvili
pozdéji zajasa: ,,Uz vim, co se stalo. Za chvili vejde do budovy jesté jeden ¢lovék a nebude tam nikdo.

3Pavodni tvar vypadal tak, ze

T e BT S S el T K
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¢isel je soucasti uz stredoskolského vzdélavani.

Definice 19 MnoZinu vsech prvki ve tvaru a + bi, kde a,b € R, oznac¢me C a nazvéme
komplexnimi éisly* (symbol i nazjvdme komplexni jednotku). Na mnoZiné komplexnich
cisel zavadime operace souctu a soucinu ndsledovné:

(a1 -+ bll) —+ (CLQ + bQZ) = (a1 + &2) -+ (bl + bz)i,
(a1 + blz) . (CLQ + bgl) = (CLl Q9 — bl . bQ) + (a1 . bg + as -+ bl>2

Definice muze byt motivovana dvéma zpusoby. Nejcastéji argumentujeme tim, ze téleso
R rozsifujeme o hodnotu v/—1, kterou znaéime i. Plati tedy i2 = —1. Z piedpokladi
(predevsim z ocekavané distributivity) plyne zavedeni souc¢tu a soucinu.

Alternativné muzeme vzit mnozinu polynomu nad R s jedinou proménnou . Mnozina
polynomu vzhledem ke klasickému scitédni a ndsobeni tvoii komutativni okruh (viz [BII,
BIII]). Na tomto okruhu potom zavedeme kongruenci ~ takovou, ze polynomy f(i) a g(7)
jsou ekvivalentni, jestlize polynom f(i) — g(7) je délitelny polynomem i + 1 (diikaz toho,
ze zavedena relace je kongruenci, je totozny s dukazem rozkladu télesa Z na t¥idy modulo
n ve Vété 64). Potom vidime, ze plati 12 ~ —1 (protoze polynom 3% + 1 déli sdém sebe), a
proto i" je ekvivalentni s jednim z prvka +1 nebo +i. Nyni lze ukazat, ze kazdy polynom
A" + Q13" - 4 agi + ag je ekvivalentni s nékterym polynomem ve tvaru a + bi.
Vznikla struktura je proto izomorfni s ndmi definovanymi komplexnimi ¢isly.

Veéta 54 Algebraickd struktura (C,+,-) je komutativnd téleso obsahugict téleso (R, +,-).

Duikaz: Operace scitani je ziejmé komutativni a asociativni, pricemz nulovym prvkem je
0+ 0i a opacnym prvkem k ¢islu a + bi je ¢islo (—a) + (—b)i. Proto (C,+) je komutativni
grupa.

Komutativita nasobeni je zfejma a asociativitu stejné jako distributivitu lze snadno
oveérit vypoétem (v piipadé, ze prijmeme definici ptes faktorizaci mnoziny polynomt,
plyne asociativita a distributivita piimo z véty o faktorovém okruhu). Jednotkovy prvek
je 1+ 0:.

Zbyvéa dokazat, ze ke kazdému nenulovému ¢islu existuje inverzni prvek. Dokazeme,

ze

a b .
— i.
a?+ b2 a?+b?
ProtoZe a + bi je nenulovy prvek plati, Ze a # 0 nebo b # 0, a tedy také a? + b* # 0. Nyni
plati:
, a b . a’+b> ab—ab. _
(a=bi)- (a2+62 - a2+b22> “exr asp 0

Nyni zbyvéa dokézat, ze téleso redlnych ¢isel je podtélesem ¢isel komplexnich. Hledané
vnofeni f : R — C je definovano f(z) = x + 0i. O

(a+bi) ™t =

4Nékdy se mnozina komplexnich éisel chape jako mnozina RZ?. Je uréité jedno, zda-li uspoiddanou
dvojici znacime (a, b), nebo a + bi.
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Obrazek 7.1 Znazornéni komplexniho ¢isla v roviné.

Stejné tak jako realnd ¢isla znazornujeme na pifmku, je obvyklé znazornovat téleso
komplexnich ¢isel na rovinou. Komplexni ¢islo a + bi se potom zobrazi na bod se
soufadnicemi [a, b] (rovina predstavujici komplexni ¢isla se obvykle nazyvd Gaussova ro-
vinou). Tento zpusob zobrazeni komplexniho ¢isla inspiruje k zapisu pomoci polarnich
soufadnic, kterému fikame goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

Jestlize mame libovolné komplexni ¢islo a + bi = A € C, potom definujeme jeho
absolutni hodnotw’ |A| = v/a? + b* (v Gaussové roviné piedstavuje vzdélenost obrazu ¢isla
od pocatku soufadnicového systému). Cislo komplexné sdruzené definujeme jako ¢islo ve
tvaru A = a — bi. Snadno nyni ovéifme, ze plati

VA-A=\/(a+bi)(a—bi)=Va2+1?=|A] (*)

Diky tomuto vztahu muzeme vyslovit:

Lemma 18 Jestlize A, B € C, potom plati A-B=A-B a |A|-|B| = |A- B.

Dikaz: Jestlize A = ay + b7 a B = as + byi, potom plati,

A-B:(a1~|—b1i)-(a2+bgi):(al-ag—bl-bg)—l—(al-b2+a2-b1)i:
(al'ag—bl'b2>—(a1'b2+a2'b1)i:(al—bﬂ.)'(ag—bg)i:z’g.
Navic také plati |A|?- |BP = A-A-B-B=(A-B)-(A-B)=|A-BJ. 0

Jestlize oznac¢ime « thel, ktery svira kladnd poloosa x s orientovanou polopiimkou

zacinajici poc¢dtkem a jdouci pfes bod [a,b], ktery vizualizuje ¢islo A (viz Obréazek 7.1),
b

potom vidime, ze cos o = ﬁ asina = TAT V tomto okamziku muzeme upravit

A=a+bi=|Alcosa+i|A|sina = |A|(cosa + isina.)

5Odmocninu a jejf existenci jsme v piedchozich éastech neodvozovali, piesto jeji jednoznaénou existenci
a definici nalezne ¢tenat v 9. kapitole. Pro sprdvné pochopeni je naprosto dostateéné spravné intuitivni
vniméan{ pojmu. Celkové v kapitole komplexnich ¢isel budeme uzivat aparat, ktery je predmétem jinych

vvvvvv

v 8irsim kontextu.
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Vyrazu na pravé strané fikame goniometricky tvar c¢isla A. Vyznam tohoto tvaru pro
aritmetiku ndm ukaze nasledujici Moiverova® véta.

Véta 55 Jestlize A, B € C jsou komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru A = |A|(cos o+
isina) a B = |B|(cos f + isin ), potom plati:

(i) A-B=|A- B|(cos(a+ ) + isin(a + f)),
(i) A" = |A|"(cosna + isinna) pro libovolné n € N,

Dtikaz: S ohledem na vzorce cosinu a sinu sou¢tu thli a vzhledem k predchozimu lematu
muzeme pocitat:

A-B = |A|(cosa+isina)|B|(cosf +isinf) =
|A| - |B|((cosacos f —sinasin f) + i(sina cos f +sin fcos ) =
= |A- Bl(cos(a + ) +isin(a + f)).

Druhou c¢ést véty dokazeme snadno z dokazané casti matematickou indukei. O

Moiverovu vétu uzivame k feseni binomickych rovnic (tedy k nalezeni vSech kom-
plexnich n-tych odmocnin z komplexniho ¢isla). Pomoci této véty také muzeme snadno
nalézt goniometricky tvar inverzniho ¢isla k nenulovému komplexnimu ¢islu, a to tak, ze
jestlize A = |A|(cosa + isina), potom plat{ A~! = ‘A‘ L (cos(—a) + isin(—a)). Spravnost
vztahu muzeme ovérit pomoci predchozi véty souc¢inem:

1
A- A7 = |Al(cos a + i sin o) —

A (cos(—a) +isin(—a)) = cos0 + isin0 = 1 — 0i.

Dalsim navazujicim tématem je také takzvany Euleriv vzorec, ktery definuji komplexni
mocninu kladného realného ¢isla. Jednim ze zpusobu jeho odvozeni je uzitd Taylorova
rozvoje (presnéji MacLaurinovy fady) funkce. Pfipomenme, ze plati:

-3 L

MacLaurinovy fady pro funkce sinx, cosx, a €* vypadaji nasledovné:
=1l+az+ ! + = 1 Sy — 1 R 1 4+
Sl gt g g e ’
1 1, 1 1 4

P __2 — __6 —_— —_ . e .
cosr =1 2!x +4!x 6!x +8!m ,

1 1
smx—x—yx —|—5x —ﬁx _|-9' — .

6Moiverova véta je druhd ¢ast nasledujici véty.




84 Kapitola 7. Komplexni ¢isla

Dosadime-li proménnou x v rozvoji funkce e* hodnotu i - o, dostaneme rovnost

i A IR R I
(& :1‘*’(0&'2)“‘5((1'2)24'i(a'2)3+z(a-l)4+"‘:

1 1 . 1 1 1
:(1—5042"_@044—"')4‘7,'(&—50[3"‘50{5—%&7—"'):

= cosa +1-sina.

Odvozeny vztah e = cosa + isina se nazyva Eulertiv vzorec. Vyuzit jej mizeme
mimo jiné k tpravé goniometrického tvaru komplexniho ¢isla na tvar, ktery se nazyva
exponencidlni tvar komplexniho ¢isla.

A = |A|(cosa + isina) = |Ale™".

Véta 55, kterd popisuje ndsobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru (resp.
Moiverova véta) se nam v kontextu s exponencialnim tvarem komplexniho ¢isla méni na
vétu o komplexni mocniné. Jestlize A = |Ale®® a B = |B|e??, potom

A-B=|Ale"" - |Ble®! = |A- Ble® P = |A . BleletP)

a také navic

An — (|A|€o¢~i)n — |A|n(€a~7j)n — |A|n€n-a~i‘

Na zaveér jesté pripomeneme historicky mimordadné dulezitou vétu, které se dodnes
prezdiva Zakladni véta algebry. Tato véta nakonec ukazala, ze hlavni problém, ktery vedl
k zavedeni komplexnich ¢isel — tedy problém teSeni algebraickych rovnic, byl zavedenim
komplexnich ¢éisel vyresen. Vétu uvedeme bez patticného dukazu, ktery ¢tenai nalezne
napiiklad zde [?].

Véta 56 Kazdy polynom f(z) = apa™ + ap_12™" 1 + -+ + a1 + ag nad komplexnimi éisly
C stupné alespori 1 md v mnoziné komplexnich cisel alesporni jeden koren xo (tedy plati
fzo) =0).

Disledkem je, Ze kazdy polynom stupné n md prdavé n korent a tedy f(x) = a,a™ +
Up 1" 4 a1 +ag lze psdt ve tvaru f(z) = a(v—x1) -+ (v —x,), kde x1,- -2, € C
jsou prdavé koteny polynomu (az na ndsobnost resent).



Kapitola 8

Hyperkomplexni c¢isla

Komplexni ¢isla nejsou poslednim existujicim ciselnym oborem. Teoretickd matematika
zné jesté minimalné dvé rozsiteni komplexnich ¢isel na takzvana hyperkomplexni cisla.
Myslenkou tohoto rozsitovani je opakovani principu zdvojovani, ktery jsme poprvé uplat-
nili pii konstrukei komplexnich ¢éisel.

Prvnim problémem vsech hyperkomplexnich struktur je jejich uzitec¢nost a aplikova-
telnost. Prestoze jsou hyperkomplexni ¢isla tizce spojena s fyzikalnimi strukturami (napf.
casticové fyziky), je sporné, zda-li tyto struktury jsou opravdu v danych aplikacich ne-
zbytné nebo nenahraditelné. Jejich vlastnosti a aplikace jsou ovSsem neustale velmi inten-
zivné studovany, a lze proto ocekavat, ze nase porozuméni hyperkomplexnim ¢islim bude
prinaset stéle se zvétsujici vyznam této teorie.

Cilem této kapitole je pouze ukéazat ¢tenari existenci takovychto struktur. K hlubsimi
studiu doporu¢ujeme odbornou literaturu (napi. [KaSo]).

Nasledujici uvaha byla poprvé prezentovana irskym matematikem Williamem Rowa-
nem Hamiltonem v roce 1843. VSimnéme se, ze komplexni ¢isla vznikla zdvojenim redlnych
¢isel do tvaru a + bi, kde a, b € R. Pokusime se tento postup zopakovat. Predstavme si, ze
zavedeme cisla ve tvaru A+ Bj, kde A, B € C a j predstavuje novou imaginarni jednotku
(plati proto j? = —1). Jestlize A = a + bi a B = ¢ + di, potom dostdvéme tvar

A+ Bk = (a+bi)+ (c+di)j =a+bi+cj+ dij,

kde a,b, c,d € R. Zbyva tedy dofesit, co je vlastné hodnotu ¢ - j. Hamilton potom oznagcil
soudin imaginarnich jednotek i - j jako novou imaginarn{ jednotku k. Cisla v tomto tvaru
se nazyvaji (Hamiltonovy) kvaterniony, pficemz mnozinu vSech kvaternionu znacime H.
Shrneme tedy prvky ve tvaru:

a—+bi + cj + dk,

kde a,b,c,d € R a i, j a k jsou imaginarni jednotky nazyvame kvaterniony. Soucet
kvaternionu je ziejmy (probihd po slozkach, stejné jako u komplexnich ¢isel). Abychom
mohli zavést soucin, musime znéat souciny imaginarnich jednotek. Tyto jsou definovany
nasledovné:
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k

Obrazek 8.1 Nésobeni komplexnich jednotek u kvaterniont.

Tato definice je inspirovéana nasledujicim ,kruhovym* schématem (viz Obrézek 8.1;
pii ndsobeni proti sméru Sipky je vysledek zdporny), kdy ndsobeni po sméru orientace
déva ve vysledku nésledujici ¢len a ndsobeni proti sméru dava prvek opaény (zaporny).
Vysledkem je, Ze plati nésledujici véta:

Veéta 57 Algebraickd struktura kvaternionu (H, 4+, -) tvori nekomutationi téleso.
Jesté jednim opakovanim principu zdvojeni dostaneme prvky ve tvaru:
a—+bi+cj+dk+ +el + fm+ gn + ho,
kde a,b,c,d,e, f,g,h € R, a navic i, j, k, [, m, n, a o jsou imaginarni jednotky (tedy
jejich druhd mocnina je rovnd —1). Takovéto ¢isla nazyvame oktoniony a mnozinu okto-

nionu zna¢ime Q. Operace s¢itani oktoniontu probiha po slozkach a ndsobeni je definovano
nésledujici tabulkou (resp. schématem z Obrézku 8.2).

i ikl [m][n] o]
|| =1 k| =3 | m|—=l|—-0]| n

gl -k | -1 7 n 0 [ | —m
k Ji — | =1 0o |—mn|m/| —I

L ||-m|—-n| —o |—1]| 1 Ji k

m [ —o| n | —|—-1|—-k

n ) —L|-m|—j| k |—-1] —2

ol —mn | m [ —k| =71 1 -1

Vysledna struktura jiz nema asociativni ani komutativni nasobeni, ale pouze alterna-
tivni (tj. (z-y)-y = z - (y-y)). Ve struktufe lze zavést mocniny a déleni nenulovym
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< , < m

n

Obrazek 8.2 Nasobeni komplexnich jednotek u oktonionu.

prvkem. Stejné jako vSechny dosud zkoumané ¢iselné struktury i oktoniony jsou v jistém
smyslu univerzalni strukturou, plati totiz, ze vSechny tzv. Hurwiczovy algebry (normo-
vané algebry s délenim) nad ¢iselnymi télesy jsou isomorfni s jednou ze struktur R, C, H
nebo O.

Ptripomenme, ze pravé oktoniony souvisi s Liovymi grupami, které ptredstavuji
vyznamné fyzikdlni struktury. Oktoniony pritahuji stdle vétsi pozornost teoretickych fy-
ziku, ktefi v této strukture hledaji univerzalni ¢asticovou teorii.
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Kapitola 9

Mocniny

V nésledujici kapitole si zavedeme zakladni typy mocnin a dokdzeme nékteré souvislosti.
Mocninu definujeme nasledovné:

Definice 20 Mé¢jme pologrupu G = (G, -). Potom definujeme pro libovolné x € G moc-
ninu " matematickou indukci tak, e ' = x a 2" =z - 2™

Nejprve si uvédomme, ze matematickou indukei (presnéji predpokladem patého Pea~
nova axiomu) lze pfimo dokézat, ze mocnina je pro libovolné n € N korektné definovéna.
V pripadé, ze v pologrupé uzivame misto multiplikativni symboliky - symboliku aditivni
+, potom se mocnina obvykle znac¢i n x x. Dokazeme si prvni vétu.

Véta 58 Jestlize G = (G, -) je pologrupa, potom pro libovolné prvky x,y € G a libovolnd
¢isla m,n € N plati*:
i) o™ g™ = pmtn
i) (™) = ™",
ii1) jestlize existuje neutrdlni prvek e, potom e = e,

n n

iv) jestlize je pologrupa komutationi, potom plati také (z - y)" = z™ - y™.

) ’
n+1 Necht nyn{ 2™ 2" = gz™*"

Dtuikaz: ad i) Podle definic soucinu plati z'-2" = z-2" = x
pro néktera pevné zvolend &isla m, n € N. Potom plati podle definice mocniny 2™+ - 2™ =
x-ax™- " =g g™ = g™t 7 principu matematické indukce plyne tvrzeni.

ad ii) Z definice mocniny dostavame (z™)! = 2™ = z'™. Nechf nyn{ pro néktera
libovolnd, ale pevné zvolend ¢isla plati (z™)" = 2™™. Potom vzhledem k dokézané ¢asti
véty plati (z™)"t! = 2™ . (2™)" = 2™ - g™ = g™t = 2+ Vzhledem k principu
matematické indukce je véta dokazana.

ad iii) Jisté plati e! = e. Jestlize e" = e, potom protoze e je neutrdlni prvek, plati také
et =¢.e¢" =e" = e e = e. Z principu matematické indukce plyne tato ¢ast véty.

ad iv) Z definice mocniny plyne (z - y)! = x -y = 2! - y*. Piedpoklddejme, Ze plati
navic (z - y)" = 2™ - y". Nyni vzhledem k definici mocniny a vzhledem k predpokladané

komutativité muzeme pocitat (z-y)" ™ = (z-y)- (x-y)" =z -y - 2"y =x- 2"y -y =
"Lyt 7 principu matematické indukce plyne tvrzeni. O
Vgimnéte si, jak vypadaji nasledujici vyroky piepsané do aditivn{ symboliky. Naptiklad i) m x z +

nxx=(m+n)xax, i) mx(nxz)=(m-n)xx apod.

89
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Lemma 19 Jestlize G = (G, ) je pologrupa s jednotkovym prvkem. Necht k nékterému
prvku x € G existuje inverzni prvek x—'. Potom pro libovolné n € N plati, Ze (x~1)" =

(z") ="

Duikaz: Tvrzeni dokdZeme matematickou indukeci. Nejprve (z!')™t = z71 = (z71)L
Predpokladejme proto nyni, ze plati pro nékteré libovolné, ale pevné zvolené n € N
rovnost (z")~! = (z71)". Potom také dostaneme (s ohledem na Lemma 1(iii)) (z~!)"™! =
b (ahHr =27t (2") 7 = (2-2™) 7! = (2™ 7L Lemma vyplyvé z principu matematické
indukce. 0

Definice 21 Méjme grupu G = (G, -). Potom pron € N je definovand mocnina v Definici
20 pro nulu plati 2° = e, kde e je neutrdlni prvek. Jestlize je prvek n € 7 zdporny
(tedy —m € N), potom definujeme mocninu " = (x=')™". Vzhledem k Vété 24 mdme
jednoznacné definovdno mocninu x* pro libovolné z € Z.

Véta 59 Jestlize G = (G, -) je grupa, potom pro libovolné prvky x,y € G a libovolnd éisla
m,n € Z plati:

i) ™ = gmtn,

i) (™) = ™",
ii1) pro neutrdlni prvek e plati e" = e,

iv) jestlize je grupa komutativni, potom plati také (z - y)™ = x™ - y™.
Dtikaz: V dukazu celé véty budeme velmi intenzivné vyuzivat Véty 58, tedy skutecnosti,
Ze tato véta je pro prirozené ¢isla dokézana.

i) Predpokladejme, ze m,n,€ Z. Pro ¢isla m,n € N je jiz véta dokdzana. Jestlize
m = 0, potom 2° - 2" = e- 2" = 2" = 2% (analogicky pro pifpad n = 0). Jestlize
—m,—n € N, a tedy také —m —n = —(m + n) € N, potom lze vzhledem k definici
mocniny a predchozi véteé pocitat 2™ - 2" = (z~1)™™ . (z71)™" = (z71)"m7" = g™t

Koneéné muze nastat piipad, kdy —m,n € N. Dikaz se zde rozpada na tii moznosti.
Nejprve —m < n, potom n+m € N a plati 2™ -z" = (z71) ™2™ = (z7™) L. p=m. g tm =
™™ (toto plyne ze skutecnosti, ze —m,n+n € N, a tedy podle Véty 58 x =™zt = x™).
Jestlize —m = n, potom m +n =0, a tedy 2™ - 2" = (z7™) - 2" = (2")' 2" =e =
2% = ™. Koneéné posledni moznost{ je, ze —m > n, kdy —(m + n) € N. Potom plati,
zex™. .z = (z7)yTm . g = ()T () 2™ = g ()T 2t = g

iii)Pro n € N je tvrzeni dokézano ve Vété 58(iii). Pro n = 0 tvrzeni ihned plyne
z definice. Koneéné, jestlize —n € N, potom e = (e7})™" = e.

ii) Tvrzeni dokdzeme analogicky jako v predchozim piipadé rozborem na jednotlivé
pripady. Jestlize m,n € N je tvrzeni totozné s Vétou 58(ii). Pokud m = 0, potom vzhle-
dem k dokdzané ¢asti véty plati (z9)" = e = e = 2° = 29", Analogicky pro n = 0.
V nésledujicich ¢astech budeme uzivat Lemma 19 . Jestlize —m,—n € N, a tedy také
m-n € N, potom platf, ze (z™)" = (((z71)™)7)™ = (7)) ™)™ = (@)™ =
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x(=mn) = gmn s Konecéné, jestlize —m,n € N, potom —m -n € N, a proto také plati
(:Em>n — ((x71>7m)n — (l‘fl)fm-n = pmn
iv) Jestlize n € N, potom je tvrzeni dokdzdno ve Véte 58(iv). Pro n = 0 plati (z-y)° =

e=¢c-e=a"-y° Pokud —n € N, potom vzhledem ke komutativité operace - a Vé&té 58

platf (z-y)" = ((z-y) ™) = (@) - (y™") =2y 0

9.1 Mocniny kladnych realnych cisel

V jistém smyslu nejpodstatnéjsi ¢dsti mocnin je definice mocniny (a tedy i obecné od-
mocniny) na redlnych ¢islech. Je jiz jedno, zda-li budeme pracovat s redlnymi ¢isly kon-
struovanymi Dedekindovymi fezy nebo pomoci fundamentédlnich posloupnosti. V tomto
okamziku budeme redlnd ¢isla vnimat jako usporddanou strukturu (R,+,-) s vétou
o supremu (a tedy i infimu). Pfipomenme jeste, ze téleso realnych ¢isel je archimedovské.
Mgjme libovolné kladné realné ¢islo x € R*. Dokdzeme, Ze mnozina

{y e R |y" <z}

je neprazdnd a shora omezend. V prvé fadé plati, ze pro libovolné z € R* existuje m € N
takové, ze plati % <m < m", a proto (%)” = # < z. Studovand mnozina je neprazdna.
Nyni budeme hledat horni zavoru této mnoziny. Jestlize 0 < x < 1, potom pro libovolné
y € RT takové, ze y" < x musi platit, ze y < 1 (v opaéném piipadé plati x < 1= 1" < y"
coz je spor). V tomto piipadé je horni zadvorou mnoziny ¢islo 1. Pokud 1 < z, a y" < x
potom y < z (jinak x < y davd 1 < y, a tedy y < y", coz dohromady dava = < y" —
spor). Méme dokdzano, ze vyse uréend mnozina ma hornf zdvoru (budto 1, nebo z). V
kazdém pripadé muzeme podle véty o supremu definovat:

Definice 22 Jestlize x € RT, potom pro n € N definujeme

Vo =sup{y € R [y" <z}

K tomu, abychom mohli vyslovit a dokézat zédkladni tvrzeni o mocninach, potiebujeme
nasledujici technické tvrzeni.

Lemma 20 Jestlize n € N je takové, Ze 1 < n, a necht x € R je takové, Ze 0 < z < 1,
potom (1 —z)" > 1—nzx

Duikaz: Lemma dokdZeme matematickou indukei. Pron = 2 plati (1—2z)? = 1—-2zx+22 >
1 — 2z. Predpoklddejme nyni, ze (1 — z)" > 1 — nx. Potom lze pocitat:
1—2)" = 1—2)-1—2)">
= (1—-2)-(1—nzx)=
= 1—(n+1z+na*>
> 1—(n+1)x.
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Véta 60 Meéjme kladnd redind c¢isla x,o € RT a prirozené ¢islo n € N takové, ze 2 < n,
potom plati:
i) Jestlize o < x™, potom existuje y € Ry < x spliujici o < y™.

ii) Jestlize x™ < «v, potom ezxistuje y € RT;x <y splnujici y" < a.

Diikaz: i) Protoze plati a < 2", potom 0 < 5 < 1. Z tohoto plyne, ze 0 <1 — 5 <1, a
proto také

1 o 1
O<—-<1——><—<1.
n xm n

)

0<1—l-<1—3><1,

n xn

Oznacime si

Protoze opét

plati také y < z. Kone¢né uzitim Lemmatu 20 dostavame:

ii) Jestlize 2™ < «, potom é < fn = (%)" Podle dokazané ¢asti véty existuje y < %
takové, ze = < y". Nynf jiz je snadno videt, ze plati z < é a soucasné (i)" = yin < a.

Hledana hodnota je proto % 0

Nyni jiz muzeme vyslovit a predevsim dokazat znama tvrzeni, kterd u odmocnin au-
tomaticky ocekavame a dobfe zname.

Véta 61 Necht n € N a x € R, potom ¢islo {/x je jediné kladné redlné éislo, jehoZ
n-tou mocninou je pravé ¢islo x.

Dikaz: Dokazeme, ze pro kladna realnda cisla plati x < y tehdy a jen tehdy, jestlize
™ < y". Implikace zleva doprava plyne snadno z monoténnosti ndsobeni kladnym ¢islem.
Jestlize ™ < y" plati tak, ze x £ y, potom z trichotomie usporadani plyne y < x. Nyni
diky monoténnosti nasobeni kladnym ¢islem dostavame y"™ < x™, coz je spor.
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Nyni zvolme libovolné z € R*, jehoz odmocninu budeme studovat. Z dokézaného
plyne, ze mnozina M = {y € R |z < y"} je pravé mnozinou hornich zadvor mnoziny
N = {y € RT|y" < z} (jestlize y; € N a y, € M, potom plati yi" < x < y%, a tedy
Y1 < 19; opacné, pokud z je horni zavora mnoziny N a soucasné z" < z, potom podle
Véty 60(ii) existuje w € RT takové, ze z < w a w™ < z, proto w € N, a tedy z nen{ horni
zavora mnoziny N, coz je spor; dokazali jsme, ze horni zavora z mnoziny /N musi spliovat
x < z2").

Dokézali jsme, ze /z = sup{y € RT|y" < z} = min{y € R" |z < "} (supremum
je nejmensi horni zévora). Proto plati < (/z)". Pokud by platilo z < ({/z)", potom
podle Véty 60(i) existuje y € RT takové, ze y < /x a soucasné z < y™. Proto y € M (coz
je spor, protoze podle definice je {/x nejmensi prvek mnoziny M).

Dokézali jsme, ze & = (/z)™. Pokud navic existuje y € RT takové, ze y" = x = (/x)",
potom podle prvniho odstavce tohoto dukazu musi také platit y{/x) (protoze y" < (/z)"
ay" > (Yr)" dava y < {/x a y > {/x). Proto existuje jedind kladna n-t4 odmocnina
¢isla x. OJ

Apardt odmocniny ndm umoznuje na kladnych realnych ¢islech zavést mocninu s libo-
volnym raciondlnim exponentem. Protoze (RT, -) je komutativn{ grupa, méame jiz korektné
definovény celo¢iselné mocniny (viz Definice 21 a Véta 59).

Lemma 21 Méjme libovolné x € R*. Potom plati:
i) Jestlize p € Z a q € N, potom plati:
vl = (\’/E)q,
ii) Pokud p1,ps € Z a q1,q2 € N jsou takové, zZe plati %

VPt = R/ xp2.

Diikaz: i) Podle Véty 59 platf ((¢/2)")" = (/)" = ((¢/z)")? = 2%. Z Véty 61 o odmoc-
niné a z predchozi rovnosti plyne ¥/r? = (¥/x)?.
ii) Z rovnosti % = % ihned plyne rovnost p; - ¢o = ps - ¢1. Oznac¢me tuto hodnotu

m = pi - g2 = P2 - q1, potom pocitejme:

(V)" = ()" = () ) = o
- = ()Y = (95)" - ()

Diky Véty 61 muzeme najit m-tou odmocninu z levé a pravé strany dokdzané rovnosti,
coz ptimo dokazuje nasSe tvrzeni. OJ

=2 Potom:
a

Definice 23 Jestlize § € Q je takové, zZe ¢ € N (toto lze predpokladat bez tijmy na

obecnosti, protoze § = :—z a q#0) a libovolné x € RY, potom definujme:

o= Y (= (VE)).
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Diky Lemmatu 21ii) vime, ze predchozi definice je korektni (tedy hodnota definované
mocniny nezavisi na volbé reprezentanta zlomku). Toto navic umoznuje dokézat analo-
gicky i nasledujici vétu.

Véta 62 Pro libovolné proky x,y € RT a libovolnd raciondlni ¢isla §, %, IZ—E € Q plati:

P1 P2 Pl P2
Z’) xa . a2 :xq1+q2

n) (;p%)% = x%'%,

iii) 1a =1,
w) (z-y)
Dukaz: i) Diky

P
9 =

Véte 59(iv) muzeme pocitat:

P P2\ 4192

(5(; a1 . g(;llz) = (

_ < 1 ij1>(h'q2 ) ( ,—xp2>ql'q2 _

(vem)")" (7)) =

—  gPre . pp2a —

pPraztp2ar —

. q1-92

= < a1 "3/$p1-q2+p2~q1) —
P1-92+p2-q1 \ 91°92

fr (.T q1°92 > e

P1, P2\ 41°G2
= <x q1 +q2 ) .

Podle Véty 61 muzeme provést ¢; - ge-odmocninu z dokazané rovnosti, kterd dokoncuje
dukaz.
ii) Analogicky jako v predchozim piipadé plati:

((#)%)"" - (( (r)>>:
= ((ve)")" =
= ((ve)")" =

— (l.pl )p2 —

— P2 —

q1-92

p1-P2\ 91°92
frnd (.ZU q1-92 > .
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Odmocnime-li dokazanou rovnost ¢ - go-tou odmocninou, dostaneme tvrzeni:
iii) Pro p € N plati 1? = 1 (podle Véty 59(iii)). Proto také v/1 = 1 (viz Véta 61).
Dohromady dostavame 10 = V1r = /1 = 1.
iv) Podle predchozich vét opét muzeme pocitat:
2} r\4 q
(xq . yq) = (\q/xp . W) =
— (1‘1/33]))(1 . (W)q —

= ij-yp:

= (q(x.y)p>q:
= ((l’-y)%)q.

Najdeme-li ¢g-tou odmocninu z hledané rovnosti, dostaneme hledanou vétu. O]

Dosavadni teorie 1ze jesté rozsitit o mocniny kladnych realnych ¢isel realnou mocninou.
Jestlize a € Rt a 2 € R, potom lze definovat mocninu a® jako

. | inf{aY|y € Q anavic z <y}, jestlize plati 1 <a,
| sup{a¥|y € Q a navic z <y}, jestlize plati 1 > a.

K tomu, abychom dokazali predchozi véty i pro tuto mocninu, musime dokéazat spojitost
funkce f(z) = a®. Zajemce odkazeme na podrobnéjsi literaturu (napf. [BII, BIII)).
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Kapitola 10

Pozi¢ni ciselné soustavy

Zékladnim zpusobem zapisu ¢isel je takzvany z-adicky zapis, kde z € N je libovolné
prirozené c¢islo takové, ze 1 < z. Pro nas nejobvyklejsi dekadicky zapis neni vzdy
nejvyhodnéjsi (napiiklad pocitacova véda pracuje s bindrni nebo hexadecimdlni — tj.
Sestnactkovou — soustavou). Zakladni myslenka z-adického zapisu je obsazena v nasledujici
vete.

Veéta 63 Jestlize z € N je takové, Ze 1 < z, potom pro libovolné n € N existuje jedindg
posloupnost proki ag, .. .,ar € {0,1,...,2 — 1}, kde ap # 0 spliugici

n=apz’ + a2zt + - + a2

Diikaz: Libovolné éislo n miuzeme délit se zbytkem é&fslem z.!' Z konecnosti kazdého
¢isla n € N plyne, ze existuji koneéné posloupnosti prvku rg,7,...,7, = 0 € N, dale
ap,...,a, €40,...,z — 1} takovych, ze plati:

n = z-r9-+ ao,
rg = Z2-7r1+aq,
Tio1 = Z2-7T;+a,
Th1 = Z- T+ ag.
Nyni dokazeme, Ze posloupnost ag,...,a; je mnami hledanou posloupnosti.

Z predchozich rovnosti a ze skutec¢nosti, ze r, = 0, dostavame:

ag = N —Z2-To,
aq = To—<-T1,
a; = Ti-1— &2 Ty

1Vydélime se zbytkem ¢islo n ¢islem z. Nejprve vezmeme maximalni m € N takové, ze n > m - z.
a poté oznac¢ime r = n — m - z. Snadno 0 < r < z (jinak by platilo, ze n > (m + 1) - z, coz je spor
s maximalitou m). Potom plati, ze n = m - z + r. Plat{ tedy, Zze n : 2 = m se zbytkem r.
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ag—1 = Tp—2 — 2 Tk-1,
a = Tk—1-
Proto také plati:
Ao = n—=z-ro,
zZ-ap = Z'To—ZQ'Tl,
Zea; = 2Vriig— 2o,
k—1 k—1 k
z cAg—1 = Z Tk—2 — 2 - Tk-1,
Zk ap = Zk Tk—1

Nyni secteme predchozi rovnosti:

a0+z.a1+...zz.ai+...+zk_1.ak_1+zk.ak:

n—z-ro+z-rog—22 T4+ 2 =2 e =2 2R =0
Opacné, plati-li rovnost

n:a0z0+a1zl+---~|—akzk

za danych podminek véty, potom je posloupnost ay, ..., a, evidentné posloupnost zbytku
pri postupném déleni ¢isla n ¢islem z. Protoze takova posloupnost je jedind, je také
dokazana véta. O

Posloupnost prvku ag, - - -, a, obvykle slouzi k takzvanému z-adickému zapisu cisla.
Obvykle postupujeme tak, ze kazdému z ¢isel 0, - - -, z — 1 pritadime jeden znak (¢islici) a
potom posloupnost ¢islic arag_1 - - - a1ag je zapisem naseho cisla v z-adické soustave.

Dukaz predchozi véty nam navic dava ndvod, jak najit prislusny z-adicky rozvoj pro
konkrétni ¢islo. Naptiklad, budeme se snazit najit trojkovy zapis ¢isla 1025. Potom plati:

1025 = 3-341+2
341 = 3-113+2
113 3-37+2
37 = 3-12+1
12 = 3-4+40

4 = 3-1+1
1 3-0+1.
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Potom trojkovy zapis ¢isla 1025 je 1101222. Opaé¢né snadno ovérime, ze plati:
1025=2-3"+2-3"+2-3*+1-3*+0-3"+1-3°+1-3°

Zapis celého ¢isla v z-adickém rozvoji lze jiz jednoduse rozsitit ze zapisu prirozenych
¢isel, a to predevsim diky Véty 24, kterd iikd, 7ze kazdé celé ¢islo je bud'to nulou nebo
prirozenym ¢islem, nebo je opacnym ¢islem k prirozenému ¢islu. Proto pridanim 0 a ¢isel ve
tvaru —agak_1 . . . ag, kterd predstavuji zaporna cisla, dostavame zapis libovolného celého
¢isla.
desitkové soustavy tento rozvoj nazyvame desetinnym rozvojem). Hlavni myslenka této
konstrukce je zapis realného c¢isla pomoci ¢lenu snadno konstruovatelné fundamentalni
posloupnosti. Méjme realné ¢islo z € R takové, ze 0 < x < 1, potom plati, ze 0 < z-x < 2

a tedy existuje maximalni ¢islice a; € {0,...,z— 1} takovd, ze a; < z-x a proto plati, ze
0<z-x—a; <1. Oznacime-li x5 = z - x — a;, muzeme uvahu opakovat (tedy dostaneme
as € {0,...,z — 1} spliujici 0 < z - 29 — ay < 1). Celkové dostdvame posloupnost ¢islic
ai,y ..., a;,... €{0,...,z—1} takovych, ze z,41 = z - x; — a;, kde © = x,. Z tohoto piimo
dostavame rovnosti:
ai )
—_— = — —
z
@i Ty T
P - Zz—l Zi

Vezmeme-li libovolné n € N, potom také plati

n
a; Tnt1
— =T .
Al AL
i=1

Uvédomime-li si navic, ze 0 < x,, < 1 plati pro vSechna n € N, a tedy také 0 < % < Zin,
potom muzeme dedukovat, ze lim 2 = 0. Dohromady proto plati

Z"

n
. a; . Tn+1 . Tn+1
lim E — = lim (SL’— = > = — lim ( ) =2 — 0=z
n—o0 4 I yAd n—00 AL n—o00 AL
1=
Posloupnost cislic ajas . .. a; ... jednoznaéné urcuje ¢islo x € R takové, ze 0 < x < 1,
a to tak, ze
n
. a;
lim g — =2
n—o00 YAl
i=1

Jak bylo navic ukézano vyse, ke kazdému takovému x dand posloupnost (¢iselny rozvoj)
existuje. Tohoto vyuzivame k zapisu kladného reélného ¢isla. Libovolné kladné redlné ¢islo

z € Rt muze byt zapsdno jako posloupnost ¢islic a,an,_1 ...aga_; ..., kde plati
—00
a;
r = —.
Z’L
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Jistou nevyhodou je, ze v piipadé, kdy pro vSechny ¢islice od nékterého ay, plati a; = z2—1,
m4 jedno ¢islo dva mozné zépisy (typickym pifkladem je 0,9 = 1). Protoze se jednd
o jedinou nejednoznacnost, uzivame takovéhoto zapisu redlnych ¢isel velice casto.

Desetinny zapis realnych ¢isel je ve skutecnosti urcéeni redlného cisla podle funda-
mentalni posloupnosti (posloupnost m4 limitu, a proto je podle Véty 41 fundamentalni).
Vypocty s desetinnym zapisem se vyborné algoritmizuji, coz pfineslo vyznamny rozvoj
celé aritmetice.



Kapitola 11

Zakladni kritéria délitelnosti celych
Cisel

Ukazeme si zdkladni moznosti k ur¢ovani kriterii délitelnosti malymi ¢isly v oboru integrity
Z. Kapitola prezentuje pouze nejzakladnéjsi metody urcovani kritérii.

Piipomenme, Ze na mnoziné celych ¢isel zavadime relaci takovou, ze z|y plati tehdy
a jen tehdy, jestlize existuje z € Z takové, ze x - z = y. Potom tuto skute¢nost ¢teme ,x
deli y«.
Definice 24 Rekneme, Ze dvé ¢isla x,y € 7 jsou ekvivalentni modulo n, kde n € N
je libovolné, ale pevné zvolené éislo, plati-li n|x — y. Tuto skutecnost potom zapisujeme
r=y (modn).

Definice nam vlastné iika, ze dvé celd ¢isla jsou ekvivalentni v relaci x =y (modn),
praveé kdyz maji stejny zbytek pii déleni ¢islem n.

Véta 64 Relace v = y (modn) je kongruence na oboru integrity (tedy okruhu) Z. Fak-
torové okruhy potom nazyvame okruhy zbytkoviych trid a znacime je Z,.

Dikaz: Protoze n-0 = 0 = x —x, plati n|z —z a také x = = (modn) pro libovolné z € Z.
Relace je tedy reflexivni. Jestlize x = y (modn), potom n|z — y, a proto existuje z € Z
takové, ze n-z = x—y. Snadno nyni platin-(—z) = —(z—y) = y—=z, atedy y =  (modn).
Relace je proto také symetricka. Predpokladejme nyni, ze x =y (modn)ay =z (modn),
potom n|x —y a n|y — z. Existuji proto hodnoty z1, 2o € Z takové, ze platin-z; =x—y a
n-zy = y—z. Dostdvame také rovnost n-(z1+22) =n-z14+n-20 = (r—y)+(y—2) = v—=2.
Proto plati n|z — z a také x = z (modn). Dohromady jsme dokézali, ze relace = je relace
ekvivalence.

Jestlize x1 = y; (modn) a x5 = yo (modn), potom také n|r; — y; a n|ry — ya. Opét
takto dostavame existenci ¢isel 2z, 2o € Z takovych , Zze n-zy =x1 —yi an- 2o = o — Yo.
Proton-(z1+2) =n-z1+n-20 = (21 —y1) + (x2 — y2) = (21 + x2) — (y1 + y2). Dokazali
jsme, ze plati n|(z1 + 1) — (22 + y2), a tedy také z1 + xo = y1 + y2 (modn).

Déle muzeme pocitat:

T Tog— Y1 Y2 = X1 T2 —T1 Yo +T1 Yo —Y1-Yo=
= w1 (T2 —y2) tp- (01 —y1) =
= xl.n.22+y2.n.21:

n- (- 2+ 21).
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Proto plati n|zy - 23 + y1 - y2 a dohromady také x; - 29 = y1 - yo (modn). O

Predchazejici véta nam dava jiz dostatecny aparat k nalezeni kritérii délitelnosti jed-
notlivymi ¢isly.
Pripomenme, ze libovolné prirozené ¢islo a € N reprezentujeme pomoci dekadického
zapisu
n
ApQp—1...0A100 = Z 1OZ - Q; = Qg + 10&1 + 100@2 + -+ 10"an,
=0

kde ayg, ..., a, jsou ¢islice v rozmezi 0 az 9.

Kritérium délitelnosti cislem 2.
Snadno ovérime, ze plati 10 = 0 (mod 2), a tedy pro n € N takové, ze 1 < n plati
také 10" =10-10""1 =0-10""' =0 (mod2). Proto také

ap + 10a; + 100ay + - - - + 10"a, = ag + 0ay + - - - + 0a,, = ap (mod 2).

Timto jsme dokazali, ze ¢islo a dava pii déleni ¢islem 2 stejny zbytek jako ¢éislice ag, a
tedy a je délitelné 2 tehdy a jen tehdy, kdyz ag je délitelné 2. Navic posledni ¢islice je
délitelnd dvéma jenom v pripadé, ze se jedna o nékterou z nasledujicich ¢éislic 0, 2, 4, 6 a

8.

Kritérium délitelnosti cislem 3.
Plati 10 = 1 (mod 3), a tedy také 10" = 1™ = 1 (mod 3) pro vSechna n > 1. Nyni
muzeme pocitat:

ag + 10a; + 100ag + - - - + 10"a, = ag + a1 + - - - + a, (mod 3).

Proto ¢islo a dava pii déleni cislem 3 stejny zbytek jako ¢islo ag + - - - + a,,. Dohromady
muzeme tici, ze ¢islo a je délitelné 3, prave kdyz jeho ciferny soucet (soucet ¢islic v
dekadickém zédpisu) je délitelny cislem 3.

Kritérium délitelnosti ¢islem 4.
Plati ekvivalence 100 = 0 (mod4). Proto také pro kazdé n > 2 muzeme pocitat
10" =10""2-100 =10""2-0=0 (mod4). Plat{ proto také:

ag + 10a; + 100as + - - - + 10"a,, = ag + 10a; + Oas + - - - + 0a,, = ag + 10a; (mod 4).
Dokézali jsem, ze ¢islo je délitelné 4 praveé kdyz jeho posledni dvojcisli je délitelné 4.
Kritérium délitelnosti ¢islem 5.

Jelikoz 10 = 0 (mod 5), plati také pro kazdé n > 1, ze 10" = 10- 10" =0-10"! =
0 (modb5). Dohromady dostavame:

ag + 10a; +100ag + - - - + 10"a, = ag + 0ay + - - - + 0a,, = ag (mod 5).
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Dokézali jsme, ze ¢islo a je délitelné 5, praveé kdyz jeho posledni ¢islice ag je délitelnd
péti. Navic ag je délitelna 5 jenom v ptipadé, Ze se jedna o 0 nebo 5.

Kritérium délitelnosti ¢islem 6.

Jestlize plati 6|a pro a € Z, potom existuje z € Z takové, ze 6z = a, ale také 2-3-z = a.
Proto 2|a a 3|a.

Predpoklddejme opacné, necht 2|a a 3|a, potom a je spoleénym ndsobkem &isel 2 a 3.
Proto také (podle definice nejmensiho spoleéného nasobku) plati nsn(2, 3)|a, a tedy 6|a.

Dohromady jsme dokézali, ze ¢islo a je délitelné 6, prave kdyz je délitelné 2 a 3.

Kritérium délitelnosti cislem 7.

Vidime, ze plati 10 = 3 (mod 7). Proto 10> = 3% = 2 (mod7) a konetné 10° =
10210 =2-3=6 = —1 (mod 7). Z uvedeného poznatku muzeme usoudit, Ze pro viechna
n > 3 plati 10" = 10% - 10" 3 = —10"2 (mod 7), a proto také plati:

ao + 10a; +100ag + - - - + 10"a, = ap + 10a; + 100as — a3 — 10ay — 100as + ag - - - (mod 7).

Dohromady dostavame, ze ¢islo a je délitelné 7 tehdy a jen tehdy, je-li 7 délitelné ¢islo
aga10g — A50403 + aAgGrQg — * * - .

Kritérium délitelnosti cislem 8.
Plat{ 1000 = 0 (mod 8), a proto pro vechna n > 3 plati 10" = 10*-10" 2 = 0-10"3 =
0 (mod38). Plati proto:

aop+ 10a; +100as + - - - +10"a, = ag+ 10a; +0as + - - - + 0a,, = ag + 10a; + 100az (mod 8).

Dohromady jsme dokazali, ze ¢islo a je délitelné 8, pravé kdyz jeho posledni trojcisli
je délitelné 8.

Kritérium délitelnosti cislem 9.
Plat{ 10 =1 (mod9), a tedy také 10" = 1" =1 (mod9). Nyni muzeme pocitat:

ag + 10a; + 100ay + - - - + 10"a,, = ap +a; + -+ - + a,, (mod9).

Proto muzeme Ttici, ze ¢islo a je délitelné 9, pravé kdyz jeho ciferny soucet je délitelny
¢islem 9.

Kritérium délitelnosti cislem 10.
Plat{ 10 = 0 (mod 10), a tedy pro n € N takové, ze 1 < n, plati také 10" = 10-10""! =
0-10"'=0 (mod10). Proto také

ap + 10a; + 100ay + - - - + 10"a, = ag + 0ay + - - - + 0a,, = a¢ (mod 10).
Proto je a je delitelné 10, tehdy a jen tehdy, kdyz ao je déliteln¢ 10. Navic posledni
¢islice je délitelna 10 jenom v piipadé, ze se jednd o 0. Cislo a je délitelné 10 prave kdyz
ap = 0.
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Kritérium délitelnosti ¢islem 11.
Plati, ze 10 = —1 (mod 11), proto pro kazdé n € N plati, ze 10" = (—1)" (mod 11).
Proto plati, ze

a0+10a1+100a2+-~—|—10"anan—a1+a2—a3+-~~ (modll)

Dokazali jsme proto, ze a je délitelné ¢islem 11 tehdy a jen tehdy, je-li ¢islem 11
délitelné cislo ag — aq +as —as + - - -.
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