32. TURNAJ MEST - poDzIMN{ CAST
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

1. V jisté zemi je 100 mést (mésta povazujte za body v roving). V privodci touto
zemi je uvedena vzdalenost mezi kazdymi dvéma z nich (celkem je to 4950 udajt).

a) Jedna ze vzdédlenosti byla v priivodci smazdna. Rozhodnéte, zda lze tento
udaj na zakladé znalosti zbyvajicich vzdéalenosti vzdy zjistit.
(2 BODY)
b) Pfedpoklddejme, Ze bylo smazano k z téchto tdaji a vime, Ze v této zemi
zaddna tii mésta ,nelezi“ na téze primce. Urcete nejvétsi moznou hodnotu
k, pro niz lze vZdy zjistit vSechny smazané udaje (vzdalenosti) na zakladé
znalosti zbyvajicich udaji (vzdalenosti).
(3 BODY)

2. Na kruhové draze vyjelo v jednom okamziku stejnym smérem z jednoho bodu
konstantnimi, navzajem riznymi rychlostmi 2N cyklistt. Jestlize se dva cyklisté
po startu znovu objevi ve stejny ¢as na stejném misté, nazveme tento okamzik
jejich setkdnim. Do 12:00 hod. se libovolni dva cyklisté setkali alespon jednou,
pricemz se nikdy nesetkali tfi a vice cyklistd v jednom okamziku. Dokazte, ze
kazdy z cyklist@i absovoval do 12:00 hod. alespoii N? takovych setkdnd.

(6 BODU)

3. V roviné je dan mnohothelnik. Délku kazdé jeho strany délime souctem délek
vSech zbylych stran a pak vSechny tyto hodnoty (zlomky) secteme. Dokazte, Ze
vysledny soucet je mensi nez 2.

(6 BODU)

4. Dva magové spolu soupefi. Na pocatku se oba nachézeji 100 m nad morem. Mo-
hou stridavé vyslovit zaklinadlo: ,,Chci snizit svou vysku nad mofem o am a
soucasné snizit vysku soupere nad morem o bm*“. Kazdy z magi ma k dispozici
stejnou knihu zaklinadel, ktera se mohou pii jejich volbé opakovat. Cisla a, b jsou
redlnd (0 < a < b) a liSi se pouze pro rtizna zaklinadla. Vyhraje ten z magu,
ktery dosahne toho, Ze po vysloveni svého zaklinadla je jeho vyska nad motfem
déana kladnym ¢islem, avsak soupefova nikoliv. Existuje takova kniha zaklinadel,
ze druhy mag vyhraje bez ohledu na strategii prvniho. Predpokladame pfitom,
Ze pocet vSech zaklinadel je:

a) koneény (2 BODY). b) nekone¢ny (5 BODU).

5. Ctyithelniku ABCD je vepsana kruznice se stiedem O, pfi¢emz bod O nelezi na
zadné z jeho uhlopticek. Vime dale, zZe stfed kruznice opsané trojahelniku AOC
lezi na primce BD. Dokazte, ze stfed kruznice opsané trojuhelniku BOD lezi na
pfimce AC.

(8 BODU)

6. V kazdém poli tabulky 1000 x 1000 je bud nula, nebo jednic¢ka. Dokazte, ze bud
lze vyskrtnout 990 Ffadkt tabulky tak, ze v libovolném jejim sloupci bude aspon
jedna nevyskrtnutéd jednicka, nebo ze lze vyskrtnout 990 sloupct této tabulky
tak, ze v libovolném jejim fadku bude aspoii jedna nevyskrtnutéd nula.

(12 BODY)

7. Ctverec ABCD je roziezan na shodné pravotihelniky s celo¢iselnymi délkami
stran. Necht utvar F' je sjednocenim vSech pravothelniki, které maji aspor jeden
spoleény bod s thloprickou AC'. Dokazte, ze thlopticka AC puli obsah utvaru F.

(14 BODU)



32. TURNAJ MEST - poDzIMN{ CAST
(Kategorie JUNIOR — soutézni tlohy)

. V roviné je dana pfimka. Pomoci pétikoruny sestrojte dva body libovolné pfimky
k ni kolmé. Jsou pritom povoleny nasledujici dvé operace: 1. vyznacit bod, prilozit
k nému pétikorunu a obtdhnout ji, 2. vyznacit dva body (vzdalené méné nez
primér pétikoruny), pfilozit k nim pétikorunu a obtdhnout ji. Neni mozné ptilozit
pétikorunu k primce tak, aby se ji dotykala.

(4 BODY)

. Petr umi na libovolné tsecce vyznacit body, které tuto tisecku puli nebo ji déli
v pomérun : (n+ 1), kde n je libovolné pfirozené ¢islo. Petr tvrdi, Ze mu to stacéi
k tomu, aby na vyznacené tsecce nasel bod, ktery tuto tsecku déli v libovolném
zadaném racionalnim poméru. M4 pravdu?

(5 BODU)

. Na kruhové draze vyjelo v jednom okamziku stejnym smérem z jednoho bodu
konstantnimi, navzajem riznymi rychlostmi 10 cyklistti. Jestlize se dva cyklisté
po startu znovu objevi ve stejny ¢as na stejném misté, nazveme tento okamzik
jejich setkdnim. Do 12:00 hod. se libovolni dva cyklisté setkali alespon jednou,
pricemz se nikdy nesetkali tfi a vice cyklistid v jednom okamziku. Dokazte, Ze
kazdy z cyklistd absovoval do 12:00 hod. alespon 25 takovych setkdnsi.

(8 BODU)

. Pravothelnikovéa tabulka slozend ze ¢tverci byla rozdélena na domina slozena ze
dvou ¢tverct. V kazdém dominu byla zakreslena jedna uhlopticka. Ukazalo se,
ze zadné dvé uhlopticky nemaji spole¢ny koncovy bod. Dokazte, Ze pravé dva ze
CtyT vrcholu pravotuhelnikové tabulky jsou koncovymi body thlopticek.

(8 BODU)

. Je dan pétithelnik. Délku kazdé jeho strany jsme vydélili souc¢tem délek zbyva-
jicich ¢tyf stran. VSechny podily jsme secetli. Ukazte, ze tento soucet bude vzdy
mensi nez 2.

(8 BODU)

. Na vysce BH ostrouhlého trojahelniku ABC jsme vyznadili libovolny bod P.
Necht A’ a C’ jsou po fadé stfedy stran BC' a AB. Kolmice k pfimce CP pro-
chézejici bodem A’ protina kolmici k AP prochézejici C’ v bodé K. DokaZte, Ze
bod K ma4 stejnou vzdéalenost od bodu A a C.

(8 BODU)

. U kulatého stolu sedavd na poradé N rytifta. Kazdé rano je rozesadi ¢arodéj
Merlin v jiném pofadi. Od druhého dne povolil Merlin rytifim udélat béhem dne
nékolik presazeni nasledujicim zptusobem: dva rytifi sedici vedle sebe se vymeéni,
prave kdyz nesedéli vedle sebe prvni den. Rytifi se snazi sedét v témz poradi jako
néktery z predchazejicich dnti, potom porada pfedcasné konci. Urcete nejvyssi
pocet dntli, po které muze Merlin rytife rozesazovat tak, aby porada pred¢asné
neskoncila. (Rozesazeni, kterd vzniknou jedno ze druhého otoéenim kolem stolu
se povazuji za shodna. Merlin u stolu nesedi.)

(12 BODU)



