30. TURNAJ MEST — JARN{ GAST
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

. Pravothelnik je rozdélen na nékolik mensich pravoihelnikt. Rozhodnéte, zda pro
kazdou dvojici mensich pravothelniki miize existovat tsecka, jejimiz krajnimi
body jsou stfedy téchto dvou pravouhelnikd, kterd protind néktery dalsi (tfeti)
pravouhelnik.

(4 BODY)

. Je dana nekone¢ni posloupnost navzajem rtznych prirozenych cisel. Vime, ze
kazdy ¢len této posloupnosti (kromé prvniho) je bud aritmetickym, nebo geome-
trickym primérem dvou sousednich ¢lenti. Rozhodnéte, zda vSechny ¢leny této
posloupnosti (od jistého ¢lenu poéinaje) jsou pouze aritmetickymi prameéry nebo
pouze geometrickymi prumeéry sousednich dvou ¢lend?

(4 BODY)

. Na kazdém poli étvercové desky 10 x 10 stoji jedna Sachovéa figurka. Zvolime
libovolnou diagonélu, na niz je stoji sudy figurek, a odebereme z této diago-
naly nékterou figurku. Urcete, jaky nejvétsi pocet figurek lze timto zptsobem
postupné odebrat z dané ¢tvercové desky.

(6 BODU)

. Rovnobéznostén je rozdélen tfemi rovinami na osm Sestisténti tak, ze jejich stény
tvoii ¢tyfthelniky (kazdd z téchto rovin protind vzdy dvé protilehlé stény rov-
nobéZznosténu a soucasné neprotind zadnou z jeho zbyvajicich stén). Jestlize lze
nékterému z uvazovanych Sestisténi opsat kulovou plochu, lze ji opsat kazdému
z téchto Sestisténti. Dokazte.

(6 BODU)

. Necht (}) je pocet zptisobi1, kterymi miizeme (bez ohledu na jejich pofadi) vy-
brat k pfedmétt z mnoziny n riuznych predmeétt. Dokazte, ze jestlize k a [ jsou
prirozena ¢isla vétsi nez 1 a mensi nez n, potom prirozend ¢isla (Z) a (7;) maji
spole¢ného délitele vétsiho nez 1.

(8 BODU)

. Je dano pfirozené ¢islo n > 1. Dva hraci stf¥idave oznacuji body na kruznici, prvni
¢ervenou barvou, druhy modrou barvou. Jakmile je oznaceno n kazdé barvy, hra
konc¢i. Kazdy z hrac¢i pak najde na kruznici nejdelsi oblouk, jehoz krajni body
tvori body obarvené jeho barvou a pritom neobsahuje zadny dalsi obarveny bod.
Vyhrava ten z hracu, ktery najde delsi kruznicovy oblouk s danymi vlastnostmi
(v ptipadé, kdy oba nalezené oblouky maji stejou délku nebo pokud zéddny z hract
nenajde na kruznici Zadny oblouk danych vlastnosti, kon¢i hra nerozhodné).
Urcete, ktery z hra¢t muze vzdy zvitézit (bez ohledu na protivnikovu strategii).

(9 BODU)

.V pamétové burtice pocitace je ulozeno prirozené ¢islo 6. Pocitac provede milion
krokid. V n-tém kroku zvét$i obsah pamétové buiiky o hodnotu nejvétsiho spo-
leéného délitele prirozeného ¢isla v této bunce a cisla n. Dokazte, ze v kazdém
kroku zvétsi pocita¢ obsah pamétové buiiky bud o ¢islo 1, nebo o prvodiselnou
hodnotu.

(9 BODU)



30. TURNAJ MEST — JARN{ CAST
(Kategorie JUNIOR — soutézni tlohy)

. Véaclav a Petr hraji nasledujici hru: Na tabuli napsana ¢isla ﬁ a ﬁ. V kazdém
tahu zvoli Vaclav libovolné redlné ¢islo z, Petr pak vybere jedno z ¢isel na tabuli
a pricte k nému z. Vaclav zvitézi, bude-li po nékolika tazich jedno z ¢isel na
tabuli rovno 1. Muze vyhrat Vaclav nezavisle na Petrovych tazich?

(3 BODY)

. a) Ukazte, Ze existuje mnohothelnik, ktery mtize byt rozdélen tiseckou na dva
shodné utvary tak, Ze jedna ze stran mnohothelniku je touto tseckou rozdélena
na poloviny a jina strana rozdélena v poméru 1 : 2.

(2 BODY)

b) Rozhodnéte, zda existuje konvexni mnohothelnik s touto vlastnosti?
(3 BODY)

. Na kazdém poli Sachovnice 101 x 101 (kromé stfedového pole) je jeden ze dvou
znakii ,,odboéit* a ,pfimo“. Sachové figurka ,masinka“ se pohybuje po Sachov-
nici. Masinka ,,pFijizdi“ k Sachovnici kolmo k okraji Sachovnice (smérem dovnitt)
a svou cestu za¢ind v nékterém krajni poli Sachovnice. Jestlize se dostane na
pole se znakem ,,pfimo“, pokracuje na dalsi policko tymz smérem, dostane-li se
na policko se znakem ,odbocit“, pokracuje na jedno ze dvou sousednich poli (li-
bovolné), které lezi ve sméru kolmém ke sméru pohybu masinky. Ve stfedovém
policku Sachovnice je nadrazi. Je mozno rozmistit znaky ,,odboc¢it“ a ,pfimo“ na
Sachovnici tak, aby masinka nemohla ,dojet* do nadrazi?

(5 BODU)

. Je dana nekone¢né posloupnost navzajem ruznych prirozenych cisel. Vime, ze
kazdy ¢len této posloupnosti (kromé prvniho) je bud aritmetickym, nebo geome-
trickym primérem dvou sousednich ¢lenti. Rozhodnéte, zda vSechny ¢leny této
posloupnosti (od jistého ¢lenu poéinaje) jsou pouze aritmetickymi priameéry nebo
pouze geometrickymi primeéry sousednich dvou ¢lend?

(5 BODU)

. Kolem hradu jsou postaveny hradby s deviti vézemi, které stfezi rytifi. Po kazdé
hodiné kazdy z rytifa prejde na sousedni véz. Kazdy z rytifd se pohybuje stalym
smérem, a to bud ve sméru hodinovych ruciéek, nebo proti sméru hodinovych
rucicek. Béhem noci kazdy z rytira hlidkuje v kazdé z vézi. Urcitou hodinu stiezili
kazdou véz aspon 2 rytifi a ur¢itou hodinu existovalo pravé pét vézi, které stiezil
pravé 1 rytif. Dokazte, Ze jistou hodinu nebyl Ze v nékteré z vézi zadny rytir.
(6 BODU)

. Velikost vnitfniho thlu pfi vrcholu C v rovnoramenném trojihelniku ABC' je
120°. Z vrcholu C vychéazeji dva paprsky, které sviraji thel 60°. Oba paprsky
se odrazi od zdkladny AB podle zdkona ,uhel odrazu se rovna thlu dopadu
dale dopadnou na ramena trojihelniku ABC' tak, Ze ho rozdéli na pét mensich
trojahelnikti. Uvazujme tii z nich, které lezi pii zadkladné AB. Dokazte, ze obsah
prostiedniho trojithelniku je roven souc¢tu obsahti obou krajnich trojuhelniki.
(7 BODU)

. Necht (Z) je poCet zpusobil, kterymi mizeme (bez ohledu na jejich potadi) vy-
brat k pfedmétt z mnoziny n riznych predméti. Dokazte, Ze jestlize k a [ jsou
prirozena ¢isla vétsi nez 1 a mensi nez n, potom prirozend ¢isla (Z) a (?) maji
spolec¢ného délitele vétsiho nez 1.

(9 BODU)



