29. TURNAJ MEST — PODZIMN{ CGAST
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

a) Petr a Jirka si mysleli kazdy po tfech pfirozenych ¢islech. Petr napsal na tabuli nejvétsi
spolecné délitele kazdych dvou svych cisel a Jirka nejmensi spolecné nasobky kazdych
dvou svych &isel. Ukézalo se, ze Petr napsal (v jistém poradi) na tabuli stejna ¢isla jako
Jirka. Dokazte, ze vSechna cisla, ktera byla na tabuli napsana, jsou si rovna.

(2 BODY)

b) Rozhodnéte, zda bude platit stejné tvrzeni, budou-li si oba chlapci na poc¢atku myslet
CtyFi prirozend Cisla.
(2 BODY)

. Uhlopiicky tétivového étyiuhelniku se protinaji v bodé P. Necht K, L, M, N jsou stiedy jeho
stran. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim PKL, PLM, PMN a PNK jsou shodné.
(6 BODU)

. Najdéte vSechny rostouci aritmetické posloupnosti s kone¢nym poctem ¢lend, jejichz soucet je
roven 1, takové, ze kazdy ¢len této posloupnosti mé tvar 1/k, kde k je pfirozené &islo.
(6 BODU)

. Je dana sada zavazi, z nichz kazdé je oznaceno jistou hmotnosti. Je zndmo, Ze mnozina sprav-
nych hmotnosti a mnozina jejich oznaéeni (popisti) si vzdjemné jednozna¢né odpovidaji; zavazi
pfitom nemusi byt oznacena spravnymi hmotnostmi. Uvazujme rovnoramenné vahy (homo-
genni ty¢, kterd je vyvazena vzhledem ke svému stiedu). Jednotlivd zévazi lze pfitom na ra-
mena vah umistit libovolné (nikoliv pouze na jejich koncich). Rozhodnéte, zda mizeme jednim
vazenim vzdy rozhodnout, zda vSechna zavazi jsou oznadena spravnou hmotnosti? (Rovnora-
menné vahy jsou v rovnovaze, pravé kdyz jsou soucty momentt jednotlivych zavazi vzhledem
ke stfedu vah na obou ramenech vah stejné. Momentem kazdého zavazi rozumime souéin md
jeho hmotnosti m a vzdalenosti d jeho zavéSeni od stfedu vah.)

(6 BODU)

. Kouzelnik ma zavazané o¢i. Jeden z divaku vylozi na stil v fadé N stejnych minci. SAm pfitom
zvoli, které z nich jsou licem nahoru. Kouzelnikiv asistent pak pozada tohoto divaka, aby na
list papiru napsal libovolné ¢islo od 1 do N a ukaze ho ostatnim divaktm. Jakmile asistent
uvidi ¢islo na listu papiru, pozada divaka, aby otocil jednu z minci, kterou sam zvoli. Poté se
kouzelnik (jiz bez zavdzanych o¢i) podiva na fadu minci a spravné uréi ¢islo napsané na listu
papiru.

a) Dokazte, ze pokud jsou kouzelnik a jeho asistent dohodnuti, jak uréit ¢isla pro N =a a
N = b, muze kouzelnik urcit toto ¢islo také pro N = ab.
(4 BODY)

b) Urcete vSechna cisla N, pro néz existuje predem dohodnuty postup mezi kouzelnikem a
jeho asistentem, jak urcit zvolené ¢islo.
(4 BODY)

.V roviné jsou dany dva konvexni mnohothelniky P a @Q. K libovolné strané mnohothelniku P
sestrojme dvé jeji rovnobézky tak, aby mnohothelnik @ lezel v pasu mezi obéma rovnobézkami.
Oznac¢me h vzdélenost téchto rovnobézek a £ délku uvazované strany mnohouhelniku P a
uvazujme dale soucin £ - h. Secteme-li nyni vSechny uvazované souciny, které odpovidaji vSem
strandm mnohothelniku P, dostaneme hodnotu (P, Q). Dokazte, ze plati (P,Q) = (Q, P).

(8 BODU)

. Prfed Martinem lezi na stole 100 uzavienych krabicek. V kazdé z nich je ¢ervena krychle nebo
modré krychle. Martin ma u sebe na pocatku 100 K¢. Nahodné vybere nékterou z uzavienych
krabic¢ek, pak zvoli jednu z barev (Cervena, modra) a polozi k této krabicce urcitou éastku
(ne nutné v celych korunach), kterd nepfevysuje ¢astku, kterou v daném okamziku disponuje.
Poté se krabicka otevie. Zvolena ¢astka bud propadd, nebo Martin stejnou ¢astku vyhrava (v
zavislosti na barvé krychle uvniti krabi¢ky). Hra muze pokracovat dokud vsechny krabicky
nejsou otevieny. Urcete, jakého nejvétsiho zisku muze Martin (s jistotou) dosdhnout, pokud vi,

a) ze v krabickach je pouze jedna modra krychle,

(3 BODY)
b) Ze v krabickach je pravé n (n < 100) modrych krychli.

(5 BODU)

Pozndmka. Martin nemusi vlozit zddnou ¢astku (tj. éastku 0 K¢) a muze pfitom v rémci hry
krabicku oteviit a prohlédnout si barvu krychle v ni ulozené.



29. TURNAJ MEST - PODZIMN{ CAST
(Kategorie JUNIOR — soutézni tlohy)

1. Uvazujme bod K strany CD kosoctverce ABCD, pro ktery plati |[AD| = |BK|. Necht F' znaci
prusecik uhlopricky BD a osy strany BC. Dokazte, ze body A, F' a K lezi na téze primce.
(5 BODU)

2. a) Petr a Jirka si mysleli po tfech pfirozenych éislech. Petr napsal na tabuli nejvétsi spoleéné
délitele kazdych dvou svych ¢isel a Jirka nejmensi spoleéné nasobky kazdych dvou svych
Gisel. Ukazalo se, ze Petr napsal (v jistém pofadi) na tabuli stejnéd &isla jako Jirka.
Dokazte, ze vSechna cisla, kterd byla na tabuli napsana, jsou si rovna.
(3 BODY)

b) Rozhodnéte, zda bude platit stejné tvrzeni, budou-li si oba chlapci myslet na pocéatku
Ctyfi prirozend cisla.
(3 BODY)

3. Misa stoji uprostifed kruhového travniku o poloméru 100 m. Po kazdé minuté udéla krok délky
1m. Pred kazdym krokem sdéli Katce, kterym smérem se vyda. Katka vSak mize zvoleny smér
zménit ve smér opacny. Rozhodnéte, zda se MiSa mtze pfi vhodném rozhodovani dostat vné
kruhového travniku nebo ho Katka miuze vzdy svymi pokyny na tomto travniku udrzet.

(6 BODU)

4. Je dana tabulka 1 X n. Dva hraci hraji nasledujici hru: Prvni z nich vepisSe na nékteré z volnych
poli ,kiizek“, druhy pak ,kolecko“. Hraci se dale pri vepisovani znakt do tabulky pravidelné
stiidaji, pfitom dva kiizky ani dvé kolecka nesmi byt v tabulce na sousednich polich. Prohrava
ten, ktery jiz nemuze do tabulky (za uvedenych podminek) vepsat sviij znak (kfizek nebo
kolecko). Rozhodnéte, ktery z hrac¢h mtze vzdy vyhrat (nezdvisle na zptisobu hry soupéie).

(7 BODU)

5. Je déana sada zavazi, z nichz kazdé je oznaceno jistou hmotnosti. Je zndmo, Ze mnozina sprav-
nych hmotnosti a mnozina jejich oznadeni (popist) si vzdjemné jednoznacéné odpovidaji; zavazi
pfitom nemusi byt oznacena spravnymi hmotnostmi. Uvazujme rovnoramenné vahy (homo-
genni ty¢, kterd je vyvazend vzhledem ke svému stiedu). Jednotlivd zévazi lze pfitom na ra-
mena vah umistit libovolné (nikoliv pouze na jejich koncich). Rozhodnéte, zda miizeme jednim
vazenim vzdy rozhodnout, zda vSechna zavazi jsou oznadena spravnou hmotnosti? (Rovnora-
menné vahy jsou v rovnovaze, pravé kdyz jsou sou¢ty momentt jednotlivych zavazi vzhledem
ke stfedu vah na obou ramenech vah stejné. Momentem kazdého zavazi rozumime soucéin md
jeho hmotnosti m a vzdalenosti d jeho zavéseni od stfedu vah.)

(8 BODU)

6. Kouzelnik ma zavazané oci. Jeden z divaku polozi na stul do fady N stejnych minci. Sam
pritom zvoli, které z nich jsou licem nahoru. Kouzelnikiv asistent pak pozada tohoto divéka,
aby na list papiru napsal libovolné ¢islo od 1 do N a ukaze ho ostatnim divakim. Jakmile
asistent uvidi ¢islo na listu papiru, pozada divaka, aby otocil jednu z minci, kterou sam zvoli.
Poté se kouzelnik (jiz bez zavazanych o¢i) podiva na fadu minci a spravné uréi éislo napsané
na listu papiru.

a) Dokazte, ze pokud kouzelnik a jeho asistent jsou dohodnuti, jak uréit toto ¢islo pro
N = a, muze kouzelnik urcit toto ¢islo také pro N = 2a.
(4 BODY)

b) Urcete vSechna cisla N, pro néz existuje predem dohodnuty postup mezi kouzelnikem a
jeho asistentem, aby kouzelnik mohl urcit ¢islo napsané na listu papiru.
(5 BODU)

7. Vilém se rozhodl stat se spisovatelem. Proto kazdému pismenu cCeské abecedy priradil jedno
slovo, které obsahuje toto pismeno. Pak napsal slovo, které odpovida pismenu ,a*“. Dale vSechna
pismena tohoto slova nahradil odpovidajicimi slovy (oddélené mezerami). Poté v tomto textu
nahradil kazdé pismeno odpovidajicim slovem. Tuto operaci provedl 40-krat. Vilémuv text
zacinal takto: ,Nasi bratii skolou prosli“. Dokazte, ze toto slovni spojeni se v textu opakuje.

(9 BODYU)



