28. TURNAJ MEST — PODZIMN{ GAST
(Kategorie SENTOR, — hlavni varianta)

. Kdyz se Honza se seznamil s novymi piateli, chtél si zapamatovat, ktefi
z nich se znaji navzajem mezi sebou. Za tim tcelem si nakreslil kruznici a
kazdého ze svych pratel si zndzornil jako jeji tétivu. Pokud se dva z jeho
pratel znaji, tétivy jim odpovidajici se protinaji, pokud se vSak neznaji,
odpovidajici tétivy se neprotinaji. Honza se domnivé, ze takovy systém
tétiv existuje pro libovolnou skupinu jeho ptatel. Rozhodnéte, zda mé
pravdu. (Maji-li dvé tétivy spole¢né koncové body, protinaji se.)

(4 BODY)

. Na stranach BC, CA a AB ostrouhlého trojuhelniku ABC uvazujme po
rfadé takové body Ay, Bi,Ci, 7ze ptimky AA;, BBy a CC; jsou osami
vnitinich Ghli trojihelniku A;B{C4. Dokazte, Ze tsecky AA,, BB; a
C (4 jsou vysky trojuhelniku ABC.

(6 BODU)

. V &isle a = 0,12457... je n-ta Cislice za desetinnou c¢arkou stejnd jako
posledni &islice pred desetinnou ¢arkou v éisle ny/2. Dokaite, 7e a je ira-
ciondlni ¢islo.

(6 BODU)

. Rozhodnéte, zda je mozno hranol rozifezat na jehlany tak Ze podstava
kazdého z nich lezi vzdy v jedné z podstav hranolu a jeho vrchol lezi
v druhé podstavé hranolu.

(6 BODU)

. Necht 1+1/2+1/3+...+1/n = a, /by, kde a, /by, je zlomek v zakladnim
tvaru. Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prirozenych ¢éisel n, pro néz
plati nerovnost b, 1 < by,.

(7 BODU)

. Rekneme, 7e bali¢ek 52 karet je vytvofen pravidelné, jestlize kazdé dvé
sousedni karty jsou bud téze hodnoty, nebo téze barvy. Totéz plati plati
pro dvojici karet nahote a vespod tohoto balicku, pfitom nahote lezi pikové
eso. Dokazte, Ze pocet zpusobi, jak vytvorit bali¢ek pravidelné, je

a) délitelny cislem 12!,
(3 BODY)

b) délitelny ¢islem 13!.
(5 BODU)



7. Necht x1,xz2,...,x}; jsou kladna redlna ¢isla, pro néz plati

1+ ...+ 2

!
5 a r1+...+tzp <

4. 42k <

a) Dokazte, ze k > 50.
b) Uvedte piiklad takovych ¢&isel pro nékteré k > 50.

c¢) Urcete nejmensi k, pro které takovy piiklad existuje.

34 ...

3
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(3 BODY)
(3 BODY)

(3 BODY)



28. TURNAJ MEST — PODZIMN{ GAST
(Kategorie JUNIOR - hlavni varianta)

. Uvazujme vepsanou a opsanou kruznici pravidelnému sedmithelniku a
kruznici vepsanou a opsanou pravidelnému sedmnactitthelniku. Oba mno-
hotihelniky tak lezi v mezikruzich omezenych svou kruznici vepsanou a
opsanou. Jsou-li obsahy obou uvazovanych mezikruzi stejné, maji oba
mnohothelniky shodné strany. Dokazte.

(3 BODY)

. Kdyz se Honza se seznamil s novymi prateli, chtél si zapamatovat, kteri
z nich se znaji navzajem mezi sebou. Za tim tcelem si nakreslil kruznici a
kazdého ze svych pratel si zndzornil jako jeji tétivu. Pokud se dva z jeho
pratel znaji, tétivy jim odpovidajici se protinaji, pokud se vSak neznaji,
odpovidajici tétivy se neprotinaji. Honza se domnivé, ze takovy systém
tétiv existuje pro libovolnou skupinu jeho ptatel. Rozhodnéte, zda mé
pravdu. (Maji-li dvé tétivy spole¢né koncové body, protinaji se.)

(5 BODU)

. Ve ¢tvercové tabulce 3 x 3 je umisténo 9 éisel (v prvnim Fadku zleva po
radé ¢isla a, b, ¢, ve druhém zleva po radé cisla d, e, f a ve tfetim radku
zleva po fadé ¢isla g, h, 7). Tato tabulka je tzv. magicky Gtverec, tj. soucet
vSech ¢isel v kazdém radku, v kazdém sloupci a na obou thloprickach je
stejny. Dokazte, ze plati

a)
20a+c+g+i)=b+d+ f+h+4de,

(3 BODY)

206+ + g2 +3) =3 +d®+ 3+ h3+4e3.
(3 BODY)

. Necht p znadéi polomér kruznice vepsané ostrotthlému trojihelniku. Uva-
Zujme tii teény této kruznice, které rozdéli dany trojihelnik na t¥i pravo-
1hlé trojihelniky a Sestitthelnik o obvodu o. Urcete soucet velikosti pri-
mért kruznic vepsanych uvazovanym tiem pravothlym trojahelnikdm.
(6 BODU)

. Obalkou ¢tvercového vykresu 1x1 nazveme pravouhelnikovy list papiru
o obsahu 2, pomoci néhoz lze (bez roziezani) plné obalit tento vykres
z obou stran. Je ziejmé, Ze pravothelnik 2x1 a &tverec o strané v/2 jsou
obalky tohoto vykresu.

a) Ukazte, ze existuji i jiné obalky tohoto vykresu.
(4 BODY)

b) Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho takovych obéalek.
(3 BODY)



6. Necht 1+1/2+1/3+...+1/n = a, /by, kde a, /by, je zlomek v zdkladnim
tvaru. Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prirozenych éisel n, pro néz
plati nerovnost b,+1 < by.

(8 BODU)

7. Pfed manipuldtorem lezi na stole balicek 52 karet. Divaci se chtéji do-
védét, v jakém poradi jsou karty v balicku umistény (nezélezi pfitom,
zda shora—dolu nebo zdola—nahoru). Mohou pfitom manipulatorovi klast
pouze otazky typu: ,Kolik karet lezi mezi takovou a takovou kartou?*
Jeden z divakt se vSak dozvi, v jakém poradi jsou karty rozloZeny. Jaky
je nejmensi mozny pocet jeho otazek, které musi manipuldtorovi polo-
zit, tak, aby ostatni divaci mohli po odpovédich na jeho otazky stanovit
poradi karet v balicku?

(9 BODU)



