28. TURNAJ MEST — PODZIMN{ GAST
(Kategorie SENTOR, - piipravné tlohy)

. Na tabuli byla napséna tfi pfirozend ¢isla x,y,z. Petr si na list papiru
napsal hodnotu souc¢inu nékterych dvou z téchto tii ¢isel a na tabuli misto
tretiho ¢isla napsal ¢islo o 1 mensi. S novymi tiemi Cisly na tabuli pak
provedl stejnou operaci atd., az jedno z ¢&isel na tabuli bylo rovno nule.
Urcete, jaky byl (v tomto okamziku) soucet vSech ¢isel, ktera si Petr napsal
na list papiru.

(4 BODY)

. V roviné je dan tecnovy cétyrihelnik. Kazdé dva dotykové body kruznice
jemu vepsané, které lezi na sousednich strandch daného étyithelniku,
jsou spojeny useckami. Takto sestrojenym trojuhelniktim jsou vepsany
kruznice. Dokazte, ze ahlopticky ¢tyruhelniku, jehoz vrcholy jsou totozné
se stfedy kruznic vepsanych témto ¢tyfem trojihelnikiim, jsou navzajem
kolmé.

(4 BODY)

. Do tabulky 2006 x 2006 jsou napsana &isla 1,2,3,...,2006%. Dokazte, Ze
v tabulce existuji dvé ¢isla, kterd jsou vepsana do poli, které maji spolec-
nou celou stranu nebo jeden vrchol, takova, Ze jejich soucet je délitelny
¢islem 4.

(4 BODY)
. Jsou dany dvé nekonec¢né posloupnosti: aritmeticka a1, ag, as, . .. a geome-
trickd b1, bo, b3, ... takové, Ze kazdy c¢len geometrické posloupnosti je také

¢lenem uvazované aritmetické posloupnosti. Dokazte, Ze kvocient geome-
trické posloupnosti je celé ¢islo.
(4 BODY)

. Rozhodnéte, zda je mozno vepsat do krychle pravidelny osmistén tak, aby
vrcholy osmisténu leZely na hranach krychle.

(Pravidelny osmistén mé pravé 6 vrcholi, z kazdého pfitom vychézi 4
hrany a jeho sténami jsou rovnostranné trojihelniky.)
(5 BODU)



28. TURNAJ MEST — PODZIMN{ GAST
(Kategorie JUNIOR - piipravné tlohy)

. Na tabuli byla napsina po fadé dvé pfirozena ¢isla z a y (z < y). Jirka si
na list papiru napsal hodnotu z? (druhou mocninu prvniho ¢isla) a pak
zaménil ¢isla na tabuli dvojici ¢isel z a y — z (napted bylo napsiano mensi
z obou ¢isel). S novymi ¢isly na tabuli pak provedl stejnou operaci atd., az
jedno z ¢isel na tabuli bylo rovno 0. Urcete, jaky byl (v tomto okamziku)
soucet vSech cCisel, ktera si Jirka napsal na list papiru.

(4 BODY)

. Je znamo, ze lhafi vzdy lzou, pravdomluvni lidé vzdy mluvi pravdu a
vychytrali nékdy mluvi pravdu a nékdy lzou. Muzete jim davat otézky,
na néz je odpovéd bud ano, nebo ne (napt.: ,Je pravda, ze tento ¢lovék
je vychytraly?«).

a) Pred vami stoji tfi osoby — lha¥, pravdomluvny a vychytraly, ktefi
navzajem znaji svou identitu. Popiste, jak je rozeznate pomoci tako-
vych otazek.

(1 BOD)

b) Pied vami stoji ¢ty osoby — lha¥, pravdomluvny a dva vychytrali,
ktefi navzdjem znaji svou identitu. DokaZte, Ze oba vychytrali se
mohou dohodnout na svych odpovédich tak, Ze nejste schopni na
zdkladé moznych otazek zjistit identitu zadné ze ¢ty osob.

(3 BODY)

a) Na tabuli je napsano 2007 pfirozenych ¢isel vétsich nez 1. Dokazte,
7e je mozno oznacit jedno z nich tak, Ze soucin ostatnich c&isel lze
vyjadrit jako rozdil druhych mocnin dvou pfirozenych éisel.

(2 BODY)

b) Na tabuli je napsano 2007 pfirozenych ¢isel vétsich nez 1, z nichz

jedno je rovno 2006. Je zndmo, ze existuje pravé jedno z nich takové,

Ze soucin ostatnich ¢isel lze vyjadrit jako rozdil druhych mocnin dvou
prirozenych cisel. Dokazte, Ze je to ¢islo 2006.

(2 BODY)

. Na prodlouzeni strany BC' trojihelniku ABC' za bodem B lezi bod By
takovy, ze |BB1| = |AB)|. Necht osy vnéjsich hlt pii vrcholech B a C se
protinaji v bodé M. Dokazte, ze body A, By, M a C' lezi na téZe kruznici.

(4 BODY)

. Urcete, na jaky nejvétsi pocet shodnych nekonvexnich mmnohotihelniki
lze roziezat ctverec tak, aby vSechny strany téchto mnohothelnikt byly
rovnobézné se stranami ¢tverce a pritom ani jeden z téchto mnohotihelnik
nevznikne posunutim (translaci) jiného z uvazovanych mnohothelniki.
(4 BODY)



