
28. TURNAJ MÌST { podzimní èást(Kategorie SENIOR { pøípravné úlohy)
1. Na tabuli byla napsána tøi pøirozená èísla x; y; z. Petr si na list papírunapsal hodnotu souèinu nìkterých dvou z tìchto tøí èísel a na tabuli místotøetího èísla napsal èíslo o 1 men¹í. S novými tøemi èísly na tabuli pakprovedl stejnou operaci atd., a¾ jedno z èísel na tabuli bylo rovno nule.Urèete, jaký byl (v tomto okam¾iku) souèet v¹ech èísel, která si Petr napsalna list papíru. (4 body)2. V rovinì je dán teènový ètyøúhelník. Ka¾dé dva dotykové body kru¾nicejemu vepsané, které le¾í na sousedních stranách daného ètyøúhelníku,jsou spojeny úseèkami. Takto sestrojeným trojúhelníkùm jsou vepsánykru¾nice. Doka¾te, ¾e úhlopøíèky ètyøúhelníku, jeho¾ vrcholy jsou toto¾nése støedy kru¾nic vepsaných tìmto ètyøem trojúhelníkùm, jsou navzájemkolmé. (4 body)3. Do tabulky 2006 � 2006 jsou napsána èísla 1; 2; 3; : : : ; 20062. Doka¾te, ¾ev tabulce existují dvì èísla, která jsou vepsána do polí, které mají spoleè-nou celou stranu nebo jeden vrchol, taková, ¾e jejich souèet je dìlitelnýèíslem 4. (4 body)4. Jsou dány dvì nekoneèné posloupnosti: aritmetická a1; a2; a3; : : : a geome-trická b1; b2; b3; : : : takové, ¾e ka¾dý èlen geometrické posloupnosti je takéèlenem uva¾ované aritmetické posloupnosti. Doka¾te, ¾e kvocient geome-trické posloupnosti je celé èíslo. (4 body)5. Rozhodnìte, zda je mo¾no vepsat do krychle pravidelný osmistìn tak, abyvrcholy osmistìnu le¾ely na hranách krychle.(Pravidelný osmistìn má právì 6 vrcholù, z ka¾dého pøitom vychází 4hrany a jeho stìnami jsou rovnostranné trojúhelníky.) (5 bodù)



28. TURNAJ MÌST { podzimní èást(Kategorie JUNIOR { pøípravné úlohy)1. Na tabuli byla napsána po øadì dvì pøirozená èísla x a y (x � y). Jirka sina list papíru napsal hodnotu x2 (druhou mocninu prvního èísla) a pakzamìnil èísla na tabuli dvojicí èísel x a y�x (napøed bylo napsáno men¹íz obou èísel). S novými èísly na tabuli pak provedl stejnou operaci atd., a¾jedno z èísel na tabuli bylo rovno 0. Urèete, jaký byl (v tomto okam¾iku)souèet v¹ech èísel, která si Jirka napsal na list papíru. (4 body)2. Je známo, ¾e lháøi v¾dy l¾ou, pravdomluvní lidé v¾dy mluví pravdu avychytralí nìkdy mluví pravdu a nìkdy l¾ou. Mù¾ete jim dávat otázky,na nì¾ je odpovìd buï ano, nebo ne (napø.: þJe pravda, ¾e tento èlovìkje vychytralý?ÿ).a) Pøed vámi stojí tøi osoby { lháø, pravdomluvný a vychytralý, kteøínavzájem znají svou identitu. Popi¹te, jak je rozeznáte pomocí tako-vých otázek. (1 bod)b) Pøed vámi stojí ètyøi osoby { lháø, pravdomluvný a dva vychytralí,kteøí navzájem znají svou identitu. Doka¾te, ¾e oba vychytralí semohou dohodnout na svých odpovìdích tak, ¾e nejste schopni nazákladì mo¾ných otázek zjistit identitu ¾ádné ze ètyø osob.(3 body)3. a) Na tabuli je napsáno 2007 pøirozených èísel vìt¹ích ne¾ 1. Doka¾te,¾e je mo¾no oznaèit jedno z nich tak, ¾e souèin ostatních èísel lzevyjádøit jako rozdíl druhých mocnin dvou pøirozených èísel.(2 body)b) Na tabuli je napsáno 2007 pøirozených èísel vìt¹ích ne¾ 1, z nich¾jedno je rovno 2006. Je známo, ¾e existuje právì jedno z nich takové,¾e souèin ostatních èísel lze vyjádøit jako rozdíl druhých mocnin dvoupøirozených èísel. Doka¾te, ¾e je to èíslo 2006. (2 body)4. Na prodlou¾ení strany BC trojúhelníku ABC za bodem B le¾í bod B1takový, ¾e jBB1j = jABj. Nech» osy vnìj¹ích úhlù pøi vrcholech B a C seprotínají v bodì M . Doka¾te, ¾e body A;B1;M a C le¾í na té¾e kru¾nici.(4 body)5. Urèete, na jaký nejvìt¹í poèet shodných nekonvexních mnohoúhelníkùlze rozøezat ètverec tak, aby v¹echny strany tìchto mnohoúhelníkù bylyrovnobì¾né se stranami ètverce a pøitom ani jeden z tìchto mnohoúhelníkùnevznikne posunutím (translací) jiného z uva¾ovaných mnohoúhelníkù.(4 body)


