1. MEMO — RESENI SOUTEZNICH ULOH — JEDNOTLIVCI

1. Necht p > ¢ > r > s je usporadani prvki uvazované mnoziny {a,b,c,d}
kladnych realnych ¢isel, vyhovujicich podmince ze zadani tlohy a+b+c+d = 4.
Uzitim permutacni nerovnosti pak dostaneme

a’be + b2cd + Ada + d*ab=a -abc+b-bed + ¢ - cda + d - dab <

<p-pgr+q-pgs+r-prs+s-qrs= (pq+rs)(pr+qs).

Dvojim uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem kladnych
realnych cisel p, q,r, s dale obdrzime

= (p+9)a+n) <

(pa+rs)(or + 43) < ( |

pq+ 1S +pr+qs)2
2
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=—(a+b+c+d)*=4
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coz jsme chtéli dokazat.

Jiné FeSeni. Vzhledem k tomu, Ze se nerovnost nezméni pro kazdou cyk-
lickou permutaci uspotddané ¢tvetice (a, b, ¢, d), mizeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, ze a > c. Podobné lze predpokladat, ze b > d. Pokud by totiz pla-
tilo b < d, dostaneme cyklickou zaménou uspotradané ctverice (a, b, ¢, d) Ctverici
(d,a,b,c), v niz d > b a soucasné a > c. Pak plati

a*be + b?cd + c*da + d*ab = ac(ab + cd) + bd(bc + ad) . (1)

Proa > cab > dplati (a — ¢)(b — d) > 0. Tato nerovnost je tedy ekvivaletni
s nerovnosti
ab+ cd > be + ad. (2)

Vyuzitim nerovnosti (2) a uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
prumeérem pro dvojici kladnych realnych ¢isel odhadneme pravou stranu rovnosti
(1) nasledujicim zptisobem

ac(ab + cd) 4+ bd(be + ad) < ac(ab + cd) + bd(ab + cd) = (ab+ cd)(ac + bd) <

- <(ab+cd)—£(ac+bd)>2: ((a+d)2(b—|—c)>2 - <}1(a+b+c+d)2>2:47
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coz dokazuje dané tvrzeni.



2. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze mic¢e oznacené ¢islem 1 maji
bilou barvu. Predpokladejme déle, Ze mice oznacené ¢islem 2 jsou cerné. Protoze

1+1+...+1=k.
k

maji mice oznacené Cislem k podle podminky b) ¢ernou barvu. Z analogickych
dtivodt jsou mice oznacené ¢islem 2k bilé, nebot

2424+ ... +2=2k.
k

Mice oznacené ¢islem k + 1 jsou pak podle podminky b) ¢erné, nebot

(k+1)+1+...+1=2k.
———
k—1
Vzhledem k tomu, ze
I+...+142k=3k—1=2+... 42+(k+1),
k—1 k—1

nemohou byt mice oznacené c¢islem 3k — 1 obarveny ani jednou z obou barev
(bilou nebo ¢ernou). Odtud n < 3k — 2.
Predpokladejme nyni, zZe mice oznacené ¢islem 2 maji bilou barvu. Z rovnosti

1+1+... +14+1=Fk,
141+ +14+2=k+1,
1+14+...4242=k+2,

14+2+...+2+4+2=2k—1,
242+...+24+2 =2k

vyplyva, Zze mice oznacené Cisly k, k + 1,...,2k jsou ¢erné. Z rovnosti

k+k+.. .. +k=Fk
k

dale plyne, %e mice oznadené &isly k2 jsou bilé. ProtoZe vSak

I+ 142 =+ k—1=k+k+1D+...+(k+1),
k—1
- k—1

nemohou mit mice oznacené ¢islem k% + k — 1 ani ¢ernou ani bilou barvu. Je tudiz
n<k®+k-—2.



ProtoZe k? + k — 2 > 3k — 2 (nerovnost je ekvivaletni s nerovnosti k% — 2k =
= k(k —2) > 2), vidime, 7e uvaZované sady mohou obsahovat nejvyse k? + k — 2
micd.

Nyni ukdZeme, Ze pro n = k*+k — 2 existuje k sad mic¢ti uvedenych vlastnosti.
Necht mi¢e oznacené &isly k, k +1,..., k% — 1 jsou ¢erné a ostatni mice jsou bilé.
Soucet ¢isel na libovolnych k& ¢ernych micich je pritom aspon k+k + ...+ k =
= k* > k? — 1, a proto mnoZina ¢ernych mi¢t spliiuje podminku b). Uvazujeme-li
nyni soucet ¢isel na libovolnych £ bilych micich. Jsou-li na nich pouze ¢isla mensi
nez k, je jejich soucet aspon k a soucCasné je roven nejvyse

k-D4+k-D+... +k-1)=F—k<k®.

Je-li v8ak aspoii na jednom z k bilych mi¢t &slo vétsi nebo rovno k2, je jejich
soucet roven aspon

P+l+1+.. . +1l=kK+k—1>n.

Tim je dok4zano, %e n = k? + k — 2 vyhovuje podminkdm tlohy.

3. Ozna¢me O stied kruznice k. Déle necht o; = |[£/O;04;| = |£/0;0A;_1| pro
i=1,2,3,4 (Ag = Ay). Pak plati a; + as + ag + oy = 180°.

Nejprve ukazeme, ze usecky M; Mz a MyM, jsou navzajem kolmé. Jejich pri-
seCik oznac¢me S. Uzitim vztahu mezi obvodovym a stiedovym thlem snadno
vidime, zZe plati

120,040, = 21 ; @2 12040504 = 23 "; 2y
Odtud ar +ay +as+a
120550, = 180° — ———2 3 74 — 90° |
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Nyni ukdzeme, ze B1B, || O103. Vzhledem k tomu, ze |O9B;| = |O3Bs|, staci
ukazat, ze piimka OO0y je osou thlu B10sB,. Plati

1L0405B,| = |£040,0,| — |LB1050,| =

— (90O - |ZO30102‘) - |10102A1| -

2 2 27
Analogicky ukézeme, ze také |/O4O9Bs| = %a4, a tedy B1Bs || O103. Podobné
dokéieme, 7e Bng H 0204, BgB4 H 0103 a B4Bl H 0204.

Tim je dikaz uzavren.



4. Predné si vSimnéme, Ze pro kazdou dvojici prirozenych cisel x,y plati ¥ =
=z! 4+ y! > 2, z ¢ehoz plyne =z > 2.

Uvazujme nejprve pripad, kdy x = 2. Hledame nyni vSechna pfirozena cisla
y, kterd vyhovuji rovnici 2 4+ y! = 2¥. Plati y! = 0 (mod 2), a tudiz y > 2. Odtud
plyne 2 + 3! = 0 (mod 4), a tedy y! = 2 (mod 4), z ¢ehoz plyne y € {2,3}.
Vzhledem k tomu, Ze plati 2! 4+ 2! = 22 a 2! 4+ 3! = 23, jsou (2,3) a (2,3) dvojice
prirozenych ¢isel, které vyhovuji dané rovnici.

Nyni uvazujme ptipad, kdy x > 3. V tomto ptipadé je ¢islo z — 1 délitelem
x!, neni ale délitelem ¢isla ¥, nebot ¢isla x — 1 a x jsou nesoudélnd. Ze zadani
pak vyplyva, ze  — 1 nemuze byt délitelem cisla y!. Odtud plyne y < z — 2.

Pro vsechna prirozena ¢isla x > y pritom plati

x!+y!:y!(1+(y+1)-...-x>:xy.

Protoze €initel v zavorce ziskané po tGpravé levé strany dané rovnice (v predeslém
vztahu) je pfirozené ¢islo nesoudélné s = a soucasné vyraz na pravé strané rovnice
je délitelny x, musi byt ¥ = 1, coz vsak neni mozné, ponévadz podle predpokladu
je x¥ > 3.

ZAVER. Dané rovnice méa pravé dvé feseni v oboru pfirozenych ¢isel, a to (2,2)
a (2,3).



