
1. MEMO, Eisenstadt, Rakousko
20. – 26. září 2007

Soutěž družstev
23. září 2007

1. Nechť a, b, c, d jsou libovolná reálná čísla z uzavřeného intervalu 〈 12 , 2〉, která vyhovují podmínce
abcd = 1. Určete největší možnou hodnotu výrazu(

a+
1
b

) (
b+
1
c

) (
c+
1
d

) (
d+
1
a

)
.

2. Pro libovolnou množinu P pěti bodů v rovině (v obecné poloze) označme a(P) počet všech ostroúhlých
trojúhelníků s vrcholy v množině P. Určete největší možnou hodnotu a(P).

(Pět bodů v rovině je v obecné poloze, jestliže žádné tři z nich neleží na téže přímce.)

3. Označme s(T ) součet délek všech hran čtyřstěnu T . Uvažujme všechny čtyřstěny, jejichž délky hran
jsou navzájem různá celá čísla, přičemž jedno z nich je 2 a jedno 3. Takové čtyřstěny budeme nazývat
MEMO-čtyřstěny.

a) Určete všechna kladná celá čísla n, pro něž existuje MEMO-čtyřstěn T s vlastností s(T ) = n.

b) Určete počet navzájem různých MEMO-čtyřstěnů T , pro něž platí s(T ) = 2 007.

Dva čtyřstěny považujeme za různé, jestliže jeden z nich nelze převést na druhý pomocí složení
souměrností podle roviny, posunutí, nebo otočení.

(Není třeba dokazovat, že čtyřstěny nejsou degenerované, tj. mají kladný objem.)

4. Určete všechna kladná celá čísla k s vlastností: existuje celé číslo a takové, že (a+k)3−a3 je násobkem
čísla 2 007.

Každý příklad je hodnocen 8 body.
Čas na vypracování 5 hodin.
Na vaše dotazy je vyhrazeno úvodních 45 min.
Úlohy nejsou řazeny podle obtížnosti.


