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Uvod



Seznam ikon uZivanych v textu

Dile jsou uvedeny ikony oznacujici prvky podporujici studenta pii studiu, tj. odkazy, otazky,
ukoly, korespondencni tkoly apod. s vysvétlivkami:

0
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Cile

Na zacatku kazdé kapitoly naleznete konkrétné formulované cile. Jejich prostfednictvim
ziskate prehled o tom, co budete po nastudovani piislusného tématického celku umét,
znat, co budete schopni délat.

Motivace

Odstavec, v némz by mélo byt vysvétleno, pro¢ se danou problematikou vibec hodlame
zabyvat. Motivujte studenty k tomu, aby studovali pravé tuto pasaz.

Pruvodce studiem

Pasaz, v niZ ,,zbavime studenta strachu z nového uciva®, poukdZeme na propojenost uc¢iva
s predchozi kapitolou, uvedeme, co jiZ student zné z pfedmétu v predchozim ro¢niku, ze
SS, s ¢im se setkal v praxi. ..

Otéazka k zamysSleni

Meéla by vas podnécovat k premySleni, k iivaham, k hledani vlastniho feSeni. Je to pro-
stor, ktery vam nabizim k vyjadfeni osobniho ndzoru, postoje k studované problematice.
Odpovédi na tyto otdzky si formulujete sami, byvaji predmétem diskusi na prezen¢nich
setkdnich, jsou soucdsti zkousky (Casto je pokladaji examindtofi).

Pasaz pro zdjemce

Tato C4st textu je urCena tém z vas, ktefi mate zdjem o hlubsi studium problematiky, nebo
se chcete dozvédét 1 néjaké zajimavé podrobnosti vztahujici se k tématu. VSe, co najdete
v této pasazi, je nepovinné, tudiZ zcela dobrovolné. Zminéné informace po vds nebudou
vyzadovdany u zkousky.

Ukol

Jeho prostfednictvim vés vybidnu k tomu, abyste na zdkladé studia urcité tématiky néco
vytvorili, zpracovali, konkrétné uvedli za predpokladu, Ze uz mate jisté znalosti. Ma
prevazné aplikacni charakter. Spravné (mozné) feSeni najdete k nékterym tkolim (dle
obsahu, zaméreni) v kIiCi.

Doporuceni

Dobré rada, doporuceni, néco, co studentiim ,,usnadni praci, dovede je rychleji k cili,
pomiZe vyhnout se chybam apod.
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Upozornéni

Slouzi pro upozornéni na néjakou chybu, které se studenti Casto (a uplné zbytecn&)
zejména pro nepozornost dopoustéji.

Odkazy na on-line zdroje

SlouZzi jako misto pro odkazy na dal$i zdroje, které I1ze nalézt na internetu.

Shrnuti kapitoly

N 24

Tato pasdZ postihuje ve stru¢né podobé to nejdilezitéjsi, o cem konkrétni kapitola pojed-
nava. M4 vyznam pro opakovéni, aby se vdm informace a kli¢ové body probirané latky
1épe vybavily. Pokud zjistite, Ze nékterému tseku nerozumite, nebo jste jej dostatec¢né
neprostudovali, vratte se k ptisluSné pasazi v textu.

Pojmy k zapamatovani

Na konci kazdé kapitoly najdete kliCové pojmy, které byste méli byt schopni vysvétlit. Jde
o dilezity terminologicky aparat a jména, jeZ je nezbytné znat. Po prvnim prostudovani
kapitoly si je zkuste sami pro sebe objasnit, vracejte se k nim i pti dalsim ¢teni a opakovani
dokud si je dostate¢né nezafixujete v paméti.

Kontrolni otazky

Provéiuji, do jaké miry jste ucivo pochopili, zapamatovali si podstatné informace a zda je
umite aplikovat. Najdete je na konci kazdé kapitoly. Jejich prostfednictvim zjistite, jestli
jste splnili formulované cile. Jsou velmi dileZité, vénujte jim proto naleZitou pozornost.
Odpovédi na né¢ miZete najit ve vice ¢i méné skryté formé piimo v textu.

Ulohy k procviéeni

Tyto pasdze maji za dkol ucivo procvicit, zopakovat, upevnit. Pomdhaji vam fixovat
poznatky.

Kli¢
Obsahuje patfi¢né odpoveédi a mozna feseni k tkolim. MiZete si zkontrolovat spravnost
své odpovédi na konkrétni (ale ne na kazdy) dkol.

Literatura

V této ¢asti najdete prehled vSech zdroju a literatury, ze které jsem Cerpala pfi zpracovavani

textu. Tento seznam slouzi také jako zdroj informaci pro zdjemce o dal$i podrobné;si
studium a doplnéni poznatkd.



1 Stereometrie - polohové vlastnosti

Nejprve uvedeme zdkladni vztahy mezi jednotlivymi objekty v geometrii. Ddle budeme formu-
lovat nékolik jednoduchych vét, tzv. axiomt, o které se opiraji vSechny dal$i stereometrické
véty, které rozdélime do tif skupin. Prvni skupinou budou zdkladni véty stereometrie, v nich se
mluvi o vzdjemné poloze bodu, pfimek a rovin. Do dalsi skupiny zahrneme véty o rovnob&Znosti
a na jejich zdkladé se budeme zabyvat polohovymi vlastnostmi danych geometrickych objekta.
Tteti skupinu tvoii véty o vzdjemné kolmosti pfimek a rovin, do nichz pfipojime také véty o
vzdélenosti, souhrnné tuto skupinu nazyvame metrické vlastnosti.

1.1 Zakladni vztahy mezi body, primkami a rovinami

Zékladni prvky ve stereometrii jsou bod, primka a rovina. Uvazujeme-li dvojici bod-piimka
(bod-rovina), pak bod leZi na pfimce (v roving), resp. nelezi. Rikdme také, 7e pfimka (rovina)
prochazi, resp. neprochdzi bodem Obdobné uvazujeme-li dvojici pfimka-rovina, pak piimka
lezi, resp. nelezi v roving, tedy rovina prochdzi bodem, resp. neprochdzi

Pro vyjadfeni téchto vztahd pouzivame spolecny termin tzv. incidence (bod je incidentni s
pfimkou, pfimka nenf{ incidentni s rovinou. . .)

Pro symbolicky zdpis pouZivdme ndsledujici znacky:

€ je prvkem
¢ neni prvkem
C je podmnoZinou

Body znacime velkymi tiskacimi pismeny (A, B, P, @, . . . ), pfimky malymi pismeny (a, b, p, q, . . .)
a roviny malymi feckymi pismeny (v, 3,7, ...).

Rikdme, Ze pifmka je uréena dvéma body, zapisujeme p = j@ a nazyvame piimka AB.
Rovir(g> je ur¢ena danymi body ¢i pfimkami, zapisujeme p = ABC' (dand tfemi body), resp.
p = Ap(dand pfimkou a bodem), resp. p = ¢ (dand dvéma pfimkami) a nazyvame rovina
ABC, resp. rovina Ap, resp. rovina pq.



Pozn.: RovnobéZznosti a riiznobézZnosti piimek se budeme vice zabyvat pozdéji.

Véta 1.1.1 Libovolnd rovina rozdéluje prostor na dva navzdjem opacné poloprostory a je
jejich spolecnou hranicni rovinou.

Hrani¢ni rovina patii do obou poloprostorii. Kazdy bod prostoru, ktery nelezi v hrani¢ni
roving, je vnitinim bodem jednoho z poloprostorti. Poloprostor s hrani¢ni rovinou p a vnitfnim
bodem M znacime — pM.

Obdobné jako v planimetrii, 1 ve stereometrii zavedeme pojem konvexniho ttvaru.

Véta 1.1.2 Geometricky itvar se nazyvd konvexni, jestlize tiseCka spojujici libovolné dva
body tohoto titvaru je celd jeho Cdsti.

h £ Priklad 1.1.1

Je dana krychle ABCDEFGH. Urete ¢tyfmi riznymi zptisoby rovinu horni sténu krychle.
Urcete, zda v této roviné lezi pfimky F'G, EG, BG.
Reseni:

A B

Rovinu horni podstavy mizeme urcit:

a) tremi body, napt. £, F,G; F,G,H;G,H, F; E, F, H atd.

b) pfimkou a bodem, napf. , H; ,E atd.

¢) dvéma rovnobéZnymi pfimkami, napf. ﬁ ﬁ-]}; ﬁ , Cﬁ[ atd.
d) dvéma ruznobézkami.

Piimky F'G i EG lezi v horni podstavé roviny, tudiz lezi v dané roviné. Bod B nelezi v
horni podstavé, proto ani pfimka BG neleZi v zadané roving.

H



Priklad 1.1.2

Je dana krychle ABCDEFGH. Kolik riznych pfimek urcuji vrcholy B, E, F, G? LeZi tyto
body v jedné roving?

H Priklad 1.1.3

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete, zda v roviné BH E lezi
a) body G, C| F, () (stfed strany BC").
b) ptimky CE, AB, BC,DH

H Piiklad 1.1.4

Jaké utvary mohou mit spole¢né poloprostor a
a) pfimka
b) polopiimka
¢) rovina
d) polorovina?

1.2 Axiomy

Axiomy jsou tvrzeni, ktera pfedkladame bez dikazu a z nich logickou cestou odvozujeme tzv.
vety.

1. Axiém: Dvéma rtiznymi body A, B prochazi prave jedna piimka p.
2. Axiém: Pfimkou p a bodem A, ktery na piimce p neleZi, prochézi prave jedna rovina p.

3. Axiém: Jestlize bod A lezi na pifimce p a piimka p leZi v roviné p pak i bod A lezi v roviné

4. Axiom: Maji-li dvé rizné roviny p a o spole¢ny bod A, pak maji spole¢nou pravé jednu
pfimku.

5. Axiom: Ke kazdé piimce p 1ze bodem A, ktery na ni neleZi, vést pravé jednu rovnobézku
s ptimou p.



1.3 Zakladni véty stereometrie

Véta 1.3.1 Maji-li dvé pfimky spolecné dva rizné body, pak jsou totoZné.

Véta 1.3.2 Maji-li dvé roviny spolecnou piimku a bod, ktery na této primce neleZi, pak jsou
totoZné.

Véta 1.3.3 Maji-li primka a rovina spolecné dva rizné body, pak primka leZi v roviné.

Véta 1.3.4 Jestlize v roviné p leZi dva riuzné body A, B, pak také primka p, kterd témito
body prochdzi, leZi v roviné p.




1.4 Vzajemna poloha dvou primek

Stejné jako v planimetrii mohou byt dvé pfimky v prostoru bud’
e rovnob&zné (rizné) — tyto nemaji Zadny spolend bod a leZi v jedné roviné, znacime p||q
e totoZné — maji vSechny body spolecné, zna¢ime p = q

e rtiznobézné — maji jeden spolecny bod (priisecik) a lezi v jedné roviné, znacime P € pNygq
nebo P € pNgnebo P =pNgq.

V prostoru ale miiZe nastat jesté &tvrty piipad. Rikdme, Ze pifmky jsou

e mimobéZné — nemaji zadny spolecny bod a neleZi v jedné roviné.

=)

H| @ H| & LE| G HI G
: : P=q : I p
qE i F E ! F E I P F E i F
i ! | :
! i | i !
E’f ——————— -—c lD)- ——————— -—-7c E’» ——————— -——7C Db=—rm=d -——AC
/’, /” /’, f/
P A B A B A B A B

H Priklad 1.4.1

Na pravidelném ¢tyfbokém jehlanu ABC DV urcete vzdy alesponi dvé dvojice piimek rovno-
béznych, riznobéZnych mimobéZnych.

Reseni:

e rovnobézné piimky: AB,C'D; BC, AD
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e riiznobézné piimky: AB, BC; AB,BV; BD, AC' ...
e mimobézné piimky: BD,C'V; AB, DV; AC, DV ...

H Priklad 1.4.2

Na krychli vypiste vZdy alespon tfi dvojice piimek rovnobéznych, riznobéznych a mimobéz-
nych. UrCete alespoii dvé trojice pfimek rovnobéznych, riznobéZnych a mimobéznych.

H Priklad 1.4.3

Zobrazte pravidelny osmistén a uréete na ném dvojice piimek rovnobéznych, riznobéznych a
mimobéZnych.

H Piiklad 1.4.4

Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, jsou po fadé¢ sttedy hran BF, AB, BC' Urcete
vzdjemnou polohu piimek

a) KL, AM

b) AD, LM

c) KM, AD.

H Priklad 1.4.5

Je dana krychle ABCDEFGH. Vypiste vSechny pfimky, které prochazeji vrcholem G a nék-
terym dal$im vrcholem krychle a jsou s pfimkou AB

a) rovnobézné

b) riznobézné

¢) mimobéZné.

11



1.5 Vziajemna poloha piimky a roviny
Je-1i v prostoru ddna pfimka a rovina, mohou nastat tfi piipady:

e piimka nemd s rovinou spole¢ny Zadny bod, fikdme, Ze pfimka je s rovinou rovnobéZnd
rdznd, znacime p||p

e piimka a rovina maji pravé jeden spole¢ny bod, jsou tedy riiznobézné, znacime pNp = P
nebo P € pNyq

e piimka ma s rovinou spole¢né 2 body, tudiZ vSechny, pfimka a rovina jsou rovnobézné,
pfi¢emZ piimka leZi v roviné (je jeji ¢asti), znac¢ime p C p.

A
[ SN ST

H Priklad 1.5.1

Je dana krychle ABC'DEFG H. Urcete vSechny piimky, které prochdzeji vrcholem F' a nékte-
rym dal$im vrcholem krychle a jsou s rovinou ABC'

a) rovnobézné

b) riznobézZné.

Reseni:

D

A B

a) bod F'lezi mimo rovinu ABC' (dolni podstava). Budeme tedy hledat pfimky, které s dolni
podstavou nemaji Zadny spole¢ny bod. Tyto pfimky jsou: F'E, FG, FH

b) bod F' lezi mimo rovinu ABC, tedy bod lezici v této roviné ur¢i s bodem F piimku
riznobéznou s danou rovinou. Tyto pfimky jsou: F'A, F B, F'C, FD.

12



H Priklad 1.5.2

Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem G a dal$imi
dvéma vrcholy krychle a jsou s pfimkou AD

a) rovnobézné

b) riznobéZné.

H Priklad 1.5.3

Je dana krychle ABC'DEFGH. Sestrojte ptimku rovnobéznou s rovinami BC'G a EF H, pro-
chézejici bodem A a dal$im vrcholem krychle.

H Priklad 1.5.4

Je dédna krychle ABCDEFGH. Sestrojte pfimku prochazejici bodem B a dal$im vrcholem
krychle, kterd je riiznobézna s pifimkou F'G a rovnobézna s rovinou ADH.

H Piiklad 1.5.5

Jedanakrychle ABCDEFGH.Body P, Q, R, Sjsoupotadéstiedy stran ABC'D, BCFG, FFGH, ADHE.
Jaké je vzdjemnd poloha

a) ptimky QR aroviny BCE

b) piimky (.S a roviny ABG

¢) pfimky PS aroviny EFG?

13



1.6 Vzajemna poloha dvou rovin
Pro dvé roviny v prostoru miZe nastat praveé jedna ze tif moznosti:

e roviny jsou riznobézné, praveé kdyz maji spole¢nou piimku, zapisujeme pNo = p, piimka
p se nazyva prusecnice rovin

e roviny jsou rovnobézné rtizné, pravé kdyZ nemaji zadny spole¢ny bod, piSeme p||o

e roviny jsou rovhobézné totozné, maji-li vSechny body spolecné, piSeme p = o.

Véta 1.6.1 Maji-li dvé roviny spolecny bod, pak maji spolecnou primku, kterd timto bodem

prochdzi. Kromé této primky nemaji Zddny dalsi spolecny bod.

/S

Jsou-li roviny p q o dvé rovnobézné roviny, bod A je bod roviny o, bod B je bod roviny p,
pak prinik poloprostorti pA a o B se nazyva vrstva. Roviny p a ¢ jsou hrani¢ni roviny, jejich
vzdélenost v je tlouStka (Sifka) vrstvy.

Jsou-li roviny p q o dvé riznobéZzné roviny, bod A je bod roviny o, bod B je bod roviny
p, jejich prusecnice je piimka h, pak prunik poloprostori pA a ¢ B se nazyva klin. Pfimka A je
hrana klinu, poloroviny h A, h B jsou stény klinu.

14



H Priklad 1.6.1

Je dan komoly jehlan ABC' D EFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin  a) ABC, EFH
b) ABC, BCD
c) ADH,BCFE

Reseni:

a) roviny nemaji Zadny spole¢ny bod, jsou tedy rovnobézné rtizné
b) roviny maji spole¢né vSechny body, jsou tedy rovnobézné totoZzné
¢) roviny maji spole¢né body F, H, tedy maji spole¢nou celou piimku p a jsou riznob&zné

H Piiklad 1.6.2

V krychli ABC'DEFGH urcete prisecnici rovin
a) AEFGaHDB
b) ACG a AFH
c) ACF a BGE
d) BCH a AEO (O je sted st¢tny BCGF).

H Priklad 1.6.3

Jaka je vzajemna poloha dvou rovin, jestlize maji spole¢né
a) dva rizné body
b) tii rizné body nelezici v pfimce
¢) piimku a bod
d) dvé rovnobézky?

H Priklad 1.6.4

15



Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem FE a dal$imi
dvéma vrcholy krychle a jsou s rovinou BC'G

a) rovnobézné

b) riznobézné.

H Priklad 1.6.5

Jsou dany roviny p a o, které jsou

a) rovnobézné

b) riznobézné.
V roviné p leZi pfimka r, v roviné o leZi pfimka s. Jakou vzdjemnou polohu mohou mit pfimky
ras?

H Priklad 1.6.6

Ve Ctyisténu ABC' D sestrojte prasecnici rovin AK D a CLD, kde K je stied hrany BC' a L je
stied hrany AB.

16



1.7 Rovnobéznost primek a rovin

Véta 1.7.1 Primka je rovnobéZnd s rovinou tehdy a jen tehdy, je-li rovnobéind alespori s
Jjednou jeji primkou.

Véta 1.7.2 Primka je rovnobéznd se dvéma riiznobéZnymi rovinami tehdy a jen tehdy, jestliZe
Je rovnobéZnd s jejich prisecnici.

Véta 1.7.3 Jsou-li ddany dvé rovnobéZné roviny, pak kaZdd primka jedné roviny je rovnobéZnd
s druhou rovinou.

Véta 1.7.4 Dvé roviny jsou rovnobéZné tehdy a jen tehdy, jestliZe jedna z nich obsahuje dvé
riiznobézky rovnobézné s druhou rovinou.

Pro rovnobéznost vice pifimek a rovin plati dilezitd skupina ¢tyt vét o tranzitivnosti:

Véta 1.7.5 Je-li primka a rovnobéZnd s primkou b a primka b rovnobéZnd s primkou c, pak
primka a je rovnobéZnd s primkou c.

Véta 1.7.6 Je-li primka a rovnobéznd s primkou b a primka b rovnobéznd s rovinou -y, pak
primka a je rovnobéZnd s rovinou 1.

Véta 1.7.7 Je-li primka a rovnobéznd s rovinou 3 a rovina 3 rovnobéZnd s rovinou vy, pak
primka a je rovnobéZnd s rovinou .

Véta 1.7.8 Je-li rovina o rovnobéznd s rovinou 3 a rovina [ rovnobéznd s rovinou vy, pak
rovina « je rovnobéznd s rovinou 1.

h Z Priklad 1.7.1

Je dan ctyfstén ABC'D. Body K, L, M jsou po fadé stiedy hran AD, BD,CD. Dokazte, Ze
rovina K LM je rovnobézna s rovinou ABC'.

17



Reseni:

Piimka K L je stfedni pfi¢kou v trojihelniku ABD. Plati tedy, ze AB||K Latedy K L||ABC.

Obdobné plati, ze LM ||BC (tedy LM ||ABC) ataké KM ||AC (tedy K M| ABC).

Nasli jsme tedy v roviné K LM dvé (dokonce tii) riznobéZzné pifimky rovnobézné s rovinou
ABC atedy roviny K LM a ABC' jsou rovnob&zné.

H Priklad 1.7.2

V krychli ABCDEFGH vedte bodem H rovinu rovnobéznou s rovinou BEG.

Reseni:

H
. G
o>
11
1 Y
E 1] ~ F
[ b5}
| ~
I 1 e
] )
hY
P
I 1 \\
!
1 ~
¢ DlhseiNcese e
J ’/, _}4i--7C
! _
}/, ———
S
A B

Z obrazku vidime, Ze danym feSenim je rovina AC'H. Pfimka AH je rovnobéZzna s pfimkou
BG aproto také AH||BEG. Pfimka AC je rovnobéznd s piimkou FG a proto také AC||BEG.
Pfimka C'H je rovnobéZna s pifimkou BE a proto také C'H|BEG. Opét jsme nalezli tfi
ruznobézné piimky, v§echny rovnobézné s rovinou BEG.

H Priklad 1.7.3
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Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABC'DV. Bod M je sttedem hrany AV. Dokazte, Ze pfimka
CV je rovnobéznd s rovinou BDV .

H Priklad 1.7.4

Jsou dédny dvé mimobézky p a q. Rozhodnéte, zda existuje rovina rovnobéznd s piimkou ¢
obsahujici pfimku p. Ovéfte na krychli.

H Priklad 1.7.5

Je dana krychle ABCDEFGH abod M jako stied hrany BF'. Vedte bodem B rovinu rovno-
béZnou s rovinou

a) ADH

b) ABC

c) ACH

d) BDG.
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1.8 Vzajemna poloha tii rovin
Pro tfi riizné roviny v prostoru nastane pravé jedna z péti mozZnosti:
e Kazdé dvé roviny jsou rovnobézné

e Dvé roviny jsou rovnobézné, tieti s nimi riznob&Zn4, protinajici je ve dvou rovnobéznych
primkéch.

Kazdé dvé roviny jsou rtiznobézné, pricemz prisecnice kazdych dvou rovin jsou rovno-
béZné razné.

Kazdé dvé roviny jsou rtiznobézné, vSechny tfi prusecnice splynou v jednu piimku

KaZzdé dvé roviny jsou rtiznobézné, kdy vSechny tfi priisecnice prochdzeji jednim bodem
(jediny spole¢ny bod vSech tf{ rovin).
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H Priklad 1.8.1

Je dan Ctyistén ABCD. Body K, L, M jsou po fadé stiedy hran AD, BD,CD. Zjistéte vza-
jemnou polohu ti{ rovin

a) ABD, KLM,BCD

b) ABC, BKM,ACD

c) ABC,ABD, ABM

d) ABC,KLM,BCD
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1.9 ReSeni polohovych konstrukénich iloh

Pri feseni polohovych tloh nds zajima pouze vzajemnd poloha bodd, pfimek a rovin, ne metrické
vztahy jako jsou velikosti ise¢ek &i tihli. Ulohy budeme fesit ve volném rovnob&Zném promitani.
Dané prvky uréime obvykle na jednoduchych télesech, nej¢astéji na hranolech a jehlanech.

Sta¢i ndm tedy zndt pouze tvar télesa, nikoli jeho rozméry. Mezi jednoduché priklady, s
kterymi jsme se jiz setkali, patfi:

e sestrojeni prusec¢nice dvou rovin
e sestrojeni roviny rovnobézné s danou rovinou prochdzejici danym bodem

e sestrojeni piimky, kterd prochdzi danym bodem a je rovnobéZnd s dvéma danymi rizno-
béZnymi rovinami

Dalsim piikladem je sestrojeni priseciku piimky s rovinou. Je-li pfimka p riznobé€zna s
rovinou p, pak jejich priisecik ziskdme nésledovné:

1. Pfimkou p proloZime vhodnou rovinu o, kterd je s rovinou p riznobéZna.

2. Uréime prusecnici r rovin p a o.

3. Prtsecik P piimek p a r je hledany prusecik pfimky p s rovinou p.

Pricka dvou mimobézek je pfimka, kterd obé piimky protind. Nékdy pfickou rozumime

pouze useCku, jejiz krajni body jsou na danych mimobézkach. JelikoZ existuje nekonecné
mnoho pricek dvou danych mimobézek, je tfeba pfipojit dal§i podminky.

H Priklad 1.9.1

Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prusecik pfimky BH s rovinou ACF.
Reseni:
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Jako rovinu ¢ zvolime rovinu BD H. Prtse¢nice r rovin AC'a BDF H je pifimka F'S, kde
S je prisecik ptimek AC'a B D (stied dolni podstavy). Prisecik P piimky BH s rovinou AC'F’
je prusecik piimek F'S a BH.

H Priklad 1.9.2

Je dana krychle ABCDEFGH abod S jako stfed hrany BC'. Pfimka E S urcuje smér slunec-
nich paprski (tzv. rovnobéZzné svétleni). Sestrojte stin usecky F'G do roviny dolni podstavy.

Reseni:
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K urcent stinu dsecky F'G nam staci najit stiny jejich krajnich bodu.

Pfi hledani stinu bodu F' do roviny ABC'D hledame vlastné prusecik pfimky prochazejici
bodem F', rovnobézné se smérem osvétleni (neboli s piimkou £S = s) aroviny ABCD.

Zarovinu o zvolime rovinu kolmou k dolni podstavé, tedy rovinu ASE. V bodé€ F' sestrojime
rovinu s ni rovnobé€znou, k tomu nadm staci sestrojit dvé riznobézné piimky. Prvni bude jiz
zminovana rovnobézka s s a druhd bude piimka v rovin€é ABC'D, tedy piimka prochazejici
bodem B rovnobézna s AS. Prlinik té€chto dvou piimek je bod F* - stin bodu F' do roviny
ABCD.

Analogicky pro bod G.

Poznamka 1.9.1 Kromé rovnobézného osvétleni existuje jesté stiedové osvétleni, kde zdrojem
svétla je jeden bod S. Potom nesestrojujeme piimky rovnobézné, ale pfi hledani stinu bodu X
hledame praseci piimky SX s danou rovinou.

H Piiklad 1.9.3

V krychli ABCDEFGH sestrojte pricku mimobézek F'C, AH, kterd prochazi dvéma vrcholy
krychle.

Reseni:
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Existuji prave Ctyfi pricky zadanych mimobézek urc¢ené vrcholy krychle,ato FA, FH,CA,CH.

H Priklad 1.9.4

Sestrojte stin, ktery vrhne krychle ABC'DEF' G H do roviny své spodni podstavy pii rovnobéz-
ném osvétleni. Smér osvétleni udava piimka £'S, kde S je stied hrany BC.

Priklad 1.9.5 Sestrojte stin, ktery vrhne krychle ABC'D E F'G H do roviny své spodni podstavy
pii stiedovém osvétleni. Zdroj svétla je bod S leZici na poloptimce AFE, pficemz plati |ES| =
|AE)|.

H Priklad 1.9.6

V krychli ABCDEFGH sestrojte piicku mimobézek FF, AC tak, aby
a) prochédzela dvéma vrcholy rychle
b) leZela v roviné BDF'.

H Priklad 1.9.7

V pravidelném Sestibokém jehlanu ABC'DEFV urCete prinik piimky BM s rovinou AC'V.
Bod M je stfed hrany E'V.

Priklad 1.9.8 Ve ctyisténu ABC'D je bod M stfedem hrany C'D, bod P stfedem hrany BD a
bod N je vnitinim bodem stény ABC'. Sestrojte prasecik ptimky DN s rovinou

a) ABM,

b) a, kterd je rovnobézna s rovinou ABC' a prochazi bodem P.

H Priklad 1.9.9
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Je dan pravidelny Sestiboky hranol ABCDEF A'B'C'D'E'F'. Sestrojte pticku mimobézek BC
a A'F’ tak, aby byla rovnobézna s piimkou

a) AA,

b) DE,

c) BE',

d) B'C.
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1.10 Metrické vlastnosti

Véta 1.10.1 Odchylka dvou riiznobéznych primek je velikost kazdého z ostrych nebo pravych
ihli, které spolu tyto primky sviraji. (obr. 1)

Véta 1.10.2 Odchylka dvou rovnobéznych primek je 0°.

Véta 1.10.3 Odchylka dvou mimobéznych primek je odchylka riiznobéznych primek vede-
nych libovolnym bodem prostoru rovnobéziné s danymi mimobéZkami. (obr. 2)

Znaceni: Je-1i ¢ odchylka dvou piimek p, ¢, piSeme ¢ = |Zpq].

p
><g i

ﬁ Z Priklad 1.10.1
Je dana krychle ABCDEFGH. UrCete odchylku ptimek AH, BE.

Reseni:
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Bodem B vedeme rovnobézku s piimkou A H. Odchylka riiznobéZnych piimek BE a BG je
stejnd jako odchylka mimobéZznych piimek BE a AH. Jelikoz trojihelnik BG E je rovnostranny
je odchylka ¢ rovna 60°.

H Priklad 1.10.2

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABC' DV, jehoZ stény jsou rovnostranné trojihelniky. Urcete
odchylku ptimek AD, C'V.

Reseni:

Bodem C' vedeme rovnobézku s piimkou AD. Tim dostaneme riznobézné piimky BC' a
CV, které maji stejnou odchylku jako zadané mimobézky. JelikoZ stény jehlanu jsou rovno-
stranné trojihelniky je odchylka ¢ rovna 60°.

1.11 Kolmost pifimek a rovin

Véta 1.11.1 Dvé primky jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdy?Z jejich odchylka je 90°. Znacime
pla.

Definice 1.11.1 Primka a rovina jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdyZ je pfimka kolma ke
vSem pfimkdm roviny. Znacime p_L p.

Véta 1.11.2 Kritérium kolmosti piimky a roviny: Je-li primka kolmd ke dvéma riiznobézkdm
roviny, pak je k roviné kolmd. (obr.3)
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Véta 1.11.3 Dv¢é roviny jsou k sobé kolmé prdavé tehdy, kdyZ jedna z nich obsahuje primku
kolmou k druhé roviné. Znacime 1 o.

Véta 1.11.4 Rovina je kolmd ke dvéma riiznobéznym rovindm prdvé tehdy, kdyz je kolmd k
Jejich priisecnici.

Véta 1.11.5 Primkou, kterd je kolmd k roviné prochdzi nekonecné mnoho rovin kolmych k
dané roviné; tvori svazek rovin, jehoZ osou je dand primka.

Véta 1.11.6 Danym bodem prostoru lze vést k dané roviné prdavé jednu kolmici. Prisecik
této primky s rovinou nazyvame pravouhly priumét bodu A do roviny. (obr. 4)

Véta 1.11.7 Danym bodem prostoru lze vést k dané primce prdvé jednu kolmou rovinu.

Véta 1.11.8 Danou primkou, kterd neni k roviné kolmd, prochdzi prdvé jedna rovina, kterd
je k roviné p kolmd. Priisecnici rovin p a o nazyvdme pravouhly priimét primky p do roviny
p.
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Véta 1.11.9 Primkou Ize proloZit rovinu kolmou k druhé primce prdavé tehdy, kdyZ jsou obé
primky k sobé kolmé.

Pro libovolné pfimky p, ¢ a libovolné roviny p, o plati:
a) jestlize pLp a ¢ Lp, pak pl|q,
b) jestlize pLp a p||q, pak ¢_Lp,
¢) jestlize pLpaplo, pak p|o,

d) jestlize pLpa pllo, pak pLo.

h t Priklad 1.11.1

Vrcholem E krychle ABC'DEFGH vedte pfimku kolmou k roviné AF H

S v /.
Reseni:
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Hledanou piimku ur¢ime jako prisec¢nici dvou rovin, které jsou kolmé k roviné AF H. Ro-
vina ACFE, resp. CDE je kolmd k roviné AF' H, jelikoz rovina AF'H obsahuje pifimku F'H,
resp. AH, kterd je k této roviné kolma. Prusecnice rovin AC'E a CDE, tedy piimka C'E, je
hledanou kolmici.

H Piiklad 1.11.2

Je dan pravidelny ¢tyfboky jehlan ABC DV, bod S je stredem podstavy. Ovéite kolmost pifimek
AC a BV.

Reseni:
K ovéfeni kolmosti dvou pfimek uZijeme kolmosti pfimky a roviny. Pfimka BV lezi v
roviné BV D a v této roviné leZi pifimky BD a V'S, které jsou kolmé k piimce AC'. Dle kritéria

kolmosti pfimky a roviny je pfimka AC kolma k roviné BV D. Je tudiz kolma ke vSem piimkam
této roviny, tedy 1 k pfimce BV .
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1.12 Odchylka primek a rovin

Odchylka primky (p_Lp) a roviny je rovna odchylce pfimky od jejiho pravodhlého pramétu do
této roviny. Je-1i pfimka kolma k roviné je odchylka rovna 90°. (obr. 6)

Pro libovolné piimky p, ¢ a libovolné roviny p, o plati:

a) jestlize pl||o, pak |Zpp| = |£po]|

b) jestliZe p||g, pak |£pp| = |Zqp]

¢) jestlize pllo apllq, pak [Zpp| = |Zpo| = [Zqp| = |Zq0]

Odchylka dvou rovin je odchylka jejich pruseCnic s rovinou, kterd je k obéma rovindm
kolma. (obr. 5)

Plati: jsou-li roviny p a p’ a také o a ¢’ rovnobézné, pak |Zp'c’| = |Zpo]|.

OBRAZEK

H Priklad 1.12.1

Je dana krychle ABCDEFGH. Uréete odchylku rovin ABC'a BC'H.

Reseni:

[ o

Odchylku rovin ABC' a BC'H ur¢ime pomoci odchylky piimek, které jsou prisecnicemi
té€chto rovin s rovinou k nim kolmou. Takovou rovinou je napiiklad rovina A BF', ktera protina
zadané roviny v pfimkach AB a BE. Odchylka rovin ABC' a BC'H je tedy rovna odchylce
piimek AB a BE, kterd je rovna 45°.

Priklad 1.12.2 Je déan pravidelny ctyiboky jehlan ABC DV s vyskou délky 6 cm a hranou
podstavy délky 4 cm. Bod S je stiedem podstavy. Urcete odchylku podstavy a stény jehlanu.
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Reseni:

Uréime napiiklad odchylku podstavy a stéeny BCV. Rovina EV' S, kde bod F je stfed
usecky BC, je k obéma rovindm kolm4, uréime tedy prasecnice s touto rovinou a ur¢ime jejich
odchylku. V pravodhlém trojihelniku E'V'S zndme délky dvou stran, |[SE| = 2, [VS| =6 a
pomoci funkce tangens vypocitime hledanou odchylku.

6
tan g = 5= 3, tedyp=T1°34’.
OBRAZEK

1.13 Vzdalenost bodu od primky a od roviny

Vzdilenost bodu A od piimky p (A ¢ p) je rovna vzdélenosti bodu A od ptimky p v roviné Ap.
Lezi-li bod na pfimce je vzdélenost rovna 0. Vzdalenost znacime | Ap| .(obr.7)

Ap O

Vzdalenost bodu A od roviny p je vzdalenost dobu A a jeho pravouhlého primétu A’ do
roviny p. Znacime |Ap| .

H Priklad 1.13.1

Jedanakrychle ABC' D EFGH shranou délky 4. Vypocitejte vzdalenost bodu B od piimky F H.
Resent:
Bod B a pfimka FH urcuji rovinu AEH. V této roviné sestrojime kolmici z bodu B na

piimku F H. Prisecik této kolmice a piimky £ H je bod F, a tedy hledana vzdalenost je rovna
délce tsetky BE. Usecka BE je sténovou thlopfickou a jeji délka je tudiZ rovna /2.
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H Priklad 1.13.2

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABC' DV s vyskou délky 4 a podstavnou hranou délky 6.
Vypocitejte vzdalenost stfedu podstavy S od stény BC'V.

Reseni:

Bodem S prolozime rovinu EV'S, kde bod FE je stfed usecky BC'. Tato rovina je kolma k
roviné BC'V a protind tuto rovinu v pifimce EV. Vzdélenost bodu .S od roviny BC'V je rovna
vzdéalenosti bodu S od pfimky E'V. Tuto vzdalenost vypocteme z pravothlého trojihelniku
EV'S. Nejprve pomoci Pythagorovy véty vypocitame délku strany EV, |EV| = 5, a poté ze
dvou vzorci na obsah pravouihlého trojihelnika,

_|SE[- VS| |EV|-v

2 2
vypocitdme hledanou vzdalenost v = 2, 4.

S

OBRAZEK
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1.14 Vzdalenost primek a rovin
Vzddlenost dvou rovnobéznych primek p,q je vzdalenost libovolného bodu jedné pfimky od

druhé piimky. Znaéime |pq|.

Vzddlenost dvou mimobéznych primek p, q je délka usecky P(Q), kde body P, () jsou po fadé
prise¢iky mimobézek p, g s osou téchto mimobézek. (obr. 8)

\

Osa mimobéZek - je pricka téchto mimobézek, kterd je k obéma mimobézkam kolma.

Konstrukce osy mimobéZek - Libovolnym bodem prostoru vedeme rovnobézky s danymi
pfimkami. Tyto riiznobézky urcuji rovinu rovnobéZnou s obéma mimobézkami. Ur¢ime smér
kolmy k této rovin€ a tim dostaneme smér hledané osy danych mimobézek. Libovolnym bodem
jedné z danych mimobézek vedeme rovnobézku s timto smérem, urc¢ime tak rovinu, ve které
lezi hledana osa. Prisecik této roviny s druhou mimobézkou je bodem hledané osy, staci tedy
timto bodem vést rovnobézku se smérem osy a dostaneme hledanou osu mimobézek.

Vzddlenost dvou mimobéZnych primek lze také urcit jako vzdalenost dvou rovnobéznych
rovin, které tyto mimobézky obsahuji.

Vzddlenost dvou rovnobéZnych rovin je vzdalenost libovolného bodu jedné roviny od druhé
roviny. Znaéime |po|.

Vzddlenost primky od roviny s ni rovnobézné je vzdalenost libovolného bodu pfimky od této
roviny. Zna¢ime |pp|.

H Priklad 1.14.1

Krychle ABC'DE FGH mahranu délky 5, bod M je stied hrany F'H. Urcete vzdalenost piimek
FMaAC.
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Reseni:
OBRAZEK

V roviné EF'G lezi jak ptimka M F, tak i piimka E'G, kterd je rovnobéznd s piimkou AC'.
Rovina EF'G je tedy rovnobéznd s obéma zadanymi mimobéZkami a tudiZ libovolna kolmice
urcuje smér hledané osy mimobéZzek. Rovina ACG je urcena pfimkou AC' a pfimkou AF, ktera
patii sméru osy. Tato rovina protind piimku F'M v bodé (), kterym tedy prochdzi osa mimobé&zek
AC a FM. Bod P je prasecik této osy a piimky AC'. Vzdalenost danych mimobézek je tedy
rovna velikosti tseCky P(Q), kterd je v8ak rovna délce hrany dané krychle, tedy |AC, FM| = 5.

H Priklad 1.14.2

Je dan pravidelny ctyrboky jehlan ABC' DV s vyskou délky 6. Body K a L jsou po fadé stiedy
hran AV a BV. Urcete vzdélenost piimek K L a BC'.

Reseni:

OBRAZEK

Vzdélenost mimobézek K L a BC' je rovna vzdalenosti dvou rovnobéznych rovin, které tyto
piimky obsahuji. Pfimka BC' lezi v roviné podstavy ABC' a pfimka K L lezi v rovin¢ K LM,

kde bod M je stied hrany C'V. Vzdalenost rovina ABC a K LM je zfejmé rovna poloving vysky
jehlanu, tedy rovna 3.
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2 Volné rovnobézné promitani

2.1 Rezy na télesech

Rez t&lesa rovinou je primik t&lesa a roviny. Je to rovinny ttvar, jehoZ hranice je prinik
hranice télesa a roviny fezu. Hranice fezu hranolu, popf. jehlanu se skldada z prinikid roviny
fezu se st€énami hranolu, popf. jehlanu. Sestrojit fez rovinou tedy znamenad sestrojit prisecnice
jednotlivych stran télesa s danou rovinou. Pfi konstrukci fezili jsou dililezité tfi véty:

Véta 2.1.1 Lezi-li dva rizné body v roviné, pak primka jimi urcend lezi také v této roviné.

Véta 2.1.2 Dvé rovnobézné roviny protind tieti rovina ve dvou rovnobéznych primkdch.

Véta 2.1.3 Jsou-li kazdé dvé ze tri rovin riiznobézné a maji-li tyto t¥i roviny jediny spolecny
bod, prochdzeji timto bodem vsechny t¥i priisecnice.

Z téchto vét vyplyvaji tfi disledky:
eSpojnice dvou riiznych bodi v jedné roviné pfimka, kterd je jednou stranou fezu.

e Jsou-li roviny dvou stén rovnobézné a pfitom rtiznobézné s rovinou fezu, jsou pri-
seCnice roviny fezu s rovinami téchto stén rovnobézZné.

e Priisecnice rovin dvou sousednich stén s rovinou fezu a piimka v niZ lezi spole¢na
hrana, se protinaji v jednom bodé¢.

H Piiklad 2.1.1

Sestrojte fez krychle ABC'DE FGH rovinou ABH.
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H Priklad 2.1.2

Sestrojte fez krychle ABC'DEFGH rovinou BEV . Bod V' leZi ve stfedu strany C'G.
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H Priklad 2.1.3

Sestrojte ez krychle ABCDEFGH rovinou XY Z. X lezi ve stfedu strany AB, Y ve stiedu
strany AE a Z lezi ve stiedu strany F'G.
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Priklad 2.1.4
Sestrojte fez krychle ABC'DEFG H rovinou OM N.
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ﬁ I Priklad 2.1.5
Sestrojte fez krychle ABC'DEFG H rovinou PQO.

H Priklad 2.1.6

Sestrojte fez pravidelného ¢tyfbokého jehlanu ABC DV rovinou XY Z.
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2.2 Prunik piimKy s télelsem

Prinik pfimky s télesem fesime obdobné jako prise¢ik pfimky s rovinou. Pfimkou proloZime
libovolnou rovinu, uréime fez t€lesa s touto rovinou a potom je prinik pfimky s fezem télesa
zaroven prunik pfimky s télesem.

H Priklad 2.2.1

Sestrojte prunik pfimky p = (PQ) a krychli ABCDEFGH.

H— G H Q
|
p E | p | |
i | T+ [,
T Ty
| “‘“‘HR Lo
S e | BT L
/// , 7|£'_/ ¢
A B & A B

H Priklad 2.2.2

Sestrojte prinik pifimky p = (M N) a trojbokého hranolu ABC'V'.

2.3 Osova afinita

Mémje dany roviny « a 3 a smér s, pfiCemZ roviny « i 3 nejsou rovnobézné se smérem s.
Osova afinita mezi rtiznobéZnymi rovinami « a 8 je rovnobézné promitani bodl roviny « do
roviny [ smérem s. PriseCnice rovin « a § se nazyva osa afinity. Osova afinita mezi rovinami
a a 3 je urena osou afinity o a uspofaddanou dvojici riznych bodi AA’, kde A je libovolny
bod roviny « nelezici na ose afinity a A’ je jeho obraz v roviné . Uspofddana dvojice bodd
AA’ se nazyva smér osové afinity. Osovou afinitu budeme vyuzivat ke konstrukci fezt hranolt,
kderovina 3 je rovinafezu, rovina « je rovina stény (nejcastéji podstavy) a s je smér bocnich stén.
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H Priklad 2.3.1

Maéme danu krychli ABCDEFGH a osovou afinitu mezi rovinami « a /5 uréenou body X X'.
Najdéte obraz bodu Y roviny a v roviné 8. « = (CDG) a f = (ADE).

H G H G
| « X | ,/?X
| [~
E E " F
Xojey ).g;p/‘Y
| 4%
L Y e
//— C //_D
e rd
e e
A B A B

H Priklad 2.3.2

Sestrojte fez krychle ABC' DE FG H rovinou M NO

H G H G
M | M
|
E T o E 0
| hﬁh‘"—w_
! \ gt SN
| r e L
————r—-=/'C e
e /// =
s A
A N B ’J//’// N B

2.4 Dalsi priklady

H

Sestroj fez hranolu ABC'DEFGH rovinou XY Z.
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Priklad 2.4.1

Sestroj fez jehlanu ABC DEV rovinou XY Z.

X
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