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Vybrané kapitoly z matematiky

Cilem studia matematiky na vysoké skole jako podptrného studijntho pfedmétu je pfedevsim pocho-
peni studovaného oboru pomoci metod exaktnich véd a vyuziti efektivni matematické podpory pii
poznavéni vlastniho studovaného oboru. Obecné je vSak tkolem matematiky jako védy pfedevsim
naucit myslet — tedy analyzovat problém, stanovit strategii jeho feSeni a potom teprve vyuZit mate-
matickych prostfedki k jeho vyfeSeni.

Ucebni text, ktery pravé zacinate Cist, je uréen zejména studentdim prvniho roéniku Pfirodovédecké
fakulty Univerzity Palackého v Olomouci. U¢ebni latka je ddna sylabem pfedmétu Matematika I, ktery
je pfedndsen v zimnim semestru v rozsahu dvou hodin spolu s dvouhodinovym seminafem (cvi¢enim).
V letnim semestru pak navazuje pfedmét Matematika II se stejnou hodinovou dotaci. U ¢tendte se
nepfedpoklddd nic nad ramec znalosti ziskanych na stfedni skole.

Cilem textti je zejména upevnéni poznatki ze sttedoskolské matematiky a poukazani na jejich prova-
zanost s potfebnymi pojmy vysokoskolské matematiky, zejména z oblasti diferencidlniho poc¢tu. VSechny
kapitoly maji totoZnou strukturu. Kromé nutné teoretické ¢asti zde najdete zna¢né mnozZstvi feSenych i
nefeSenych tloh; v feSenych tilohach opatfenych komentafem je studujici veden krok po kroku. Vzhle-
dem k rozsahlé oblasti uciva, které skripta pokryvaji, byly vynechdny dtkazy vétsiny vét. Ty vsak
zvidavy ¢tendf nalezne v literatufe, ktera je uvedena na konci textu.

Autofi doporucuji texty nejenom Cist, ale s pfipravenou tuZzkou a papirem pocitat, fesit, kreslit,
uvazovat, tudiz nachdzet a objevovat. Kli¢ ke zvlddnuti problémt doopravdy spociva v jejich feSeni
- nestadi se na né jenom divat. V dosahu pomoci je také vyucujici nebo konzultujici ucitel.

Neni vylouceno, Ze — i po nékolikandsobném ¢teni — najde ¢tendf v textu néjaké chyby ¢i preklepy;
za ty se pfedem omlouvdme a budeme radi, kdyz se ndm dostanou k nahlédnuti a opravé.

Uvedeme jesté vysvétleni vyznamu grafickych znacek pouZivanych v textu kvtli jeho strukturovani.
Jejich systém byl pfevzat z publikace [1], ¢imZ bychom radi podékovali jeho autordm.



Tato znacka ptipomind tercik; v ndsledném textu ji pouZivime pro vymezeni zaméfeni kapitoly a hlavnich

cilii kapitoly nebo jeji &isti. Po prostudovini kapitoly je vhodné vritit se k této znacce a zkontrolovat si, zda
jste studiem jednotlivé cile naplnili a tim kapitolu nebo jeji ¢dst zvlddli.

Q Znacka rozsvicené zZarovky by mohla poslouZzit k tomu, abyste ziskali jasnou 0-

tivaci ke studiu: bude uvadét text, ve kterém bude uvedeno, pro¢ nékteré pojmy
nebo vztahy studovat, k ¢emu nds p¥ivedou, v ¢em je jejich vyznam nebo na ¢em se
zaklddaji.

Oteviena knizka znaci, Ze nyni uvddime zakladni popisy klicovych pojmi, de-
finice, vztahy mezi pojmy, nebo také obecné principy postuptl.

Text, ktery nasleduje za timto klicem, bude obsahovat feSeni konkrétnich
ukazkovych ptikladd, pfipadné také s komentovanym postupem. V nefeSenych
dlohédch tyto postupy miuizete pouZit — obrazné jako kli¢ k otevieni, rozieSeni
problému.

o Namisté uvadéném timto otaznikem najdete problémy zformulované k vaSemu
feSeni: po pfedchozim studiu se nyni miiZete pustit do jejich feSeni — na prak-
tickych tlohach se otestujete, jak jste zvladli p¥isluSnou ¢ast latky:.

& Tato znacka textového editoru TEX, ve kterém jsme pro vds napsali nds matematicky text, vy-
mezuje ukonéeni dtikazu tvrzeni nebo vyznacuje konec postupu feSeni néjaké tlohy.

Uvod ucebniho textu timto konéi a naopak za¢ind samotnd préce s textem, proto Vam pfteji hodné
tspéchti, pfedevsim pii pronikdni do kras matematiky.

V Olomoudi, 1éto 2013 Vladimir Vanék



Kapitola 1

Spojitost funkce

V ndsledujict kapitole se budeme zabyvat tzv. spojitosti funkce a to, jak spojitosti v bodé, tak spojitosti na

mnoZiné. S pojmem spojitosti se dile vaZi pojmy jako je okoli bodu, limita aj, se kterymi jste se jiZ v textu
setkali. Po prostudovini kapitoly bychom méli bez problémii definovat pojem spojitosti, urcit zda je dand funkce
spojitd, nespojitd prontho druhu resp. druhého druhu a v neposledni fadé uvést priklady takovych funkci.

Q Ptedstavme si pf¥ipad, kdy zndme funkéni hodnoty f(a) a f(b), kde a # b -

napiiklad pocatecni a koncovou hodnotu prabéhu néjakého experimentu. Nas
ale kromé toho zajim4, jestli dany experiment probihal kontinualné, nebo nastaly
skokové zmény. Matematicky vyjadfeno, zda funkéni hodnoty f(z), pro z € (a,b)
nabyvaly pravé vSech hodnot z intervalu (f(a), f(b)), nebo zde nékteré chybi &i
pfebyvaji. Odpovéd nam mohou poskytnout nasledujici fadky.

[ Intuitivni pfedstavy o pojmu spojitost

Mezi funkcemi, se kterymi jste se jiz ve skriptech setkali, maji mimofadny vyznam funkce, které nazyvame
spojité. Intuitivné vSichni citime, Ze spojité je néco neprerusované. Na skoldch se nékdy uvadi, Ze graf
spojité funkce lze nakreslit jednim tahem. Takova interpretace pojmu spojitost ovsem narazi na mnoho
problémti. Tim nejvétsim je schopnost vytvofit si spravny geometricky nazor. Jen velmi téZko bychom
mohli pomoci takové “definice”ukazat, Ze naptiklad funkce f(z) = 26 —42°+ 724 — 1623+ 1522 — 112412
je spojita funkce, i kdyZ tomu tak doopravdy je. Je nezbytné, abychom mohli o funkci prohlasit, zda je
¢i neni spojitd i bez znalosti jejtho grafu. Je velkym tspéchem matematického mysleni, Ze byl pojem
spojitost vyjadfen naprosto exaktné.

Nez pristoupime k samotné definici pojmu spojitost, ukazme si nékolik funkci:
Priklad 1.0.1. Méjme funkce:
1. fry=x+3,z€R

2% — 3z
2. g:y:T,xER\{O}

1
3. h:y:?xGR\{O}

Graf funkce f je pfimka , grafem funkce g je parabola kromé jejtho minima v bodé [0, —3] a kone¢né
grafem funkce h jsou dvé vétve hyperboly (nepfima timeérnost). Pokud bychom si grafy predstavili
jako cesty, po cesté f bychom pfesli bez vétsich problémd, na cesté g bychom museli pfekonat jednu
pfrekazku a to “diru”po bodé [0, —3], oviem cestu h bychom nikomu nedoporucovali, nebof pokud by
vysel na jedné jeji ¢asti, nikdy by se nedostal na druhou. Kterou cestu si vybrat a kterou nikoliv ndm
objasni jiZ zndmy pojem limita.
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1.1 Spojitost funkce v bodé

Spojitost funkce v bodé odpovidd ndzorné predstavé, Ze “velmi malé”zméné hodnoty proménné z de-
fini¢ntho oboru odpovida “velmi mald”zména funkénich hodnot. Vyslovme piesnou definici.

Definice 1.1.1. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé a, jestlize a € D(f) a k libovolnému okoli U(f(a))
bodu f(a) existuje okoli V' (a) bodu a tak, Ze pro vSechna = € R plati

z € V(a)ND(f) = f(z) € U(f(a)).
Vyslovme jesté ekvivalentni definici, kterd vyuZivd zndimého pojmu limita.

Definice 1.1.2. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé a € R takovém, Ze f je definovand v jeho okoli,
praveé kdyz existuje liin f(z) aplati
r—a

lim f(z) = f(a)
Druhé definice v sobé obsahuje hned tfi podminky, které budeme v dal$im textu vyuzivat.
1. funkce f musi byt v bodé a definovédna (na rozdil od limity),

2. musi existovat limita lim f(x), tedy musi existovat jednostranné limity a musi si byt rovny,
T—a
3. limita lim f(z) musi byt rovna funkéni hodnoté v bodé a.
T—ra

V nékterych publikacich je moZné najit dalsi ekvivalentni definici. Pro iplnost ji zde uvedeme také.

Definice 1.1.3. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé a € D(f) a plati:

Ve>030>0Vz e D(f): |z —a|<d= |f(z)— fla)| <e.

T
1
1
1
|
1
1
T
B O el

Obrézek 1.1: Spojitost funkce v bodé
My se budeme v dalsim opirat pfedevsim o definici vyuZivajici pojmu limita.

1.1.1 Zakladni vlastnosti
Z vét o limitach funkci plynou snadno nékteré véty o vlastnostech spojitych funkci v bodé.
Véta 1.1.1. (O vlastnostech spojitosti) Necht f,g: R — R, c € R. Pak
1. f je spojitd v bodé a, pravé tehdy, kdyZ je v a spojitd zleva i zprava.
2. Jestlize je f spojitd v a, pak existuje U(a) takové, Ze f je omezend na U (a).
3. JestliZe jsou f, g spojité v a, pak f + g, f — g, cf, fg,|f]| jsou také spojité, a je-li g(a) # 0, je spojitd v bodé
f

a také =.
g

4. Jestlize je f spojitd v a a zdroveri g spojitdi v A = f(a), pak je také sloZend funkce g o f spojitd v bodé a.

Véta 1.1.2. (O spojitosti elementdrnich funkci) Nechf f : R — R,z € D(f) je elementdrni funkce. Pak v
kazdém bodé x € D(f) je f spojitd.
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1.2 Jednostranna spojitost a body nespojitosti

Méjme funkci f : A — R. JestliZe v jistém levém, resp. pravém okoli bodu a neni funkce f definovana,
pak mluvim zpravidla o jednostranné spojitosti v bodé a zprava, resp. zleva. Napfiklad funkce f : y = /z
jde v bodé 0 o spojitost zprava (funkce neni definovana pro z < 0). Pojem jednostranné spojitosti vSak
zavadime i v pfipadé, Ze mame definovano okoli bodu a zprava i zleva.

Definice 1.2.1. Rikdme, Ze funkce f : A — R je spojitd zprava (zleva) v bodé a € A, jestlize plati:

lim f(z) = f(a) lim f(z) = f(a).
T—a r—a

Body defini¢niho oboru funkce f, v nichZ neni funkce spojitd, nazyvame body nespojitosti funkce f.
Tyto body miiZeme roztfidit do tif skupin.

1. Existuje kone¢na limita

lim f(z) =5, ale b# f(a).

r—a
Takovy bod nazveme bodem odstranitelné nespojitosti, protoze staéi funkci f v bodé a pfedefinovat
tak, Ze poloZzime f(a) = b a funkce se stane spojitou. K bodiim odstranitelné nespojitosti patii také
body, v nichz je funkce f nedefinovand, ale existuje v ném limita
lim f(x)=b.

r—a

V takovém piipadé postadi funkci f v bodé a dodefinovat tak, Ze polozime f(a) = b. Funkdi f tak

roz$itime na D(f) U {a}.

2si
Pfiklad 1.2.1. Funkce f(z) = ;n * heni definovéna v bodé z = 0. Vyzkousime tedy jednostranné
sinx sinx
limity: lim = lim = 1. Jedna se tedy o odstranitelnou nespojitost, sta¢i dodefinovat
z—0t X z—0- T

£(0) = 1 a funkce bude spojitd v oboru redlnych ¢isel.

f(x) = sin(x) / x /—‘0\
0

5 o —71 2 0 2 T 6

sinx

Obrézek 1.2: Graf funkce f(x) = .

2. Existuji kone¢né jednostranné limity, ale nejsou si rovny.
lim f(z) # lim f(z).
z—a™t z—a~
V tomto p¥ipadé nazveme bod a nespojitosti proniho druhu a ¢islo

s(a) = | lim f(x)— lim f(x)

z—at r—a~
nazyvame skokem funkce v bodé a.

Pfiklad 1.2.2. Funkce f(x) = sgnz ma v bodé 0 nespojitost prvniho druhu. Tvrzeni ndm dokdzi
hodnoty jednostrannych limit: lirg+ sgnrx =1a hIBl sgnz =—=1. s(0)=]1—-(-1)|=2
rT—r x—0~
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i 4 2 0 2 4
f(x) = sgn(x)

Obrazek 1.3: Graf funkce f(z) = sgnx

3. Jestlize alespori jedna z jednostrannych limit neexistuje nebo je nevlastni ( lim+ (x) = o0), pak
Tr—a
bod a nazveme bodem nespojitosti druhého druhu.

1
P¥iklad 1.2.3. Funkce f(z) = o ma v bodé 0 nespojitost druhého druhu. Tvrzeni ndm dokazi opét

. P .1 "
jednostranné limity: lim — = oo, resp. lim — = —oo.
z—0t T z—=0- T

Obrézek 1.4: Graf funkce f(z) = %

I
x(z? —1)

Reseni: 1.2.4. Body nespojitosti zjistime velmi jednoduse. Jsou to kofeny jmenovatele zlomku, tedy
—1,0, 1. Nyni vypocitdme jednostranné limity pro vSechny body nespojitosti.

P¥iklad 1.2.4. Urcete body nespojitosti funkce f(x) = a klasifikujte je.

1
lim —— = -0
rz——1— .’E(.’EQ — 1)

1
z—0~ x(xz — 1)

1
lim ——— = -
e—1- z(2® — 1)

1
lim —— =4
z——1+ 1’(1’2 — ].)

1
lim —— = —©
z—0+ x(x2 -1

1
lim ———— = 4+
o1t z(2? — 1)

Vsechny tfi body mtizeme klasifikovat jako body nespojitost druhého druhu. Pro pfedstavu uvadime i

graf této funkce.

Pfiklad 1.2.5. Urcete body nespojitosti funkce g(x) = {

a klasifikujte je.

&

2242, jeli z € (—o0,0)
0 jeli =0
—22 -2, jeli =z € (0,00).
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1

Obrézek 1.5: Graf funkce f(z) = i

Res$eni: 1.2.5. Uvedena funkce je nespojitd pouze pro x = 0. Podivejme se na jednostranné limity.

1. = 2 1. = __2.

Jim g(a) Jim o(2)

Navic ¢(0) = 0.

Jednostranné limity sice existuji, ale nejsou si rovny, jde tedy o nespojitost prvniho druhu. &

2?2 +5, jeli z € (—o0,0)
P¥iklad 1.2.6. Urcete body nespojitosti funkce h(z) = 2 jeli =0
—22+5, jeli =z € (0,00).
a klasifikujte je.

Regeni: 1.2.6. Uvedena funkce je nespojitd opét pro = = 0. Podivejme se na jednostranné limity.

lim h(z) =5 lim h(z) =5.

z—0~ xz—0t
Navic h(0) = 2.
Jednostranné limity existuji, jsou si rovny, ale nejsou rovny funkéni hodnoté v bodé = = 0, jde tedy o
odstranitelnou nespojitost. &

1.3 Spojitost funkce na mnoZiné

Od spojitosti funkce v bodé nyni pfejdeme ke spojitosti funkce na intervalu, jakoZto velmi hluboké vlast-
nosti funkci. Z hlediska vyuziti vlastnosti funkci hraji vyznamnou roli pravé funkce spojité na daném
intervalu. Znalosti o spojitych funkcich ndm umoZiujf napiiklad fe$it nerovnice, pfipadné pfiblizné
fesit rovnice. Ackoliv si to mnozi neuvédomuji, vyuZivaji vlastnosti spojitych funkci jiz od zakladni

vevs

gkoly. Nez prejdeme k vysloveni nejdileZitéjsich vét, specifikujme dva zakladni pojmy.
Definice 1.3.1. Funkce je spojitd na otevieném intervalu (a, b), je-li spojitd v kazdém bodé tohoto intervalu.

Definice 1.3.2. Funkce je spojitd na uzavieném intervalu (a,b), je-li spojitd v (a,b) a v bodé a je spojitd
zprava a v bodé b je spojita zleva.

Véta 1.3.1. (Weierstrassova véta) Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu {a, b). Potom plati:
1. Funkce f je na tomto intervalu omezend.

2. Funkce f nabyvd na tomto intervalu své nejuétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji c¢,d € (a,b) takové, Ze

fle) = xgg’xw f(x), resp. f(d) = mé?iflw f(z) (viz obr..

Druhé tvrzeni véty Weierstrassovy je existencni, které ndm dav4 jistotu, Ze méa smysl hledat maxima
a minima. Nef{ka v8ak nic o tom, jak dané body nalezneme.
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Obrézek 1.6: Ilustrace Weierstrassovy véty.

Véta 1.3.2. (Bolzanova - Weierstrassova véta) Nechf funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b)
a f(a) # f(b), pak funkce f nabyvi na intervalu (a,b) vsech hodnot mezi f(a) a f(b). Jingmi slovy plati, Ze pro
libovolné ¢islo y € (f(a), f(b)) existuje ¢islo x € (a, b) takové, Ze f(x) = y.

Véta 1.3.3. (Bolzanova véta) Nechf funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b) takovd, Ze plati f(a)- f(b) < 0.
Pak existuje alespori jeden bod x € (a, b) pro néjz plati f(x) = 0 (viz obr.[L.7).

Obrazek 1.7: Ilustrace Bolzanovy véty.

Poznamka 1.3.1. Bolzanova véta je pfimym dusledkem véty Bolzano - Weierstrassovy a zajisfuje ndm
pfi splnéni uvedenych podminek existenci nulového bodu. Jde o postacujici podminku, tedy pokud
neni splnéna, nemiZeme s jistotou ici, Ze nulové body funkce neexistuji (viz nasledujici ptiklad).

Pfiklad 1.3.1. Zjistéte, zda ndsledujici funkce maji v intervalu (—2, 2) nulovy bod.
1. fry=2a®—x
2. g:y=2a>-1

Reseni: 1.3.1.

1. Vypocitejme hodnoty funkce v krajnich bodech: f(—2) = —6 a f(2) = 6, tedy f(—2)- f(2) = —36 <
0 a podle Bolzanovy véty musi existovat alesponi jeden nulovy bod z. Velmi jednoduchou tipravou
zjistime, Ze hledané redlné nulové body jsou dokonce tfi (f : y = 2 —z = x(z — 1)(z + 1) = 0, pro
Tl = —1,.132 = 0,.233 = 1)

2. Vypotitejme hodnoty funkce v krajnich bodech: g(—2) = 3 a g(2) = 3, tedy g(—2) - g(2) =3 > 0
a Bolzanova véta ndm nic nefekne. Pfesto je zfejmé, Ze grafem funkce g je parabola s vrcholem
(minimem) v bodé [0, —1]. Musi tedy protinat osu o, ve dvou bodech z; = —1 a z3 = 1, které patii
do naseho intervalu. &

Uvedeny ptiklad po nds poZadoval pouze dtikaz existence nulového bodu. Vétsinou ale potiebuje-
me nejen védét, Ze nulovy bod existuje, ale je nutné znat i jeho ¢iselnou hodnotu, byf jen ptibliznou.
PopiSeme si nyni postup, kterym lze ¢iselnou hodnotu nulového bodu nalézt. Tento postup se nazyva
metoda ptleni intervalu - bisekce.

Nechf jsou splnény podminky Bolzanovy véty na intervalu (a, b). Vezmeme nyni prostiedni bod tohoto

intervalu ¢ = = b a uréime jeho funkéni hodnotu f(c). Pokud f(c¢) = 0, nasli jsme nulovy bod. Pokud
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ne, nahradime interval (a, b) intervalem (a, ¢) nebo (c, b) podle toho, pro ktery budou splnény podminky
Bolzanovy véty. Postup budeme opakovat do té doby, dokud nenalezneme pfesnou hodnotu nulového
bodu, nebo pokud délka intervalu nebude mensi neZ nami pfedem stanovena piesnost.

Poznamka 1.3.2. Samozfejmeé neni nutné intervaly pouze ptlit. Lze volit ¢ v libovolném poméru délek
piislusnych intervalti, pro néz postup k nalezeni nulového bodu bude rychlej$i. My jsme volili postup,
ktery 1ze jednoduse popsat.

Ptiklad 1.3.2. Najdéte nulovy bod funkce f(z) = 2 —z—1na intervalu (1, 2) s pfesnosti na desetitisiciny.

Reseni: 1.3.2. PouZijeme pravé popsanou metodu bisekce. Vysledky nasich propoétii budeme zapisovat
do pfehledné tabulky.

atb f) - f(a)
a b c=— fle) —
1 2 1,5 0,875 0,5
1 1,5 1,25 —0,2969 0,25
1,25 1,5 1,375 0, 2246 0,125
1,25 1,375 1,3125 —0,0515 0,0625
1,3125 | 1,375 1,3438 0, 0828 0,0313
1,3125 | 1,3438 | 1,3282 | 0,0149 | 0,0157

1,3125 | 1,3282 | 1,3204 | —0,0183 0,0079
1,3204 | 1,3282 | 1,3243 | —0,0018 0,0039

1,3243 | 1,3282 | 1,3263 | 0,0068 0,002
1,3243 | 1,3263 | 1,3253 | 0,0025 0,001
1,3243 | 1,3253 | 1,3248 0, 0005

Priblizny vysledek je tedy 1, 3248 s chybou 0.0005. &

Véta 1.3.4. (O hodnotdich spojité funkce) Nechf funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a v (a,b) nemd
Zddné nulové body, pak bud Vx € (a,b) je f(x) > 0 nebo Va € (a,b) je f(x) < 0.

P¥iklad 1.3.3. Na mnoZiné redlnych &isel feSme nerovnici (22 — 1)(z% — 9) > 0.

Reseni: 1.3.3. Ulohy tohoto typu jsou nam jiz dtivérné znamé a setkavali jsme se nimi od zékladni skoly.
Je ovsem duleZité si uvédomit, Ze nase feSeni je zaloZeno na vlastnosti spojité funkce na mnoZziné a zna-
losti predchozi véty.

Uvazujme funkci f(z) = (2% — 1)(2? — 9). Nejprve najdeme nulové body funkce f, zfejmé ptjde o ¢isla
—3,—1,1, 3. Na zakladé spojitosti funkce f, miZeme vyuzit tvrzeni pfedchozi véty tak, Ze rozdélime de-
fini¢ni obor funkce na disjunktni intervaly (—oo, —3), (=3, —1),(—1,1), (1, 3), (3, 00). V téchto intervalech
je funkce spojitd a neobsahuje Zadné dalsi nulové body, musi tedy v jednotlivych intervalech nabyvat
bud jen kladnych hodnot nebo jen zépornych hodnot. K tomu, abychom uré&ili znaménko hodnot v jed-
notlivych intervalech, tedy sta¢i vybrat si libovolny bod intervalu a vSechny ostatni body budou nabyvat
hodnot se stejnym znaménkem. napi. z intervalu (1,3) vybereme bod x = 2. Plati f(2) = —15 < 0 a
funkce je na tomto intervalu zdpornd. Vysledky zapiSeme do p¥ehledné tabulky:

z€ | (—00,-3) | (=3,-1) | (-1,1) | (1,3) | (3,0)
f(z) >0 <0 >0 <0 >0

Véta 1.3.5. (O spojitosti inverzni funkce) Nechf funkce f je spojitd a ryze monoténni na intervalu I. Pak f=1 je

spojitd na f(I).

? Ulohy

Uloha 1.3.1 Uréete body nespojitosti funkce a klasifikuijte je.
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2
T 4
a) f1 = ) [z = —2, odstraniteln4 |
2
z°—4+dbr+6
b) fo= 7 [z = —2, odstranitelna; z = 0, druhého druhu ]
<+ 2x
3 2
Q) fs= 0422+ [ z = —1,z = 0, odstranitelna; ]
3 3 — 922 — 3z z = 3, druhého druhu
d) f L =2% 4277 [spojité na celém defini¢nim oboru]
e) fs=ex [z = 0, druhého druhu ]
1
f) fo = T [z =0, prvniho druhu, s =1 ]
e +1
—, <0
g fr= { “;l_w’ 23>0 [« = 0, prvniho druhu, s = %]
Q7 T < -1 cei s 2 IV,
h) fs = :p2+1 [spojitd na celém definiénim oboru |
zc—3 x> -1
i) fo = sgn(sinx) [z = kr, k € Z, prvniho druhu, s = 2 |
) fio = sgn(z?® —4) [z = +2, prvniho druhu, s = 2 ]
k) f11 = 2 [ druhého druhu |
11—1nx_1 x = e, druhého druhu

Uloha 1.3.2 Najdéte takové hodnoty konstanty C, pro které je dana funkce spojitd na celém defini¢nim
oboru.

20 +4, z<1

Cz, r<l1

b) fr = = [0=1]
2 C rz>1
Czr -3, <2

C)f7{ 3—x+222 >2 [¢=6]
eCr, z <0

ar={ oo, 15 [o=1]

Uloha 1.3.3 Urcete, zda rovnice maji v daném intervalu alespoti jeden kofen.

a) 23 —10x —-5=0, |, (2,4) [ano ]
b) 2} —3x+1 =0, ,(0,-1) [ano ]
Q) .1?3—1—51‘—1:0, ,(1,2) [ne]

d)z3+522-1=0, ,(-1,1 [nelze to vylougit ]
y
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Uloha 1.3.4 Metodou bisekce uréete v danych intervalech fegeni rovnice s piesnosti 0,005.

a) 23 —r—1=0, ,(1,2) [1,325]
b) 2® + 522 —-1=0, ,(0,1) [0.4258 ]
o) 2 +523—-1=0, ,(0,1) [0.5664 ]

Uloha 1.3.5 Reste v R nerovnice:

a) 2% > 22 [(1,00)]

b) 2% 4+ 2% — 122 > 0 [(—4,0) U (3,+00) ]

o (z+1)(z—-3)2>0 [(-1,3) U3, 400) ]
4z — 22

d) — == =20 [(=7,0) U (4,+00) ]

e) Ve + 8>z +2 [(=o0,1) ]

f) z-logz <z [(©0,10)]



Kapitola 2

Derivace funkce

Vedle pojmu limity, o které jiz byla zminka, patf{ mezi zakladni stavebni prvky diferencialntho a in-
tegrélniho poc¢tu pojem derivace. Pomoci ni 1ze naptiklad elegantnim zplisobem vysetfovat pritbéh funkce,
hledat extrémni hodnoty, ¢i okamZitou rychlost zmény dané veli¢iny. Velky vyznam derivace ocenime
také ve fyzice nebo geometrii. Diferencidlni pocet zavedli téméf soucasné anglicky fyzik a matematik
Isaac Newton a némecky filosof a matematik Gottfried Wilhelm Leibniz.

Hlavnim cilem této kapitoly bude zavést pojem derivace a s nim souvisejici pouZivanou symboliku. UkdZeme
zde pravidla a techniky vijpoctu derivaci pocinaje elementdrnimi funkcemi a konce derivact funkce sloZené.

UkdZeme si ddle prakticky vijznam derivace a jeji nenahraditelnou funkci p¥i feSeni matematickych a praktickych

problémii. Po prostudovini kapitoly byste méli byt schopni vypocitat derivaci kaZdé elementirni funkce.

2.1 Derivace funkce v bodé
@ Rychlost, tecna

K zavedeni pojmu derivace vedly pfedevsim tilohy typu stanovit okamZitou rychlost pfimocarého pohybu
hmotného bodu, ¢i napsat rovnici tecny ke grafu libovolné redlné funkce v daném bodé.

A Uloha o rychlosti
Nasim tkolem je zjistit okamZitou rychlost auta. Predpoklddejme pohyb auta po pifimé draze
s = f(t) 2.1)

v zavislosti na Case ¢ (viz obrazek[2.3). Ozna¢me As pfirtstek dréhy s za dobu At od okamziku spusténi
stopek to do okamZiku ¢y + At. Potom

As = f(to + At) — f(to). (2.2)

Obréazek 2.1: Isaac Newton

14
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Obrazek 2.2: Gottfried Wilhelm Leibniz

Podil
_As  flto + At) — f(to)
AL At
znaci priamérnou rychlost pohybu auta v ¢asovém tseku od ¢y do ¢y + At. Budeme-li ddle neomezené
zmensovat At az k 0, pfejde primérna rychlost v na okamZitou rychlost vy. Je tedy

f(to + At) — f(to)

~lim 2%y 24
vo = Jim = = lim At ' @4

(2.3)

v

s(4) 4

5'(30:' =

Obrazek 2.3: Graf funkce s = s(t).

Pozndmka 2.1.1. Pfedchozi tiloha vedla na vypocet okamzité rychlosti. Nemusime se ovSem omezovat
pouze na pohyb bodu (auta). Rychlost mizeme chédpat také jako tempo zmény (riistu) obecné libo-
volné velitiny z4vislé na ¢ase, takze mizeme sledovat napiiklad tempo ristu dtichodii v CR, rychlost
ristu cen urcité komodity ¢i tempo klesani statniho deficitu. Jestlize napfiklad s = s(t) znamend pocet
obyvatel urcité oblasti v ¢ase ¢ méfeném v rocich, pak rychlost ristu poctu obyvatel (nebo rychlost
klesani, obecné mira zmény) bude také urcena ptedchozim zptisobem a lze ji vyjadfit mirou nebo jed-
notkou analogickou k jednotce rychlosti pohybu néjakého objektu: pocet obyvatel za rok, nebo obecnéji
pocet obyvatel za ¢asovou jednotku. Klicem ke stanoveni tempa zmény bude urceni strmosti stoupani
nebo klesani grafu pfislusné funkce; zméfime to pomoci strmosti te¢ny ke grafu funkce, tudiz pomoci
smérnice takové te¢ny. To bude obsahem naSich dalsich tvah.
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e i e e e

|
|
% : hx

// o Xy + Ax

Obrazek 2.4: Te¢na ke grafu funkce.

Uloha o teéné

Mame za tikol najit rovnici te¢ny v bodé T'[zq, f(z0)] ke grafu spojité funkce y = f(z) (viz obrazek[2.4).

Rovnici te¢ny jako rovnici pfimky lze ur¢it napfiklad ve smérnicovém tvaru pomoci bodu, u nas 7',
a jeji smérnici k; = tg o. Nyni se nabizi otdzka, jak takovou smérnici najit. Zvolme si na grafu funkce
libovolny bod S[z¢ + Az, f(zo+ Ax)] pro Az # 0 poblizbodu T (S # T'). Pak pfimka T'S je jisté setnou
grafu funkce, ozna¢me ji jako s, a jeji smérnici ozna¢me k,; bude ks = tg f.

Co by se stalo, kdybychom bod S stéle pfibliZovali po grafu funkce k bodu T'? Ur¢ité by se ménila
smeérnice se¢ny, aZ by v limitnim p¥ipadé, kdy by vzdalenost Az mezi body T a S byla libovolné mala,
se¢na by prechdzela v te¢nu ¢, a pro smérnici k; této te¢ny bude k; = AlimO ks. (Oba body by prakticky

T—
splynuly v jeden a vytvorfili bychom pfimku, kterd ma s danym grafem spole¢ny pravé jeden bod, tedy
tetnu.) V jazyce matematiky bude nase tivaha vypadat ndsledovneé:

. . Ay . f(zo+ Ax) — f(x0)
ke = Alglcgo ks = AliltIEO Az AI;:IEO Ax . @5)
Pokud lim f(@o+ AA"T; — f(@o) _ k; existuje a je kone¢n4, je tiloha o urceni te¢ny ¢ ke grafu funkce
Tr—r

y = f(z) vdaném bodé Tz, f(x] vyFeSena: hledand rovnice te¢ny ¢ ve smérnicovém tvaru je

t:y— f(wo) = ke - (x— o). (2.6)
Pokud porovname vztahy 2.4 a 2.5 zjistime, Ze aZ na oznateni neznamych jsou naprosto totoZné.
Tedy po matematické strance tyto dvé dlohy vedou na problém urceni stejné limity a vzhledem k jeji
dtilezitosti dostala tato limita specidlni ndzev derivace funkce v bodé. Velmi Casto se v jejim vypoctu
vyuziva také substituce v limité: klademe z = z9 + h, tedy h = 2 — z¢ (neboli pfirtistek Az pro
bude nyni oznacen jako h). Pak vztah pro smérnici te¢ny dostdva tvar:
f(zo 4+ h) — flxo)

ki = lim ; : 2.7)

A nyni jizZ mGzeme pfistoupit k definici derivace funkce v bodé.

Definice 2.1.1. Rikdme, Ze funkce md v bodé xy € D(f) derivaci, je-li definovand v okoli bodu z a existuje-

i limita lim 20+ R) = f(z0)
h—0 h

- Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé xy a znacime ji f'(zo) nebo
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d
% (oznaceni zavedené G.W.Leibnizem, jehoZ vyhodu si vysvétlime pozdéji). Proto

/(o) = lim f(zo+ h})L — f(zo) (2.8)

Pozndmka 2.1.2. Definice tedy pfipousti také nevlastni limity. Pokud ur¢ujeme rovnici te¢ny grafu dané
funkce v daném bodé, musime se na zdkladé definice smérnice pfimky omezit na kone¢nou limitu.

Vypocet derivace funkce pomoci definice
Ptiklad 2.1.1. Pomoci definice najdéme derivaci funkce f : f(z) = 22 v bodé z¢ = 3.

Reseni: 2.1.1. Potitame podle definice:

f(zo+h) — f(zo) I (3+h)? —3? _

! 1 _
it
9+ 6h+h?>—9 h(6+h
=lim —— = limg: lim(6+h) =6. &
h—0 h h—0 h h—0
9+ 6h+h?>—9

Poznamenejme, Ze operace kraceni nebo déleni zlomku redlnym cislem h neznamend

h
9+ 6h+h*—9
h
a o Cisle h se na zdkladé definice limity pfedpoklada (viz kapitolu o limitach funkci), Ze se sice neome-

zené pfiblizuje k nule, nicméné pokazdé je rtizné od nuly: h # 0. Proto lze korektné psat

déleni nulou, coz by byl neptipustny krok: toto déleni vystupuje pod znakem limity }lin})
Uand

9+6h+h*—9 6h + h?
lim = lim = lim (6 + h).
h—0 h h—0 h h—0

Tuto argumentaci "o krdceni v limité”uvedenou v kapitole o limitdch lze uplatnit také v jinych
prikladech.

Vypocet derivace funkce pomoci definice

Pfiklad 2.1.2. Pomoci definice najdéme derivaci funkce f : f(z) = v/x vbodé z € D(f).

ReSeni: 2.1.2. Potitdame podle definice:

oy = g LD I) VTRV VIR VE VIV
R h a0 = a0 h \/ﬁq-\f

Citatele a také jmenovatele zlomku jsme nasobili stejnym ¢islem, vztah rovnosti zistava v platnosti;
v Citateli pokracujeme roznasobenim neboli Gpravou na rozdil ¢tvercti. Po zruSeni « a krdceni » méme:

hm\/x—i— \f Vr+h+x . r+h—=z 1 &
h—0 h Veth+ Vo h%Oh.(\/m+\/5)_2\/§

Vypocet derivace funkce pomoci definice
P¥iklad 2.1.3. Pomoci definice najdéme derivaci funkce f : f(x) = e® v bodé z,.

Reseni: 2.1.3. Potitejme podle definice:

/() = lim f(@o+h) = fzo)

h—0 h h—0 h h—0 h
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Coemeh —1) et
=lim ——F=€"lim —— =e¢
h—0 h h—0 h

Z0

Pozndmka 2.1.3. V poslednim kroku jsme vyuZili znalosti specialni limity %ir% c
-

[0 Geometricka interpretace derivace funkce v bodé

Na zac¢atku kapitoly jsme hledali te¢nu ke grafu funkce uréené pfedpisem y = f(z) v bodé T'[xo, yo]
a dospéli jsme k zavéru, Ze pro smérnici te¢ny plati vztah 2.7} coZ je zaroven definice derivace funkce v
bodé. Zopakujme, Ze lze tedy pséat k; = f'(xo) a kone¢né pro rovnici te¢ny ke grafu funkce y = f(x) v
bodé T'[z, yo] plati:

y—yo = f'(xo) - (x — z0) (2.9)

Z predchozich tvah plyne jesté jeden velmi dileZity poznatek. JelikoZ derivace funkce v bodé je
rovna smérnici te¢ny v tomto bodé, mlizeme ¥ici, Ze pokud je smérnice kladn4, resp. zaporna, je te¢na v
tomto bodé rostouci, resp. klesajici pfimka (vzdy se divdme zleva doprava) (obrazek|2.5).

Bod dotyku je soucasné bodem grafu funkce, takZe mtizeme nasi tivahu shrnout do nésledujici véty.

Véta 2.1.1. Md-li funkce f v kaZdém bod€ intervalu (a,b) kladnou, resp. zdpornou derivaci, je v tomto intervalu
rostouct, resp. klesajici.

50 Sy Ny

Sy 0 Six) <0 Fix)» 0 iz <0

Fostonct klesajict FosieLCE kelezajict

S
b e e

Obrézek 2.5: Vyznam znaménka prvni derivace.

Po nastudovani pfedchozich odstavcti tedy teoreticky umime najit te¢nu ke grafu funkce v libo-
volném bodé. (Samoziejmé musi v tomto bodé existovat vlastni neboli kone¢nd limita.) Ddle umime roz-
poznat, ve kterych intervalech defini¢niho oboru funkce kles4 ¢&i roste. Zvladnuti rozpoznani takovych
vlastnosti funkci je nezbytné pro tspésné zvladnuti problému vysetiit priibéh funkce, coz je stéZejni
tloha diferencidlniho poctu. Zbyva tedy prevést teorii do praxe a vyzkouset si feSeni konkrétnich tloh.
Zatim umime derivovat pouZitim definice derivace. Ponechme proto ukdzkové ptiklady az na dobu,
kdy nam derivace libovolné funkce nebude délat problémy.
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2.2 Derivace funkce na mnoziné

@ Derivace jako nova funkce

Nechf je funkce f definovdna na mnoziné M C R. Ozname M;, M; C M jako mnoZinu vsech &isel,
v nichZ m4 tato funkce derivaci, a pfedpokladejme M; # . Potom muZeme na mnoziné M; definovat
funkci g : M; — R vztahem g(x) = f'(z) prox € M;.

Poznamka 2.2.1. Pfedchozi tivaha znamend, Ze z defini¢niho oboru funkce f vybereme jen ty hodnoty x
(a vytvofime z nich mnoZzinu M, ), ve kterych existuje limita definujici derivaci funkce v bodé . MnoZina
M se tak stane defini¢nim oborem nové funkce g(x). Naptiklad funkce f : y = |z| s defini¢énim oborem
D(f) = R nema derivaci v bodé z = 0. Proto lze uvazovat o mnoZziné M;, na které naopak existuje
derivace funkce absolutni hodnota, jako M; = R — {0}.

df

Funkci g(x) pak nazveme derivaci funkce f na mnoZiné M; a zna&ime ji jako f’ nebo e
€Z

Pozndmka 2.2.2. Derivace funkce v bodé je tedy ¢islo, ale derivace funkce na mnoZziné je opét funkce.
Jeji hodnoty jsou tvofeny jednotlivymi hodnotami derivace ptivodni funkce pro = € M.

Poznamka 2.2.3. Uvédomme si, Ze derivace funkce v bodé je definovana jako limita a tedy jako limita
ma vSechny vlastnosti plynouci z této definice; uvedli jsme je v pfedchozich kapitolach. Musi existovat
také souvislost mezi existenci derivace funkce v bodé a spojitosti funkce v tomto bodé. Jde o analogickou
souvislost, kterou jsme se zabyvali u spojitosti funkce v bod€ a existenci jeji limity v tomto bodég, ale
derivace je také limita, proto tato otdzka je na misté. Uved me bez diikazu tvrzeni:

Véta 2.2.1. Md-li funkce f v bodé xo derivaci, je v tomto bodé spojitd.

Doposud jsme ukazali vypocet derivace funkce pomoci definice. Tabulka [2.1| uvadi vzorce pro de-
rivace nékterych elementarnich funkci; tyto vzorce lze také odvodit na zakladé definice derivace jako
limity.

Zakladni pravidla pro pocitani derivaci uvedeme formou véty. Dtikazy jsou zaloZeny na vlastnostech
limit.

Véta 2.2.2. JestliZe funkce u(x), v(x) maji v bodé xy derivaci, md v bodé x( derivaci i soucet, rozdil a soucin

funkei u(x), v(z) a pro v(x) # 0 i podil ZEQ a plati:
derivace souctu: (utv) =u +v
derivace rozdilu: (u—v) =u -
derivace soucinu: (uwv) = v'v + uw’
/ [
derivace podilu (u) = M (2.10)
v v
1\’ v’
derivace specidlntho podilu: <v) =

Derivace souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu elementarnich funkci

Priklad 2.2.1. Nasleduji ukdzkové pifiklady: uréeme derivaci funkce y v libovolném bodé jejtho de-
fini¢niho oboru:

1.y=0,522-5x4+6 2y=z*-—22+1 3.y=6x3cosx
2

4.y=zxlnzx 5y= 6.y::r;2—x—3

z—1

Reseni:2.2.1. 1. PouZijeme pravidla z tabulky a pravidla pro derivace souétu (rozdilu), ndsobku.
y' =0,522%71) —5(1)+0=a—5.
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Funkce f | Derivace f’ Podminky platnosti
c 0 x € (—00, 00)
x 1 x € (—00, )
x™ na" 1 x € (—o00, 0),n€R
1 1
- =z x € (—o0, 0) U (0, c0)
e’ e’ x € (—00, 00)
a® a®*lna x € (=00, 00),a >0
1
Inx - x € (0, 00)
x
1 ! € (0, ©),a>0,a #1
0g, T x 00),a a
Ba zlna e ’
sin x cos & x € (—00, )
cos x —sinx x € (—00, 00)
1
t 2+ km ke Z
g COS2 T T 7& 71—/ + kT, k€
1
cotgx —— r#kmkeZ
sin® x
1
arcsing | —— re(—1,1)
(1—a?)
1
arccosx | —————= |z € (-1, 1)
(1—=?)
/ ! e ( )
arctgr | ———~ x € (=00, 00
TS ’

Tabulka 2.1: Derivace elementirnich funkci

oy =4xt = 2227 40 = 423 — 22,

. Tato funkce je sou¢inem dvou elementarnich funkei v = 62® a v = cos z, proto vyuZijeme vztahu

pro derivaci sou¢inu (uv)’. Abychom mohli dosadit do pfislusného vztahu, vypoéteme si nejprve
v av’. Mame v’ = 1822, v’ = —sinx a po dosazeni dostavame:

y = (wv) = u'v+uw' = 18x% cosx + 623 (—sinx).

. Obdobné jako v predchozim piikladé pouZijeme vztah pro derivaci sou¢inu, kde v = z, v = Inz,

1 1
u’z1av'=E.Paky’zl-lna:—&—x;:lnx—i—l.

. Jiz zadani piikladu napovid4, Ze se jedna o zlomek, musime tedy pouzit vztahu pro derivaci

podilu. Opét si ozna&ime: &itatel u = 22, v = z — 1. Pak budeme mit v’ = 2z,v' = 1av? = (x — 1)%.
Po dosazeni dostaneme:

v

v? B (x—1)2 C(z— 1)2'

, (u)l wo—uw'  (2u(xr—1))—(2®-1) 2% -2z
y = =

Funkce v zadéni je nyni souc¢tem dvou ¢lend, z nichZ jeden je zlomek. Budeme derivovat soucet, v
ném na druhy aplikujeme vztah pro derivaci zlomku. Tedy:

0-2%) — (1322 — 322 3
X X X
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Derivace sloZené funkce

V praktickych tlohach se samoziejmé nesetkdvame pouze s elementarnimi funkcemi, nybrz se zde

funkci utvofenych pravé timto zptisobem; uvadi je ndsledujici véta.

Véta 2.2.3. JestliZe funkce z = g(x) md derivaci v bodé xq a jestliZe funkce y = f(z) md derivaci v bodé
zo = g(xo), md sloZend funkce y = f(g(x)) derivaci v bodé x a plati

(f(9(@)))omay = f'(9(20)) - 9 (20). (2.11)

Poznamka 2.2.4. MoZn4, Ze predchozi tvrzeni zptisobi najednou zmatek. Vime v8ak, Ze kazd4 sloZzend
funkce je vytvofena pomoci nékolika funkci, které jsou vloZeny postupné jedna do dalsi - sloZzenou
funkci tedy tvofi konecny fetézec funkci zacinajici vnitfni funkci aZz po tu posledni, vnéjsi funkci. Z
této struktury sloZené funkce vyplyva postup pifi jejim derivovani, ktery je obsahem tvrzeni pfedchozi
véty: nejprve vezmeme vnéjsi funkci, tu derivujeme jako funkci jednoduchého argumentu, a pak po-
krac¢ujeme nédsobenim derivaci vnitfni funkce. Nékdy se tomuto pravidlu derivovani sloZzené funkce
fikd také fetézové pravidlo. Véta uvadi tedy jeho princip pro derivovani sloZené funkce tvaru f(g(x)),
ale z tohoto principu lze snadno nahlédnout zobecnéni i pro vice vloZenych funkci: vZdy postupujeme
od vnéjsi funkcee, tu derivujeme tak, jako by byla jednoduchého argumentu; pak postupujeme dovnitf
a derivujeme dalsi funkce, aZz se dostaneme k posledni, vnitini funkci, kterd jiz neni sloZend; jednot-
livé derivace vynasobime. Derivaci sloZené funkce si miizeme pfedstavit jako loupani cibule. Nejprve
sloupneme prvni vrstvu, pak druhou, tfeti a tak dale aZ se dostaneme k samému stfedu nebo jadru.

Uvedeme jesté ptiklad, ktery vysvétli, proc je fetézové pravidlo pravé tvaru soucinu derivaci jednot-
livych slozek sloZené funkce.

Predpoklddejme, Ze poptavka D(p) po urtitém zboZi zavisi na jeho cené p a Ze tato cena p zavisi na
Case - jak je obvyklé, cena se s Casem meéni a obvykle roste v Case: 1ze psat p = p(t) neboli cena zboZi
je funkci ¢asu. Proto celkové - prostfednictvim zédvislosti p = p(t) - poptdavka zédvisi az na Case jako
slozend funkce: D = D(t) = D(p(t)). Pfedpoklddejme nyni naptiklad, Ze jednotkova cena naseho zbozi
vzroste za jednotku ¢asu 1,2-ndsobné a Ze poptavka na takovou zménu v jednotkové cené zbozi reaguje
80 procentnim poklesem prodeje zboZi (ve vhodnych jednotkach: baleni, kusech a pod.) K jaké zméne
- poklesu poptdvky za ¢asovou jednotku tedy dochazi: uvedené zmény se ndsobi, tj. poptdvka klesne
mirou, kterd je sou¢inem 1,2 - 0,8 = 0, 96 neboli ma hodnotu 96 procent velikosti ptivodni poptavky.

Nyni si ukazme piiklad.

Vypocet derivace sloZené funkce
Pfiklad 2.2.2. Vypocteme derivaci funkce v libovolném bodé jejtho defini¢ntho oboru:
1y=(z°+23+1)8
2. y = sin?(z? + 3)

4
9=y

Re$eni:2.2.2. 1. U prvni funkce vidime okamZité podle zavorek, Ze jsou do sebe vloZeny pouze dvé
funkce. Vnéjsi funkce je Sestd mocnina argumentu v zavorce, vnitini funkce pak pfimo ta funkce
v zévorce, kterou si mtizeme oznadit tieba » = 2(z) = 2° + 23 + 1.

V kapitole 2.1|jsme zavedli oznaceni derivace uzivané Leibnizem, nynf si vysvétlime jeho vyhody.
d

V prvé fadé je ze zlomku % okamZzité vidét, jak derivace vznikla, tedy derivovali jsme y podle

nezavislé proménné x. Druhou vyhodu zdpisu zlomkem vyuZivame pfi derivaci sloZenych funkci.

V tomto piiklad€ jsme pouzili vyjadieni y = y(z) = y(z(z)), hledame tedy derivaci y podle z:

dy

y:%7
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dy

ale y je funkci z. Pokud bereme Tr jako “klasicky”zlomek, mtiZeme jej rozsifit o nase dz:
g _dy e
dr dz da’

Leibnizovo praktické oznaceni ndm dédva navod, jak pocitat derivace slozené funkce, a je v ném
obsaZeno i to oznaceni jako “fetézové pravidlo”. V nagem ptipadé ma funkce tvar y = z%; derivaci
pak miizeme vyjadfit nasledovneé:

/

dy dz
y =2 65 (et 322+ 0) = 6(2° + 2% + 1)° (52 + 322 1 0).

==

Vv

. Druhd funkce je ponékud sloZitéjsi, pro lepsi zjisténi struktury sloZzené funkce je nékdy vhodné

pfedpis funkce pfezévorkovat: (sin(z? + 3))?. Tato funkce je sloZen4 ze t¥i funkci; z druhé mocniny
(y = (2)?), z goniometrické funkce sinus (z = sint) a kvadratické funkce (t = 2% + 3), a to v tomto

Mo s

uvedeném poradi od vnéjsi k vnitini. Jeji derivace je proto:

, dy dy dz dt

- = <, . = . . = 1 2 . 2 . = . g1 2
e e o T 2z - cost - (2z) = 2sin(z® + 3) - cos(x® + 3) - 2x = 2z - sin(2z° + 6).

. Na prvni pohled neni tento pfiklad typickou tlohou na derivaci sloZené funkce. V odstavci

vénovaném derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkci jsme derivaci pocitali podle vzorce
pro derivaci podilu. Déle jsme se zminili, Ze pokud je v &itateli zlomku pouze konstanta, 1ze deri-

5 = 4(1 — x) 2, coZ je tvar sloZené funkce a

4
(1—-x)

vaci pocitat jednodussim zptisobem. Tedy: y =
jeji derivace je:
8

!/ o _x—s._ _ —xigzi,-
e R e L

V zavéru kapitoly [2.1|jsme diskutovali problém vyjadfeni te¢ny grafu funkce v libovolném bodé T" a

2y

s nim spojené vyhledavani intervald, kde funkce roste ¢i klesa. Urcit vlastnost funkce “je rostouci”, “je

klesajici”mtizeme obecnéji nahradit slovy “vysetfete monotonii funkce”.
Nyni ukdZeme feSeni praktickych tdloh, v nichZ je tikolem najit te¢nu, pfipadné vysetfit monotonii
funkce.
Ulohy o te¢nach 1

P¥iklad 2.2.3. Najdéte rovnici te¢ny ke grafu funkce y = f(z) v bodé T'[xo, yo].

1. y=a2-2z, T[4,7]

2. y=2cosz, T[0, 7]

Reseni:2.2.3. 1. Podle Vztahupro rovnici te¢ny ¢ grafu funkce y = f(x) v bodé T'[zg, yo] mdme

t:y—yo=f'(x0)(x —20).

Proto je pro nalezeni rovnice te¢ny nutnd znalost smérnice k, = f'(x¢) a bodu dotyku T'[x¢, yo].
V zaddni je ovSem uvedena pouze z-ova soufadnice bodu dotyku 7', je proto nutné nejprve najit
y-ovou soufadnici, coZ neni nic jiného, neZ ur¢it funkéni hodnotu funkce f pro xg = 4. Tedy

Yo = f(zo) = f(4) =4>—-2-4=38
a pro smérnici k; plati
ki = f'(z0) = (22 — 2),—4 = 6.
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— — - — — — — — —
e e e
. | |

Obréazek 2.6: Ilustrativni obrazek te¢ny v bodé, pro ktery plati f'(z1) = 0.

Po dosazeni do vztahu[2.9|dostavame rovnici te¢ny

t:y—8=6-(zr—4) neboli t:y =6z — 16.

2. UkaZme si nyni na tomto piikladu vlastnost, kterd bude pro dalsi itvahy naprosto nezbytnd. Opét
budeme hledat te¢nu ke grafu funce. Obdobné jako v minulé tloze nejprve dopocitdme y-ovou
soufadnici bodu dotyku a poté pomoci derivace i smérnici te¢ny v tomto bodé:

yo = f(0) =cos0 =1, proto k; = (cosz),_, = —sin0=0.

Po dosazeni do vztahu (1.8) ziskdme rovnici te¢ny:
y—1=0-(x—0)neboli y=1. &

Te¢na je tedy pfimka rovnobéznd s osou o, a prochédzi bodem [0, 1]. Pro ilustraci uvddime obecny
obréazek 2.6 takové situace.

Zjistili jsme jednu zajimavou skute¢nost: pokud derivace v bodé dotyku je rovna 0, pak je te¢na
rovnobéZna s osou o, a graf funkce v tomto bodé miiZe, ale nemusi dosahovat své maximalni resp. mi-
nimdlni hodnoty (svého extrému). Jinymi slovy fe¢eno pokud je derivace funkce v bodé T nenulové,
funkce zde nemtize dosahnout maximalni resp. minimdlni hodnoty. Tato tivaha ndm p¥inesla novy po-
znatek; zndme nyni nutnou podminku pro existenci extrému funkce: je to podminka

f'(20) =0 (2.12)

Poznamka 2.2.5. Jde pouze o nutnou, nikoliv postacujici podminku. Co to znamena: nap¥. funkce y = 23
nema v bodé T'[0, 0] extrém a p¥itom je jeji derivace v bodé x = 0 nulova. Vyuziti ziskaného poznatku

uvidime v dalsi kapitole (Optimalizace).

V mnoha praktickych tlohéch se setkavame s jinym typem tloh, kde hleddme rovnici te¢ny ke grafu
funkce, ale nezndme ani jednu soufadnici dotykového bodu. Mame ale jiné informace; napfiklad vime,
Ze dand te¢na mé

e mit smérnici rovnu konkrétni hodnoté,
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® 50s0u o, svirat dany thel «,

e byt rovnobéZzna se zadanou pfimkou p,

¢ byt kolma na zadanou pfimkou p.

Ukazme si na pfikladech, jak fesit vyse zminéné tlohy.

Ulohy o te¢nach 2

Ptiklad 2.2.4. Je ddna funkce f : y = 22% + = — 1. Na grafu funkce y = f(z) uréeme bod T'[zg, yo] tak,
aby:

W N

4

. te¢na v bodé T’ méla smérnici k; = 5;
. te¢na v bodé T méla smérovy thel a = 60°;
. te¢na v bodé T byla rovnobéznd s pfimkouyp : y —x — 10 = 0;

. te¢na v bodé T byla kolmd k pfimce p : y = 1 — 3z.

Resenti: 2.2.4. Hlavni myslenkou postupt feseni téchto tloh zGstéva: potfebujeme najit smérnici te¢ny
ke grafu funkce a ta je rovna derivaci funkce v bodé.

1

. Pokud ma mit te¢na smérnici k; = 5, Ize jeji smérnici najit jako derivaci funkce v bodé dotyku,
tedy
flx) =22 +2—1) =4z +1=5.

Odtud z = 1. Nyni jiz vime, Ze z-ova soufadnice bodu dotyku je rovna 1 a sta¢i pouze dohledat
y-ovou soufadnici jako funkéni hodnotu yo = f(1) = 2.
Kone¢né hledany bod je T'[1, 2].

. Pokud si uvédomime, Ze pro smérnici k pfimky ve smérnicovém tvaruy = k - « + ¢, tedy i pro
te¢nu, plati k£ = tg o, miZeme zadéani pfeformulovat: hleddme bod T tak, aby te¢na prochazejici

PR

timto bodem méla smérnici k; = tg 60° = /3. Takovy piiklad jsme jiz pred chvili fesili.

Ma byt
V3-—1 3

7y0:_i'

f'(z) =4z +1 =3, odkud z =

4 4

Hledanym bodem je T’ [ﬁ—l 7;] .

. Nutnou a postacujici podminkou rovnobéZznosti dvou p¥imek je rovnost jejich smérnic. Pro vétsi
pfehlednost pfevedeme obecny tvar pfimky p na smérnicovy tvarp : y = = + 10 a mame k, = 1.
Opét tedy fesime stejnou tlohu:

fl(x) =22 +2x—1) =4 +1 =1, odkud z¢ =0, yo = f(0) = 1.
Bodem dotyku je T'[0, 1].
. Nutnou a postacujici podminkou kolmosti dvou pfimek ¢, p je:

t L p tehdy ajen tehdy, jestlize k; -k, = —1

(symbolem ¢ L p se zapisuje kolmost pfimek ¢, p). V nasem piipadé je k, = —3 a podle
1
pfedchoziho vztahu musi byt pro smérnici te¢ny kolmé na pfimku p splnéno k; = 3 Odtud
plyne:
1 1 10

f/(.’IJ) = (2332 +x — 1>/ =4r+1= 57 prOtO To = _Ea Yo = f(o) =5

Hledanym bodemje T [-%, - 2] - &
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Monotonie

Pfiklad 2.2.5. Uzitim derivace funkce y = f(x) ureme intervaly, ve kterych je dana funkce rostouci,
resp. klesajici:

1. y=22%—22-8xr+4
1
2. y= —
Y 9U+x

Reseni: 2.2.5. Pfipometime, Ze funkce je rostouci, resp. klesajici v bodé pravé tehdy, kdyz je derivace v
tomto bodé kladnad, resp. zaporna. Tedy body, v nichZ derivace méni znaménko, pro nds budou dtilezité.
Aby se tak stalo, musi hodnota derivace funkce v bodé “p¥ejit ptes nulu”. ProtoZe jde o vyznamnou
mnozinu bod, ziskala specidlni nazev. Body, v nichZ f’(x) = 0, nazyvame staciondrni (také kritické) body.
Samozfejmé musime vzit v tivahu i body, které nejsou v defini¢nim oboru funkce f a f’, nebof v nich
nelze vylou¢it zménu monotonie funkce.

1. Kvtli uréeni staciondrnich bodi vypocitejme derivaci funkce a poloZme ji rovnou nule: mame
fl(x) = (22 — 2? — 8z +4) = 622 — 20 — 8 = 0.

. . 4 ..
VyteSenim kvadratické rovnice ziskame dvé hodnoty 1 = —1, 2o = 3 Defini¢nim oborem dané

funkce jsou vsechna redlna ¢isla, proto zistavaji oba body podezielé ze zmény monotonie. Cely
defini¢ni obor D( f) mtizeme rozdélit na tii intervaly:

4

=, 00| .

3

(=00, —1); <—1, g) ;

V jednotlivych intervalech se jiZ znaménko prvni derivace neméni, proto v nich funkce stéle roste
nebo klesa. Posta¢i vybrat libovolnou hodnotu = z kazdého intervalu a podle znaménka prvni
derivace v x rozhodnout, zda tam funkce roste ¢i klesa. V prvnim intervalu zvolime napfiklad

r = —2 = f'(—2) = 20 > 0, tedy na intervalu (—oo, —1) funkce roste. Z druhého intervalu
vybereme hodnotu z = 0 => f/(0) = —8 < 0, funkce je na intervalu (-1, 3) klesajici. Konetné
pro tfeti interval zvolme z = 2 = f/(2) = 12 > 0, proto funkce je na intervalu (3, co) opét
rostouci.

2. Ted bez slovniho doprovodu.

, 1)’ 1
y=lz+-] =1-—5=0.
X X

Derivace neni definovand v bodé x; = 0. Po Gpraveé rovnice ziskame stacionarni body
To = 1, T3 = —1.

Pokud je bodii vice, byva vhodné nakreslit si redlnou osu a jednotlivé hodnoty zapsat ve spravném
pofadi (od nejmensi k nejvétsi, zleva doprava) a znaménko derivace funkce v bodé z kazdého
takto vzniklého intervalu naznacit rostouci ¢i klesajici Sipkou jako na obrazku Dané funkce je
rostouci na intervalech (—oco, —1), (1, 0o) a klesajici na intervalech (-1, 0), (0, 1). &



26

? Ulohy

KAPITOLA 2. DERIVACE FUNKCE

Uloha 2.2.6 Uzitim definice derivace vypottéte derivaci funkce v daném bodé .

a) f(x)=222—2+5, 20=3
b) f(z) = 2% — 4w, 29 =1

¢) f(z)=sinz, 29 =0
d) f(z) = %, xo =4

e) f(m):ﬁv o =1

[11]
[-2]
[1]

Uloha 2.2.7 Najdéte derivaci funkce v libovolném bodé defini¢niho oboru.

a)y=422—z+1

b) y = 2sinz + 3cosx

QJy=vrta?
d)y=6Jx—5

e) y=3lnxz —9logzx
f) y =tanx + 1lcotgr

g) y=3"+2e"

[v =8z—1]

[/ =2cosz — 3sinz |

/I 1 _ -3
v = 577 —27°]
[y =2Va"2]
3 __ 9
[y_;t zlnlO]
1 11
[y = 2T 2

Ccos™ T Sin-x

[/ =3% - In3+ 2% |

Uloha 2.2.8 Najdéte derivaci funkce v libovolném bodé defini¢niho oboru. (Nejprve upravte predpis

funkce, pak teprve derivuijte.)

_(x2+2)2
a)y= 1
Vz - (VY —5Vx
b) y = (Vx —5x)
T
Q) y= cos 2x
y_cosx—sinx
sin2x + 1
d)y=

sinx + cosx

[y =% +22]
1
o
Ly 6~<‘/:7]
[y = —sinz + cosz |
[/ = —sinz + cosz |

Uloha 2.2.9 Derivujte funkce podle pravidel pro derivaci sou¢inu a podilu.

a) y=x-sinx

b) y = (2% +1) -sinx

[ =sinz + zcosz |

[y =2z -sinz + (2 +1) - cosz |
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C) y =sinx-cosw

d)y=¢e*-Inx
) 2¢ — 1
e =
4 z+3
sinx + cosx
) y=——"—
sinx — cosx
2% 4 2z
BY="1T_,5
e’ -Inx
h)yy=——
)Y r+1

a) y = (2? + 1)
b)y:(\/m—i-Q)8

c) y = cos(2z +4)

d) y = Vcos2x
1

€) Y= cos 2z

f) y =sin’z

g) y = sinz?

h) y = /cos 2z + 2x

i) y=tan(3z — %)

j) y=Insinz

K) y=+Vz+ bz

) y=In(3sinz — 8)

sinx

m)y = e

a) y = 22* + 8z, T[-1, 7]

Vypocitejte derivace sloZenych funkci.

[v/ = cos2z ]
z
[ e
[y =€ lnz+ po ]

7

/I
-2
/I
v = 1 —sin2z
[ ,7x4+4x3+2:1:+2]
YETTa=)?

[y:ﬁl ~(ez~:c-ln:v+ez+i)]
(x+1) T

[y =4z (> +1)]

, 2427 (V223 —1+42)7 1

v = V2z3 —1
[y = —2sin(2z + 1) ]
[y = — sin 2z
v= vV cos 2z
2sin 2z
/
[y " cos? 2z ]
[v/ =sin2z ]
[ =22 cosa? ]
[y = 2 — 2sin2z
3. %/(003290—&-255)2
3
ly = ———1
cos?(3z — I)
4
[y = cotgz ]
, 2.6z +5
[v' = ]
4~\/5r2+5z-\/5x
3cosx
YA
lv = 350251
[y = esine . cosa |

Uloha 2.2.11 Napiste rovnici teény ke grafu funkce y = f(x) v bodé 7.

[t:y=-6]

27
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b) y = 2sinz, T[0, 7] [t:y=2z]
1 3
0 y— x+_$1’ ]2, 7] [t:y=3z+3]

Uloha 2.2.12 Je dana funkce y = z - In x. Uréete bod T grafu funkce tak, aby:

a) te¢na v bodé T' méla smérnici k; = 1; [T11,01]

b) te¢na v bodé T byla rovnobéZzna s pfimkou
pry=2x+3; [Tle, ]

¢) te¢na v bodé T svirala s osou o, thel o = 135°; [Tle=2, —2¢72] ]

1

d) te¢na v bodé T byla kolmd k pfimce r : y = 6 — 2. [T[$7 —2%/5] ]

2.3 Monotonie a extrémy

V predchozich odstavcich jsme se postupné setkdvali s pojmy stacionarni bod, monotonie a lokalni
extrém. Pfistupovali jsme k nim tak, aby byly ¢tendfi pfedevsim srozumitelné a mnohdy se stalo, Ze
korektni zdpisy a definice byly zatlateny do pozadi. Vzhledem k dtleZitosti pfedchoziho textu pro
néasledujici kapitoly, si nabyté poznatky nyni shrneme a doplnime (jiz naprosto korektnim zptisobem).
Pripravime si tak veskeré ndstroje potfebné k feSeni stéZejniho problému uciva tohoto semestru - pro
vySetfovani prabéhu funkce.

Definice 2.3.1. Bod z( nazyvdme stacionarnim bodem funkce f, existuje-li f’(z¢) aje-li f'(zo) = 0.

Definice 2.3.2. Rikdme, 7e funkce f : R — R je rostouci v bodé a € R pravé tehdy, kdy? existuje
P(a) C D(f) takové, ze

Vz € P (a): f(x) < f(a)aVz € P (a): f(z) > f(a).
Obdobné mizeme definovat pojmy klesajici, neklesajici a nerostouci.
Pozndmka 2.3.1. P~ (a), resp. P~ (a) znadi levé, resp. pravé prstencové okoli bodu a.
Definice 2.3.3. Rikdame, e funkce f : R — Rméd vbodéa € R
1. ostré lokdlni maximum pravé tehdy, kdyz existuje P(a) C D(f) takové, Ze Vx € P(a) : f(x) < f(a)
2. ostré lokdlni minimum pravé tehdy, kdyz existuje P(a) C D(f) takové, ze Vo € P(a) : f(z) > f(a)

Pokud zaménime ostré nerovnosti za neostré, dostaneme definici pro lokdlni maximum, resp. lokdlni
minimum. Obecné mluvime o lokdlnich extrémech.

Mame tedy zadefinovany nejdtilezitéjsi pojmy a nyni si uvedeme nékolik vét, které ndm pomo-
hou jednoduse zjisfovat, na kterych intervalech je funkce rostouci (klesajici), resp. jak dohledat lokalni

extrémy téchto funkci.

Véta 2.3.1. (Postacujici podminka pro lokdlni monotonii) Nechf f : R — R, a € R a existuje f'(a) € R*.
Pak

1. je-li f'(a) > 0, je f v a rostouci,
2. je-li f'(a) < 0, je f v a klesajict.

Véta 2.3.2. (Nutnd podminka pro lokdlni extrém - véta Fermatova) Nechf f : R — R, a € R a existuje
[/ (a) € R*. Md-li funkce f v bodé a extrém, pak f'(a) = 0.



2.3. MONOTONIE A EXTREMY 29

Predchozi tvrzeni nam sice zajistuje podminku, za které by mohl nastat v bodé extrém, nic ndm vsak
neiikd, zda tam opravdu nastane. Je dobré si uvédomit smér pfedchozich dvou tvrzeni (implikaci):

kladna (zadporna) derivace v bodé = funkce v bodé roste (klesd)

extrém v bodé = nulova derivace v bodé.

Obréacené to neplati, coz si ukdZeme na pfikladé. Uvazujme funkci
3
fry=ax’,z€R

v bodé z = 0. Derivace f'(z) = 3z% a tedy f/(0) = 0, pfitom v libovolném levém okoli nuly plati:
Vz € P7(0) : f(z) < f(0) a v libovolném pravém okoli nuly plati: Vo € P*(0) : f(z) > f(0). Tedy v
bodé z = 0 neni extrém, pfestoze f/(0) = 0 a navic je tam rostouci, i kdyZ neplati f'(0) > 0. Déle by nds
mohla zneklidnit informace, Ze extrému muize nabyt funkce v bod¢, v némz derivace viibec neexistuje.
Pro ilustraci nemusime chodit daleko. Velmi zndma funkce f : y = |z| nase obavy spliiuje. Tato funkce

nemd v bodé z = 0 derivaci, méd zde pouze jednostranné derivace (jednostranné limity) f* = —1 a

' = 1. Pfitom vime, Ze ma v tomto bodé minimum (Vz € P(0) : f(x) > 0).

Bylo by tedy Zddouci poznat néjaké kritérium, které by ndm nejen zarucilo, Ze v daném bodé extrém
nastane, ale také ndm objasnilo, o jaky extrém se bude jednat (maximum nebo minimum), nebo-li
hleddme postacujici podminku pro existenci maxima, resp. minima.

Abychom ji mohli vyslovit, je nutné poznat, jak se chova funkce nejen v daném bodé, ale také v jeho
okoli (intervalu). Vyslovme dalsi uZite¢nou vétu.

Véta 2.3.3. (O monotonii na intervalu) Nechf f : R — R, je spojitd na intervalu I a nechf v kazdém vnitinim
bodé intervalu I existuje derivace, pak plati:

1. Funkce f je na intervalu I rostouci (klesajici), pravé kdyz pro vSechny vnitini body x je f'(x) > 0

(f'(z) <0).

2. Funkce f je na intervalu I neklesajici (nerostouci), pravé kdyz pro vSechny vnitini body x je f'(x) > 0

(f'(z) <0).
3. Je-li f'(x) = 0 pro kaZdyj vnitini bod intervalu I, je f konstantni na L

Jak jiz bylo feteno znaménkovda zména prvni derivace ovliviiuje monotonii funkce. Zaméfme se
kone¢né na body (stacionarni body), v nichZ k této zméné dochazi. Velmi vystizny ndzev pro stacionarni
body je téz “body podezrelé z extrému”.

Véta 2.3.4. (Postacujici podminky pro lokdlni maximum) Nechf f : R — R, je spojitd v bod¢ a € R. Pak
1. Je-li f rostouci na P~ (a) a klesajici na P*(a), pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum.
2. Je-liVz € P~(a) : f'(x) > 0aVz € P*(a): f'(x) <0, pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum.
Véta 2.3.5. (Postacujici podminky pro lokdlni minimum) Nechf f : R — R, je spojitd v bodé a € R. Pak
1. Je-li f klesajici na P~ (a) a rostouci na P (a), pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
2. Je-liVx € P~(a) : f'(x) <0aVx € P*(a): f'(x) > 0, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.

Doposud jsem pracovali pouze s prvni derivaci funkce, mnohdy pro nas bude vyhodné ur¢it i dru-
hou, tfeti a obecné n-tou derivaci. Definujme ji tedy.

Definice 2.3.4. Derivaci

(f") (o) = lim

h—0

f'(zo + h) — f'(20)
h

budeme nazyvat druhou derivaci funkce f v bodé .

Vv,

Indukci pak mtiZzeme zavést derivace vyssich fadd.
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Definice 2.3.5. Nechf f : R — R md vlastni derivaci f("~1), n € N v n&akém okoli bodu z, z defini¢niho
oboru D(f). Pak definujeme n-tou derivaci funkce v bodé z jako

F™ (o) = (£ (o).

Dale klademe f(©) = f.
Uved'me jesté posledni tvrzeni, které ndm mnohdy mtize pomoci rozhodnout o monotonii &

extrému v bodé v piipadé, kdy prvnich n — 1 derivaci v bodé je nulovych.
= /D (a) =0

Véta2.3.6. Nechf f : R — R,a € Raexistujen € N,n > 1 takové, Ze f'(a) = f"(a)
a f0 = 0. Pak

1. Je-linsudéa f™ > 0, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.

2. Je-linsudéa ) <0, pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum.

3. Je-linlichéa ™) > 0, pak f je v bodé& a rostouct.

4. Je-linlichéa ) < 0, pak f je v bodé a klesajict.

Poznamka 2.3.2. Pfedchozi véta ndm ukazuje mimo jiné zptisob klasifikace extrém, aniZ bychom mu-
seli vysetfovat znaménko prvni derivace. Stadi tedy najit body podezielé z extrému a spocitat druhou
derivaci v téchto bodech. Pokud bude zdpornd, jedna se o ostré lokalni maximum, pokud bude kladn4,

miiZeme ho prohlésit za ostré lokdlni minimum.
Ktery ze zptisobti klasifikace extrému zvolime, zaleZ{ na nés, resp. na situaci (Je jednodussi dosazo-

vat dvé hodnoty do prvni derivace, nebo vypocitat hodnotu druhé derivace ve staciondrnim bodé?). V
néasledujicich pfikladech vyuZijme oba postupy.

Uvedeme zde jesté jednodussi a ucelenéjsi zapis postacujici podminky pro lokdlni extrémy.
Véta 2.3.7. Nechf f'(xo) = 0 a nechf existuje v bodé x druhd derivace.

1. Je-li f"(xo) < 0, md funkce f v bodé z ostré lokdlni maximum.

2. Je-li f"(x0) > 0, md funkce f v bodé x( ostré lokdlni minimum.

Vgechny vyse uvedené poznatky si ilustrujme na funkci y = 23 — 22 (viz. obrazek[2.7), kde vidite i

jeji prvni a druhou derivaci!

\ N ‘:‘ |
'y = 6x
\ A
\ P
1-/ |
VN T
WA
\WAR
Ig—/ fiy=3x2-2
|
/
|-
f(x)=x3-2xl' -

Obrazek 2.7: Funkce a jeji derivace
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P¥iklad 2.3.1. VysSetiete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = (2% — 1)4

Re$eni: 2.3.1. Nejprve najdeme stacionarni body (body podezielé z extrému), tedy body pro které je
splnéna nutnd podminka pro existenci extrému f’(z) = 0.

iy ==Y =42 -1)* 22 =0

Podle pravidla, Ze soucin se rovna nule pravé tehdy, kdyZ alespori jeden ze ¢lent soucinu se rovnd nule,
ndm vychdzi: x = —1 nebo x = 0 nebo z = 1. Rozdélime redlnou osu na ¢tyfi intervaly: (—oo, —1),
(—1,0), (0,1) a (1,00). Zvolime libovolnou hodnotu z kazdého intervalu a podle véty uréime
znaménko prvni derivace v kazdém intervalu.

Pfehledné zndzornéni vidite v tabulce. Tedy funkce f klesa na intervalech (—oo, —1), (0, 1) a roste na
intervalech (-1, 0), (1, o). Navic z tabulky plyne, ze v bodech [—1, 0] a [1, 0] je ostré lok4lni minimum a
v bodé [0, 1] ostré lokalni maximum.

(_007_1) ‘ [_170} (_LO) ‘ [07 1] ‘ (0’1) ‘ [1’0} ‘ (LOO)

|
N MIN | » |MAX| N\, |MIN|

Pfiklad 2.3.2. VySetiete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = z + 15
Resent: 2.3.2. Nejprve najdeme stacionarni body (body podezielé z extrému).

1 22 —4x+3  (z-3)(z—1)
/ N / = 1 _ = = = O
R e A T ) TR )
Body podezfelé z extrému jsou z = 1 nebo z = 3. Extrémy zkusime najit druhou metodou pomoci
hodnot druhé derivace. Nejprve vyjadfime druhou derivaci:

oy Rr—4)(z—-2)—(r-3)(z—1)2(x—2) 2
f(z) = (z —2)* - (x —2)3"

Po dosazeni bodt podezfelych z extrému dostdvame: f”(1) = —2 < 0, resp. f”(3) = 2 > 0 a podle véty
2.31]pro 2 = 1 ma funkce lokdlni maximum, resp. pro # = 3 lokalni minimum. Intervaly monotonie pak
doplnime z nasledujici tvahy. Pokud ma funkce v bodé 1, 0] lokdlni maximum, pak pfed timto bodem
musela riist a za nim klesat (pro minimum samoziejmé naopak). Nasledujici tabulka pak nasSe tivahy
sumarizuje.

Poznamka 2.3.3. Pfi konstrukci tabulky nesmime zapomenout na hodnoty mimo defini¢ni obory a hod-
noty, v nichZ derivace neexistuje.

(oo, 1) | [1,0] | (1,2) |z=2](2,3)] [3,4] | (3,00)

o Lanax | o |

L)
P¥iklad 2.3.3. VysSetiete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = (2% — 1)3
Reseni: 2.3.3. Obdobné jako v prvnim p¥ikladé i zde najdeme nulové body prvni derivace funkce f:
froy =% =1)°) =3(* - 1)* 22 =0,
neboli z = —1 nebo 2 = 0 nebo 2 = 1. Po vypoctu libovolnych hodnot funkce v jednotlivych intervalech

vychdzi: funkce f klesa na intervalech (—o0,0) a roste na intervalech (0, c0) (viz. nésledujici tabulka).
Extrémy zkusime najit opét druhou metodou, tedy pomoci hodnot druhé derivace. Nejprve vyjadiime
druhou derivaci:

f"(x) = 6(x? = 1)2x - 22+ 3(z* —1)*- 2 = 242 - (2% — 1) + 6(2® — 1)? = (2® — 1)(3022 — 6).



32 KAPITOLA 2. DERIVACE FUNKCE

Po dosazeni bodti podezielych z extrému dostdvame: f”(£1) = 0. Timto zptisobem tak nelze rozhod-
nout a musime se vratit ke zkoumani znaménkovych zmén prvni derivace, oviem pro f”(+£0) =6 > 0,
tedy v bodé = 0 funkce nabyva svého lokdlniho minima. Vzhledem k absenci jinych znaménkovy
zmén se jednd o jediny extrém funkce.

(o0, —1) | [-1,0] | (=1,0) | [0,—1] | (0,1) | [1,0] | (1,00)

N s b 2T

18
Priklad 2.3.4. VySetfete monotonii a klasifikujte extrémy funkce y = 1 + 2z + -

Reseni: 2.3.4.

/AN A @xi 7@7 2 _ _ —
oy =01+4+22+—)=2-—5=0 — 22°=18 — z=-3Vwr=3.
x x

Ptfi déleni redlné osy si musime dat pozor na jednu daleZitou véc. Nestadi ji rozdélit pouze body —3
a 3, musime ji jesté doplnit doplnit o ¢islo 0. Divod je nasnadé: podle véty musi byt funkce v
jednotlivych intervalech spojitd. Nase funkce vSak md v intervalu (-3, 3) bod nespojitosti = 0.
Funkce f klesd na intervalech (—3,0), (0, 3) a roste na intervalech (—oo, —3), (3, c0). Lokdlntho minima
nabyva funkce v bodé x = 3 a lokdlniho maxima v bodé « = —3, (viz. nasledujici tabulka).

(—00,=3) [ [-3,1] | (=3,0) | 2=0 ] (0,3) | [3,7] | (3,00)

N MAX | N\ N |MIN| A

? Ulohy

Uloha 2.3.13 Vysetfete monotonii funkce a klasifikujte extrémy

2
5 -3
a)y=a2*+322+1 b)y=a"—5z*+100 C)y—(fx_’_lf)
1
dyy=x-e Qy=e" f)y:L;x

Reseni.

a) roste na(—oo, —2)a(0, o), klesd na(—2, 0), [-2, 5]lok. max, [0, 1]lok. min;

b) roste na(—o0, 0)a(4, 00), klesd na(0, 4), [0, 100]lok. max, [4, —156]lok. min;

¢) roste na(—oo, —3)a(1, 00), klesd na(—3, —1)a(—1,1), [-3, —9]lok. max, [1, —1]lok. min;
d) roste na(—1, 00), kleséd na(—oo, —1), [—1, %]lok. min;

e) roste na(—o0, 0), klesd na(0, o0), [0, 1]lok. max;

f) roste na(0, e), klesa na(0, c0), [e, i]lok. max.

2.3.1 Véty o stfedni hodnoté
Véta 2.3.8. (Rolleova véta) Nechf funkce f md ndsledujici vlastnosti:

1. Je spojitd na uzavieném intervalu (a, b).

2. Ma derivaci na otevfeném intervalu (a, b).



2.3. MONOTONIE A EXTREMY 33

3. Plati f(a) = f(b).
Potom v otevieném intervalu (a, b) existuje aspori jeden bod x takovy, Ze
I'(@)=o.

Poznamka 2.3.4. Véta Rolleova sama zaruuje pouze existenci aspon jednoho takového bodu, ne-
umoznuje ndm vsak ani tento bod urcit, ani stanovit pocet takovych bodti. Geometricky vyznam Rolle-
ovy véty muzZete vidét na obrdzku viz[2.§).

Obrézek 2.8: Geometricka interpretace Rolleovy véty
Z Rolleovy véty plyne dalsi dileZita véta:
Véta 2.3.9. (Cauchyova véta) Nechf funkce f,g ma ndsledujici vlastnosti:
1. Jsou spojité na uzavieném intervalu {(a, b).
2. Maji derivace na otevieném intervalu (a, b).
3. Plati ¢'(x) # 0 na(a, b).

Potom v otevieném intervalu (a, b) existuje aspori jeden bod x takovy, Ze

Vyznamnym zvlastnim pfipadem Cauchyovy véty je véta Lagrangeova, kterd se pouZziva nejcastéji.
Véta 2.3.10. (Lagrangeova véta) Nechf funkce f md ndsledujici vlastnosti:
1. Je spojitd na uzavieném intervalu {(a,b).
2. M derivaci na otevieném intervalu (a,b).
Potom v otevieném intervalu (a, b) existuje aspoti jeden bod x takovy, Ze
f) = f(a) _ f'(=)
g9(b) —gla)  4'(z)

Geometricky vyznam Lagrangeovy véty ilustruje obrazek 2.9]
Lagrangeova véta ma nékteré vyznamné diisledky, které zde uvedeme.

=0.

Véta 2.3.11. Nechf funkce f vyhovuje podminkdam Lagrangeovy vty a navic af f'(z) # 0 pro vSechna x € (a,b).
Potom je funkce f prostd na (a,b).

Véta 2.3.12. Funkce f je konstantni na intervalu = € (a,b), pravé kdyZ ma v tomto intervalu derivaci a plati
f'(z) = 0 pro vSechna x € (a,b).

Véta, kterou se pravé chystdme vyslovit, na prvni pohled nema nic spole¢ného s predchazejicimi
informacemi, nicméné vyuZzivd derivaci a pro jeji ditkaz je nezbytnd Cauchyova véta. Velmi ndm pomaha
pfi hledani limity podild dvou funkci.
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Obrézek 2.9: Geometricka interpretace Lagrangeovy véty

Véta 2.3.13. (I'Hospitalovo pravidlo [¢ti: lopitalovo pravidlo]) Nechf f,g: R — R,a € R*. Nechf existuje

@)
1m —; =
a nechf je splnéna jedna z ndsledujicich podminek
1. lim f(x) = lim g(2) = 0,
2. Jim [g(z)| = oc.
Pak existuje lim —— a plati
/ zl—m g(lE) P
!
lim f(@) = lim f/(x) =A
z—a g(x z—a g (x)

Poznamka 2.3.5. je tfeba si uvédomit, Ze pokud pocitdme limitu zlomku pomoci tohoto pravidla, deri-
vujeme Citatele a jmenovatele zvl4st, nikoliv jako zlomek!!!

2 +2: 45

Priklad 2.3.5. Vypocitejte limitu mlgrolo o

Reseni: 2.3.5. Po dosazeni oo do funkce, dostdvdme tvar %, ktery vyhovuje druhé podmince

3 2
20+5 3 2 f
'Hospitalova pravidla. lim TAZE i T i a8 422 = oo,
T—>00 ln;v T—r00 l T—00
x
> wor e 1. .. .. sindx
Priklad 2.3.6. Vypocitejte limitu hn% peat
T—r

¥ 0 . .
Reseni: 2.3.6. Po dosazeni 0 do funkce, dostdvame tvar o ktery vyhovuje prvni podmince I'Hospitalova

. . sindzx . 4cosdx
pravidla. lim = lim
r—0 T z—0

=4. &

Priklad 2.3.7. Vypocitejte limitu lim - Inz.

z—0t

Reseni: 2.3.7. Pokud si vyzkousime dosadit do funkce ¢&isla blizké nule zprava, blizime se tvaru 0 - —oo,
ktery neni definovan. MtiZeme si ale pomoci Gpravou. lim z-lnz = lim 12

z—0+ z—0t =
Zkusme dosadit ted. Najednou se dostiviame ke tvaru =2, ktery vyhovuje druhé podmince

I'Hospitalova pravidla. lim %% = lim = = lim —2=0. &
rz—0t = z—0t 72 z—0t
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? Ulohy

Uloha 2.3.14 U
réete, zda limity funkci 1ze pocitat 'Hospitalovym pravidlem. V kladném p¥ipadé je vypocitejte.
2z —4

2) £%m2—5x+6

b) lim V-3 1

=9 12 — 9z

[-2]

n

o lim = [0]

[1n2]

[0]

[oo ]

N ]

h) 1_1)161+33~e% [oo]

2.4 Konvexni a konkdvni funkce
Konvexni a konkadvni funkce

Uvazujme obecnou funkci f(x) (viz. obrdzek ??). Zvolime-li na grafu funkce tfi rtzné body P, =
[ml,f(;vl)],Pg = [$27f(.%‘2)],P3 = [l‘g,,f(l’g)] takové, Ze r1 < xo < x3. Vldime, Ze bod P, lezi pOd
pfimkou P, Ps.

fixy) @ == === ——————— (

-
b — —
6 — —
g —————— = — =
x

o
x
x
N
15

Obrézek 2.10: Graf konvexni funkce

(M4é-li pfimka P, Ps rovnici y = kx + ¢, pak vyrok ” P, lezi pod piimkou P; P3”znamend, ze P, lezi
v poloroviné {(z,y) € R*y < kz + q}. Vzhledem k nagim znalostem z kapitoly “Elementarni funkce”,
najdeme velmi snadno rovnici pfimky P, P;. Uvedeme ji zde, ale doporucujeme ¢tenéfi, aby si vypocet
flxs) — f(z1)

Tr3 — T1
zameénit = za < a obecny bod o soufadnicich [z, y] za nd§ P, = [x2, f(x2)]). Analogickou tvahu lze

provedl sdm. y = f(x1) + (x — z1). Pokud bod P, ma lezet pod touto pfimkou, stati
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provést pro bod leZici nad pfimkou.

Tato tivaha nés vede k nésledujici definici:
Definice 2.4.1. Nechf f je definovana na intervalu L. Rikame, Ze funkce f je na intervalu I
1. ryze konvexni praveé tehdy, kdyz pro libovolnou trojici z1, x2, 23 € I, 1 < z2 < z3 plati

N f(xs) — f(z1)

Trs — T1

f(LUQ) < f(.%‘l) (1‘2 — .%'1). (213)

2. ryze konkavni pravé tehdy, kdyZ pro libovolnou trojici 1, 2,23 € I, 1 < 22 < x3 plati

N f(xs) — f(z1)

€r3 — T1

f(x2) > f(x1) (z2 — x1). (2.14)

Abychom poznali, zda je konkrétni funkce na intervalu konvexni, resp. konkavni bylo by podle de-
finice nutné ovéfit platnost vztahti resp. pro libovolnou trojici bodd, coz je velmi néro¢né.
Uved'me si proto vétu, kterd ndm dé4 néavod, jak ovéfit konvexnost, resp. konkdvnost mnohem jed-
noduseji pomoci znaménka druhé derivace.

Véta 2.4.1. (O kovexnosti a konkdvnosti funkce na intervalu) Nechf je f spojitd na intervalu I a necht v kazdém
vnitinim bodé tohoto intervalu existuje druhd derivace. Pak

1. Je-li f"(x) > 0 v kaZdém vnitinim bodé x intervalu I, je f ryze konvexni na I.
2. Je-li f"(x) < 0 v kaZdém vnitinim bodé x intervalu I, je f ryze konkdvni na L.
3. Je-li f"(x) = 0 v kaZdém vnittnim bodé x intervalu I, je f linedrni na I.

Stejné jako spolu tizce souvisi monotonie a extrémy, mtZeme i zde najit souvislost konvexnosti
(konkédvnosti) a bodu, kde se tyto dvé vlastnosti méni. Bod, kde se konvexnost méni na konkavnost
nebo naopak nazveme inflexnim bodem.

Véta 2.4.2. (Nutnd podminka pro existenci inflexniho bodu) Je-li bod x inflexnim bodem funkce f a mad-li funkce
v tomto bodé vlastni druhou derivaci, pak " (zq) = 0.

Ptiklad 2.4.1. Vysetfete konvexnost a konkdvnost funkce f : (z — 1)% a urcete inflexni body.

Reseni: 2.4.1. Konkavnost resp. konvexnost funkce nam urc¢uje znaménko druhé derivaci, vyjadieme si

ji.
V= ((z -1 =3(z-1)?,

y' =B -1 =6(-1).
Opét vyuZijeme véty a rozdélime redlnou osu dle nulovych bodt druhé derivace.
y" = (3(x — 1)?)’ = 6(z — 1) = 0, nebo-liz = 1.

Z obou intervalt (—o0,1), (1, 00) vybereme libovolnd ¢isla = a uréime pro né znaménka druhé derivace
(volime z =0axz =2): f/(0) = —6a f’(2) =6.

Dle véty je funkce f v intervalu (—oo, 1) ryze konkdvni a v intervalu (1, co) ryze konvexni. Bod
[1,0] je inflexnim bodem.

(—o0,1) | [1,0] | (1,00)

Priklad 2.4.2. VySetfete konvexnost a konkavnost funkce f : y = a urcete inflexni body.

T
14 a2
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Reseni: 2.4.2. Analogicky prvnimu pfipadu vyjadiime druhou derivaci a poloZime ji rovnu nule.

) = (1+2?) — z(22) _ 1—a?

(1+22)? (1+a2%)*
) (—22)(1 +2%)* — (1 —2?)2(1 +2H)2x  22° — 62
x) = = —
(142" (1+a%)?
Posledni zlomek se rovna nule, pravé kdyZ se rovné nule &itatel (223 — 62 = 0). Dostdvame tfi nu-
lové body druhé derivace funkce f: x = —/3,2 = 0,z = /3. V jednotlivych intervalech vypotitime

znaménka hodnot jejich bodii. V intervalech (—oo, —v/3),(0,v/3) je funkce konkdvni a v intervalech
(—/3,0), (v/3,0) je konvexni. Vechny tfi body [—+/3, ,T\/g]’ [0,0], [\ﬁ§] jsou tak body inflexni.

(=00, —v3) | [=v3, 28] | (=v3,0) | [0,0] | (0,v3) | [v3, %3] | (v3,0)

e

? Ulohy

Uloha 2.4.15 Vysetfete konvexnost a konkévnost funkce a uréete inflexni body

2 —
a)y=2°—322+32+1 by=a*—423+10 c)y= (?H?f)”)
dyy=z-e* e)y=+vV1—e2* f)y = In(1 + 2?)

Reseni
a) konvexni na(3, 00), konkdvni na(—oo, 3),1B[3, 28];
b) konvexni na(—oo, 0, (2, c0), konkavnl na<0 2),1BJ0, 10], [2, —6];
¢) konvexni na(—1, 00), konkavru na(—oo, —1),IBn ema,
d) konvexni na(2, 0o), konkdvni na(—oo > IB[2,2¢72;

e) konkdvni na R;
f) konvexni na(—1, 1), konkdvni na(—oo, —1)a(1,00),IB[+1,1n2]. &

2.5 Asymptota

Pti vySetfovani pribéhu funkce a pfedevsim pro presnéjsi kreslent jejtho grafu je dobré, znat p¥imky,
kterym se graf funkce v okoli nékterych zajimavych bod podoba (Zjednodusené feceno asymptota je
pfimka, ke které se graf funkce bliZi, ale nikdy se ji nedotkne).

Definice 2.5.1. (Asymptota bez smérnice - ABS) Nechf f : R — R. P¥imka p : z = a se nazyva asymptota
bez smérnice (svisla asymptota) f v bodé a € R, jestlize

lim f(x) = +oo nebo hm f(z) = to0.

r—a— I—)D.

Definice 2.5.2. (Asymptota se smérnici - ASS) Necht f : R — R. Pfimka p : y = kx + ¢,z € R se nazyva
asymptota se smérnici (asymptota v £o0) funkce f , jestlize

lim [f(x)— (kx4 q)] =0.

rz—+o0

Véta 2.5.1. (O asymptoté se smérnici) Linedrni funkce p : y = kx + ¢,z € R je asymptotou se smérnici
(asymptota v o), pravé kdyz
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o k= lim @,kdekeR.

T—00

o ¢ = lim [f(z) — kx], kde g € R.
T—00
Podobna véta plati také pro asymptotu v —oo a pfi feSeni pfikladt na ni nesmime zapomenout.
Pouziti pfedchozich odstavci si ukdZeme na piikladech.

3
Priklad 2.5.1. Najdéte asymptoty funkce f : y = . °

(x—1)°
ReSeni: 2.5.1. Nejprve vysetiime asymptoty bez smérnice (ABS). Funkce f neni definovana v bodech
z =0ax = 1. Po dosazeni z = 0 dostdvame tvar 3, miizeme tedy aplikovat 1'Hospitalovo pravidlo:
3 . 322

lim ——— = lim =0
z=0 z(xr — 1) z—02x — 1

Asymptota neexistuje. Po dosazen{ z = 1 dostdvame tvar 1, uréime tedy jednostranné limity, abychom
odhalili chovani funkce v levém, resp. pravém okoli bodu z = 1.

z3 z?
im —— = —o00, lim — = o0.
e—1- z(z — 1) e—1+ z(x — 1)

Dle definice[2.5.1 v bodé x = 1 tak existuje asymptota bez smérnice pravé o rovnici a; : « = 1. Hledejme

nyni symptoty se smérnici (ASS). Pokud existujf, musime najit kone¢né &islo k, resp. q, které predstavuje
smérnici, resp. kvocient asymptoty. Uréeme pfislusné limity.

3

x

ky = lim F@) 2z-1) _y
T—00 I T—>00 T
3

Kone¢né limity existuji, proto existuje i ASS s rovnicias : y = = + 1.
Obdobné hleddme limitu pro x — —oo:

X
k= dim L0 = g S o
3
0 = M [f(x) —k-a] = Jim [y —1oa] = 1

Opét vyslo konecné £ i ¢, ovSem jsou stejné jako pro + — oo, tedy udavaji stejnou asymptotu, proto ji
zde jiz uvadét nemusime.
Graf funkce spolu s asymptotami vidite na obrazku

&

Ptiklad 2.5.2. Najdéte asymptoty funkce g : y = 2% - 272,

Reseni: 2.5.2. Analogicky prvnimu p¥ikladu hledejme nejprve ABS.

ABS:

Funkce je spojitd v celém defini¢nim oboru (—oo, o), proto zde ABS nemohou existovat. Tuto informaci
si zapamutujme, protoZe ndm p¥i komplexnim vysetfovani priibéhu funkce ulehéi praci.

Pokud D(f) = R, nemohou existovat ABS!!!

ASS:

VySetteme chovani funkce v £oo.
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3

ayx=1

xS

Obrézek 2.11: Asymptoty funkee f: y = - "

Pro oc:
_oate2mt ot T g 1
k1 = lim = lim = lim — = lim =0,
T—00 T z—o0 - 2% rz—o00 2% z—o0 27 . In 2
. 9 o . z? . 2x . 2
¢1 = lim[z°-27% -0 2] = lim — = lim = lim —— =

ASS ma4 rovnici a; = 0. Vrafme se jesté k upravam limit:
e pro ki jsme pouZili ipravu:
(1) ptepis 277% = 2%
(2) I'Hospitalovo pravidlo

e pro g; jsme aplikovali 'Hospitalovo pravidlo dvakrat za sebou (ovéfte se sami opravnénost jeho

vyuZiti).
Pro —oo:
a2t e L
ko= lim = lim x-27" = 00; ASS v —o0 neexistuje.
T——00 €T T—00
6
y
44
2
2 0 2 4 6 8 10 12
X
a;ny=0

Obrazek 2.12: Asymptoty funkce f : y = 2% - 277
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? Ulohy

Uloha 2.5.16 Naleznéte asymptoty funkci.

1
a)y:m—i—g [ASS:y=x,ABS:2=0]
222
b)y = ASS:y=2x—10,ABS :z = -5
)y x5 [ y = 2z — 10, x ]
1
c)y:P—x [ASS:y=—x,ABS:2=0]
dy=z-ex [ASS:y=2+1,ABS :2=0]
Inz
e)y:7 [45S:y=0,ABS:2=0]
fly=z-vV3+zx [nema asymptoty ]

2.6 Prubéh funkce

V pfedchozich kapitoldch jsme postupné ziskavali znalosti a dovednosti, které nyni vyuZzijeme pro kom-
plexni vysetfeni pribéhu funkce. Uved' me si nyni postup, ktery budeme vyuZivat pti feseni problému
typu: Vysettete pribéh funkce. Obecné neni postup zavazny, presto se jej v dalsim budeme drZet.

1. Z pfedpisu funkce y = f(z)

o urcime defini¢ni obor funkce, pfip. nulové body
o urcime paritu funkce (suda resp. licha)

e rozhodneme o spojitosti funkce v defini¢nim oboru
2. Vypocitdme prvni derivaci funkce

o urcime defini¢ni obor derivace, p¥ip. nulové body derivace (body podezielé z extrému)
e urcime intervaly monotonie (roste resp. klesa)

o Klasifikujeme extrémy
3. Vypocitdme druhou derivaci

e urdime intervaly konkdvnosti resp. konvexnosti funkce
y P

o uréime inflexni body

4. Sestavime tabulku dosavadnich informaci o funkci (nenf nezbytné, ale je uZite¢né pro pfehlednost
a kone¢ny ndakres funkce), pfip. uré¢ime hodnoty funkce ve vyznaénych bodech (extrémy, inflexni
body).

5. Uré¢ime rovnice asymptot (ABS, ASS), pokud existuji.

6. Nakreslime graf funkce.

Pozndmka 2.6.1. Pokud zjistime, Ze funkce je sud4, resp. lichd, nemusime vySetfovat funkci na celém
defini¢nim oboru. Stadi ji vySetfit bud na (oo, 0) nebo na (0, ) a v opa¢né poloroviné se funkce bude
chovat symetricky.

Ptiklad 2.6.1. Urcete priibéh funkce f : y = 823(x — 1) a zakreslete jeji graf.
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Reseni: 2.6.1. Jde o polynomickou funkci, o které vime, Ze je spojitd a defininim oborem jsou
véechna redlnd &isla (D(f) = R), tedy nemiize mit asymptoty bez smérnice. Ovéfime paritu:
f(=z) = 8(—z)®[(—x) — 1] = —823(—x — 1) # f(z) # —f(z). Funkce tak neni ani sud4 ani lich4.
Prejdéme k prvni derivaci.

y = 242 (x — 1) + 82 = 8x?(4a — 3).
Ta je definovana a spojitd také na celé ose, najdeme tedy body podezielé z extrému.
y' = 242%(x — 1) + 823 = 8z%(4x — 3) = 0, pravé kdyZ z = O nebo z = 3 Rozdélime &selnou osu dle

4
téchto bodti a budeme zkoumat monotonii a zaroveri hledat lokaIni extrémy.

(—0070) ‘ [070] ‘ (07%) ‘ [%7_%] ‘ (%’OO)

AW AWV MIN v
3

Zjistili jsme, Ze funkce klesé na (—oc,0) a (0, 2), roste na (2, co) a lokalni minimum nastava v bodé
[%7 - %]

Obdobné si budeme poc¢inat s druhou derivaci, kde ovSsem nebudeme vySetfovat monotonii a
extrém, ale konvexnost (konkavnost) a inflexni body. Ta je definovand a spojita také na celé ose.

y" = 162(4x — 3) + 82%(4) = 48z(2x — 1).
1
y" = 16x(4x — 3) + 82%(4) = 48z(2z — 1) = 0 pravé kdyZz = = O nebo x = 3

(—00,0) | [0,0] | (0,4) | [3,—3] | (},00)

~—

- B | ~ | B

Zjistili jsme, Ze funkce je konvexni na (—oo,0) a (%, 0), konkdvni na (0, %) a inflexni body jsou

2 2
[O’ 0]7 [%7 _%]
Hledejme asymptoty se smérnici:

ky = lim 82*(x — 1) = oo.

T—r00

Stejné tak pro x — —oo, proto ASS také neexistuji. Ziskané poznatky zapiseme do tabulky:

f : (_OO’O) [070] (O’%) [%’_%] (%v%) [25_%} (%’OO)
N N N | MIN |
- B | ~ 1B — -

Ttesnickou na dortu je nakreslit graf funkce viz.

L)
Pfiklad 2.6.2. Urcete priibéh funkce f : y = — 72 zakreslete jeji graf.
2 —
Reseni: 2.6.2. Defini¢nim oborem funkce y = — 1 jsou vSechna realnd ¢isla, kromé x = 1. Tyto body
22—
2
jsou také jedinymi body nespojitosti. Ovéfime paritu funkce: f(—z) = y = =1 = f(z). Funkce

splfiuje podminky pro funkci sudou, postaci tedy, kdyz budeme vysetfovat jeji pribéh naptiklad v
intervalu (0, 00) (na opacné strané redlné osy se bude chovat symetricky s osou symetrie totoZnou s
osou ).
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Obrazek 2.13: Graf funkce f : y = 823(z — 1)

ﬁ. Bod podezfely z extrému (nulovy bod prvni derivace) je pouze
22—

z = 0. Ciselnou osu rozdélime na intervaly dle nulovych bodii prvni derivace a bodt, v kterych nenf
prvni derivace definovina (omezime se jen na (0, c0)).

Prvni derivace je y' =

Derivace nabyva zdpornych hodnot (klesd) na obou intervalech (0,1) a (1, 00). Dle symetrie tak musi
na intervalech (—oo0, —1) a (—1,0) rtst. V bodé z = 0 dochézi ke znaménkové zméné prvni derivace (+
na —), tedy [0, —2] je lokdIni maximum.

(o0, —1) | z=—-1] (=1,0) | [0,0] | (0,1) | a=1](1,00)

, AP INE N

Druhé derivace y” = (x ) i (m ) .Z' = .Z‘ se nerovnd nule pro z&dni x € R,
( 2 1)4 ( 2 1)3
T — r —

a proto nemohou existovat ani inflexni body a zmény v konvexnosti, resp. konkdvnosti mohou nastat
pouze v bodech, pro které neni druhd derivace definovana. Kladnych hodnot (konvexni) nabyva druha
derivace na intervalu (1, c0) (vzhledem k symetrii na (—oo, —1)), zdpornych (konkdvni) pak na (0, 1),
(vzhledem k symetrii na (—1,0)).

(o0, —1) |z=—-1| (-L,1) |z =1] (1,00)

~— ~ ~—

. 2 .
ABS: rligl* 172 -1 Y a:li>nll+ 172 -1 oo
Opét s prihlédnutim k symetrii funkce jsme objevili dvé asymototy bez smérnice. a1 : v = —laas 1z =1
2
2
ASS k= lim Z2=L_0,  g= lim ——— — 0z =0.
r—+o0 x z—doo £ — 1

Asymptotou se smérnici je pfimka a3 : y = 0.

Nasleduje tabulka s kompletnimi informacemi a graf funkce
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f (—o0,—1) x=-1 (=1,0) | [0,0] | (0,1) x=1 (1,00)
fel Sl MAx | N N\
AS | az3:y=0|a:x=-1 as:x=1|az:y=0

o

o

2

0

4 2 0 2 4

2
Obrézek 2.14: Graf funkce f : y = ]

&

Piiklad 2.6.3. VySetfete priibéh funkce f : y = 9321 72 zakreslete jeji graf.
Resent: 2.6.3. Funkce je spojitd na R, nemtiZe tak mit ABS. f(—xz) = (_x;% = —f(z),jednd se tedy o
funkci lichou a stejné jako v pfedchozim piikladu, staci vySetfovat pouze interval (0, co). Prvni derivace

142> —z-2 -2’41

I = +(;C2 T f)z L ($2x+—1k)2 = 0, pravé kdyz ¢ = £1. Vysetfime-li znaménka prvni derivace na

intervalu (0, c0), zjistime, Ze funkce je rostouci na (0, 1) a klesajici na (1, co). Opét ze symetrie (tentokrat
podle pocatku) plyne, Ze funkce musi rtst také na intervalu (—1,0) a klesat na (—oo, —1). Najdeme zde
lok4lIni minimum v bodé [—1, —3] a lokdlni maximum v bodé [1, 3].

(—007—1) ‘ [_17_%] ‘ (_171) ‘ [15%] ‘ (1’00)

pN MIN S MAX | N

—22(1+2%)? — (1 — 2%)2(1 + 22)2 22° —
r(1427°)" — (1 —27)2(1 4 27)22 i 6§_Bodypodezfelézinﬂexe

Druhd derivace je y"’ =

(1+a%)" (1+27)
(nulové body druhé derivace) musi spliiovat podminku 22® — 62 = 2z(z? — 3) = 0. Jsou to body
T = —\/3, r =0,z = V3. Po zjisténi znaménka druhé derivace a znalosti symetrie ndm vychazi, Zze
funkce je konvexni na (—+/3,0) a (3,00) a konkdvni na (—oc, —v/3) a (0,/3). Inflexni body jsou pak
3+ 0,01

(—00,—v3) | [=v3,—¥2] | (=v3,0) | 0,0] | (0,v3) | [v3, 2] | (3,00)

~ | IB - || ~ | 1B | -
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x
ASS: k= lim 22+l =0, g= lim — — 0z =0.
zotoo T z—too 7 4+ 1

N2

Nalezli jsme ASS o rovnici y = 0. Nésleduje tabulka (vzhledem k velikosti je rozdélena na dvé ¢asti na
sebe navazujici) s kompletnimi informacemi a graf funkce

fio] (=00, ~v3) | [-V3, 2] [ (-v3,-1) | [-1,-1] | (-1,0)
1 \ N MIN a

AS | ASSy=0

F: 000,001 | LY | 1v3 | V3| (3.

1 S MAX | N\, N\,

el IB |~ ~ IB -

AS ASSy =0
14
0

' ' > g 0 / > 3 .
-1+
X

Obrézek 2.15: Graf funkce f : y = o

Ptiklad 2.6.4. Vysetiete priibéh funkce f : y = 22 - e~ * a zakreslete jeji graf.

Resenti: 2.6.4. Funkce je spojitd na R, nemiize tak mit ABS. f(—z) = (—2)? - e® # +f(z), funkce nenf
ani suda ani lichd. Prvni derivace 2ze™" — 2%e™" = e "(2z — 2?) = 0, pravé kdyZ z = 0 nebo z = 2.
Nasledujici obrazek ukazuje intervaly monotonie a lokdlni minimum v bodé [0, 0], resp. lokalni maxi-
mum v bodé [2, 4¢?].

(—00,0) | [0,0] | (0,2) | [2,4€?] | (2,00)

N MIN | | MAX |
Druhé derivace je y” = (2 — 2z)e " — (22 — 2%)e™* = e *(2? — 4z + 2). Body podezielé z inflexe
pak vychazeji [2 — v/2, (6 — 4v/2) - €Y% 2 a [2 + V2, (6 + 4v/2) - e~ V272]. V intervalech (—c0,2 — v/2) a
(2 +1/2,0) nabyva druha derivace kladnych hodnot, funkce je konvexni a v intervalu (2 — /2,2 + v/2)
hodnot zdpornych, je tedy konkdvni.
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(~00,2-V3) | 2= V3, f(2- V2] | 2~ V324 VD) | 2+ V3 f2+VD)] | (243, 00)

— IB ~ IB —
ASS:
2 -z 2
e x x
k1 = lim = lim = lim — = lim — =0,
L0 x z—o0 T - e* r—o00 e¥ z—00 €%
2
T 2z 2
¢ = lim ——0z= lim — = lim — =0.
z—o0 e¥ x—o00 e¥ x—o00 e¥
Nasli jsme asymptotu se smérnici a; : y = 0. U obou limit jsem vyuZili I'Hospitalova pravidla.
2 _—x . .
Podivejme sejesté k —oo: by = lim *~%— = lim z-e”® = —oo. Druha asymptota neexistuje.
r—r—00 r—r—00

Nasleduje tabulka s kompletnimi informacemi (opét je z divodt velikosti rozdélena) a graf funkce

[ (=00,0) | 0,0] | (0,2—-v2) | 2—-v2,f2-V2)] | (2-v2,2) | [2,4¢°] | (2,2+V2)
f Ny MIN N N MAX N
I - - IB —~ —
AS

fo [ 2+vV2,f2+V2)] | 2+ V2,00

f N\

e IB -

AS ASSy =0

Obrazek 2.16: Graf funkce f : y = 22 - e™*

? Ulohy

Uloha 2.6.17 Vysettete priibéh funkce a nakreslete jeji graf.
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a)y=(z+2)5 b)y=16x(x—1)3 C)y:$+x+2

d)y:zzB

Res3eni.
a) D(f) = R, ani sudd ani lichd, ,/* naD(f), nema lok. extrémy, konkdvni na (—oo, —2), konvexni na
(—2,00), IB: [-2,0], bez ABS i ASS;
b) D(f) = R,ani sud4 ani lichd, / na (4,00), \, na (—o0, 1), [+, —2] lok. min., konkévni na (3,1),
konvexni na (—oo, 2) a (1, 00), IB: [%, —1], [1,0], bez ABS i ASS;
¢) D(f) = (=00, —2) U(—2, 00),ani sudd ani lichd, /" na (—oo, —4) a (0,00), \yna (—4, —2) a (—2,0), [0, 2]

lok. min., [—4, —6] lok. max., konkdvni na (—oo, —2,konvexni na (—2,00), IB nema, y = = ASS, z = —2
ABS;

d) D(f) = (—00,3) U (3,00), ani sudé ani lichd, /* na (—o0,0) a (6,00), \y na (0,3) a (3,6), [6,12] lok.
min., [0, 0] lok. max., konkdvni na (—oo, 3), konvexni na (3, oo) IBnemd, y = = + 3 ASS, z = 3 ABS;

e) D(f) = (0,00), ani sud4 ani lich4, /‘ na ( o0), \y na (0, ), [e, e] lok. min., konvexni na D(f), IB
nemd, bez ABS i ASS;

f) D(f) = (—00,0) U (0,00), ani suda ani licha, / na (3,00), \,na (—o0,0) a (0, 3), [, %] lok. min.,
konvexni na (—o0,0) a (0, 00), IB nemd, x = 0 ABS.

&



Kapitola 3

Pouziti derivaci (optimaliza¢ni alohy)

@ Motivace

Uziti diferencidlniho poctu je velmi Siroké a zasahuje nejen do oblasti matematiky, ale také fyziky,
chemie a dalsich disciplin, kde je nutné zkoumat pribéh chovani uréité veli¢iny, napf. nalezeni
extrémii ¢i okamzitych zmeén v case. Optimaliza¢ni tlohy vyuZivaji znalosti derivace funkce v bodé.
PfedevSim z praxe se da usoudit, Ze pomoci derivaci 1ze snadno vyfesit problémy, které by se jinak
fesili heuristicky (zkusmo).

Ptiklad 3.0.5. Pro motivaci uvedeme dva ptiklady.

e Problém plechovek

Predstavte si, Ze jsme vyrobci nealkoholickych ndpojt. Zamérujeme se vyhradné na plechovkové
baleni a plechovky si sami vyrdbime. Jediné, co musime nakoupit, je plech na jejich vyrobu. Vime,
Ze nejlépe se prodavaji plechovky o objemu 0,5 litru. Pro jednoduchost pfedpoklddejme valcovy
tvar plechovky a plechovka bude ndpojem naplnéna az po okraj. Ur¢ité jako dobfi obchodnici
nechceme vynaklddat zbyte¢né penize za nakupovany plech. Pozadujeme tedy plechovku, ktera
bude mit za daného objemu V = 0,51 = 0,5dm? = 50 cm® co nejmensi povrch. Jak tedy zvolit
rozméry plechovky tak, abychom spotfebovali co nejméné plechu?

o Problém vstupenek
Zménili jsme povoldni a z vyrobce plechovek pro ndpoje jsme se stali prodejci vstupenek na hu-
debni koncert. Objednali jsme sal pro 800 lidi. Vime, Ze hudebnici, tisk vstupenek a celkova rezie
néas bude stat 20000 $. Zbyva zvolit, za kolik $ budeme vstupenky prodavat zdjemctim o koncert.
Ze zkuSenosti vime, Ze pokud budeme prodavat jednu vstupenku za 40 $, ur¢ité vyprodame cely
séal. Dale vime, Ze kaZdy dolar nad tuto cenu sniZi prodej vstupenek o 10 kusti. Mame ur¢it, o kolik
dolarti je tfeba navysit cenu tak, aby nas zisk byl maximalni.

(A Poznamky k postupu
Nez za¢neme tlohy fesit, zopakujme si nékteré poznatky z pfedchozi kapitoly.
1. Ma-li redlna funkce v bodé xy kladnou derivaci, pak je v tomto bodé rostouci.

2. Ma-li redlna funkce v bodé x zdpornou derivaci, pak je v tomto bodé klesajici.

3. Ma-li redlnd funkce v bodé ¢ derivaci rovnu nule, pak v tomto bodé miiZe, ale nemusi nabyvat
extrémni hodnoty (nutnd podminka existence extrému).

Vyse zminéné poznatky ndm postaci pro vyfeseni obou uvedenych ptikladt.

47
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Obrazek 3.1: Grafické vyznaceni monotonie

Resent: 3.0.5. Problém plechovek
V nasem pfiipadé je plechovka dokonaly vélec, jehoZ velikost povrchu S spocitame podle vzorce S =
2772 +27rv, kde r je polomér podstavy a v je vyska plechovky. Dale vime, Ze pro objem valce plati vztah

50
V = mr?v = 50 em®. Odtud pro vysku je v = — Dosadime do vztahu pro povrch:

50 100
S(r) =2mr® + 217 - —5 = 2mr® + —-
o T

Tim jsme dostali velikost povrchu plechovky jako funkci poloméru jeji podstavy. Nasim tkolem je najit
takové r, pro néz bude S extrémni. Nutnou podminku pro existenci extrému jsme jiz uvedli; pouZijme
jiz.

100

S'(r)=dmr— — =0

r
Pro polomér je r > 0 (nekladny polomér je nepiipustny), proto miizeme r? celou rovnici vynasobit a po
tpravé dostavame:

Odtud po dosazeni
50 /200
v = 72 = 7
[25
3 —
s 772

Nasli jsme tedy hodnoty nezndmych veli¢in, pro které by mohl mit povrch plechovky extrémni hod-
notu. Stéle jesté nevime, zda tam opravdu extrém nastane, ale je jisté, Ze pokud ne tam, tak nikde jinde
(dtvodem je nutnd podminka pro existenci extrému). Pro kontrolu, zda jde opravdu o minimdlni po-

3

2
vrch, zjistime, jak se funkce S = S(r) chova v okoli nasi hodnoty r = ?5 Ta ndm rozdélila redlnou

2 2
osu na dva intervaly (obrézek: (0, & :) a ( & ?5, oo) , znichz v prvnim funkce klesd a v druhém

4125 . .
roste. Ztejmé pak v bodé r = { - musela dosdhnout své minimalni hodnoty. Pf¥iklad je tedy vyfesen.

V predchozim ptikladé jsem si ukazali zptisob, jak poznat, zda v daném bodé dosahuje funkce své
maximalni, resp. minimalni hodnoty. K jejimu urceni jsme museli znat znaménkové zmény prvni
derivace v okoli stacionarniho bodu. Toto zjisfovani znaménkovych zmén mtize byt v nékterych
piipadech komplikovanéjsi. UkdZeme si nyni, jak se této nepffjemnosti vyhnout pomoci druhé
derivace. To je samozfejmé vyhodné jen tehdy, pokud je vypocet druhé derivace jednoduchy.



49

Obrazek 3.2: Grafy funkce a jejich derivaci

Pozndmka 3.0.2. Druhd derivace je proni derivace proni derivace.

Pro funkci danou pfedpisem f(z) = %x?’ — 22 + 3 jsou na obrézku graf funkce f(x), graf jeji prvni

derivace f’(x) a graf druhé derivace f”(x). Mdme f'(z) = %xQ +2zxa f"’(x) = x—2. Z grafu funkce f'(z)

muZeme snadno odedist, kde f/(z) nabyva kladnych, resp. zapornych hodnot a kde je rovna nule. Na
zakladé toho si miizeme ucinit zavéry o monoténnosti funkce f(x), resp. o jejich extrémnich hodnotach.
Niés v8ak zajima graf druhé derivace f”(z) = x — 2. Z obrdzku vidime, Zze f”(x) > 0 v intervalu (2, co)
a f”(x) < 0 v intervalu (—oo, 2). Druhd derivace je tedy zdpornd i v bodé, ve kterém md funkce lokalni
maximum, resp. kladnd i v bodé relativntho minima. Nyni vyslovime vétu, kterd bude zobecnénim
nasich pfedchozich tivah a zdroven je postacujici podminkou pro existenci extrému.

Véta 3.0.1. Necht f'(xq) = 0 a nechf v bodé x existuje druhd derivace.

Je-li f"(xo) < 0, md funkce f(x) v bodé xo ostré lokdlni maximum,

je-li f"(xo) > 0, md funkce f(x) v bodé x( ostré lokdlni minimum.

Je-li f"(xz¢) = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout a je tieba zjistit znaménkové zmény proni
derivace.

Zkusme pomoci nové ziskaného poznatku spocitat druhy motivaéni priklad.

Reseni: 3.0.6. Problém vstupenek

Nejprve je nutné z tdajt sestavit funkci zisku Z. Zisk bude urcité zaviset na cené vstupenky a na poctu
prodanych vstupenek. Zisk se bude rovnat poc¢tu prodanych vstupenek krat hodnota jedné vstupenky
minus ndklady na uspofadani koncertu. Pokud oznacime z pocet dolardi, kterym navysime cenu vstu-
penky nad zékladni cenu 40 $, mtiZzeme psat:

Z(z) = (40 + z) - (800 — 10z) — 20000,
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kde prvni zdvorka je cenou vstupenky a druha pfedstavuje pocet prodanych vstupenek (za kazdy je-
den $ se proda o 10 vstupenek méné). Ziskali jsme tedy funkci jedné proménné a hleddme jeji maximum:
uréime

Z'(x) = (12000 + 400z — 102?)" = —20x + 400.

Podle nutné podminky pro existenci extrémt musi byt prvni derivace funkce rovna 0. To je splnéno pro
x = 20 dolarti. Cena vstupenky by v optimdlni pfipadé méla byt 40 + 20 = 60 dolarti. Zda se jednd
opravdu o hodnotu, v které funkce nabyvd maxima zjistime podle 2. derivace Z"(z) = —20 < 0. Z
predchozi véty plyne, Ze se jednd o lokalni maximum.

Sami si mtiZete zkusit, napf. pomoci grafu Z(z), Ze pti zddné jiné cené vstupenky nebude nés zisk vétsi.
Postup feSeni

Jak je vidét, optimaliza¢ni tlohy se fesi podle stejného postupu. Ten Ize vyjadfit jako sled nésledujicich
kroki:

1. najdeme popis nebo vyjadfeni veli¢iny, kterd ma dosahovat extrému (povrch plechovky, zisk, ...)
2. zjistime, zda tuto veli¢inu lze vyjadtit jako funkci jedné, ¢i dvou nebo vice proménnych

3. pokud jde o funkci jedné proménné, mtizeme okamzité hledat prvni derivaci (viz: vstupenky)

4

. pokud jde o funkci dvou (vice) proménnych, ¢asto je v zadani uvedena néjaka podminka nebo
vztah, ktery pomtiZe za jednu proménnou dosadit; tim dostaneme funkci pouze jedné proménné
(viz: objem plechovky)

5. spocitame prvni derivaci této veli¢iny jako funkce jedné proménné a tuto derivaci poloZime rovnu
nule

6. nalezneme hodnoty, pro které by mohla funkce nabyvat extrému
7. pomoci druhé derivace dokaZeme existenci extrému

V nésledujicim piikladé budeme postupovat podle uvedené “kucharky”.

Optimaliza¢ni tloha: trdm s nejvétsi nosnosti

Ptiklad 3.0.6. Z vélcovitého kmenu s kruhovym prifezem o poloméru r se md vytesat tram co nejvétsi
nosnosti. Nosnost trdmu je uréena vztahem y = k - s - v2, kde k je materidlova konstanta daného druhu

ooy

dfeva, s je Sifka prafezu trdmu a v je vyska prafezu trdmu. Jaké rozméry s a v md mit trdm, aby jeho
nosnost byla maximalni?

Resent: 3.0.7. Na obrézkuje vyznacen prifez daného trdmu. Budeme postupovat v krocich.

1. V prvnim kroku je nutné si uvédomit, kterd veli¢ina ma nabyvat extrémni hodnoty. V naSem
piipadé je to nosnost - oznac¢me ji jako y.

2. Nosnost je ur¢ena vztahem
y=k-s-v?% (3.1)

tedy je funkci dvou proménnych s a v a my miiZeme tfeti krok “kuchaiky”pfeskodit.

3. Jedinou zndmou hodnotou v zadani ztistava r, coZ ndm napovidd, Ze pomoci ni by se dala jedna
nezndma4 (tfeba v) vyjadfit pomoci s. Vyjdeme z obrézkua za piedpokladu, Ze prafezem trdmu
je obdélnik, mtizeme vyuzit Pythagorovy véty: (2r)? = v* + s?, odkud plyne

v? = 4r? — §2.

Dosadme za v? do vztahu pro Ziskdme vztah pro nosnost trdmu v zavislosti na jedné

proménné s, a to Sifce prifezu tramu:
y=k-s-(4r> —s*) =4k-s-r* — k- s>,

nebof k je konstanta a r je pevné dano polomérem pouZitého kmenu.
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L

Obrézek 3.3: Prafez tramem

4. PouZijeme nutnou podminku pro existenci extrému: funkci nosnosti derivujeme a derivaci kla-

deme rovnou nule:
d
y’:—y:4k~r2—3k-s220.
ds

[4k -
5. Pfedchozi rovnici vyhovuji pouze hodnoty s = + 3 ! , ale zapornou hodnotu mtiZeme vy-
loucit z dvodu vyznamu délky strany s.

6. Pro druhou derivaci dostavame: y” = —6s < 0 pro vSechna piipustna s, tedy i pro nasi hod-
notu. Zaporné znaménko hodnoty druhé derivace v bodé s znadi, Ze nase funkce nabyva ma-
ximalni hodnoty, neboli nosnost trdimu pro nalezenou hodnotu je nejvétsi. K této hodnoté je nutné
dopotitat ze vztahu v? = 4r% — s hodnotu veli¢iny s a tim budou rozméry trdmu maximalni
nosnosti urceny. &

Pozndmka 3.0.3. V tfetim kroku jsme mohli vyjadfit i s, ale pfedpis pro funkci nosnosti by byl kompli-
kovangjsi.
Optimaliza¢ni dloha: nejmensi vzdalenost

Piiklad 3.0.7. Pfistavy A, B (viz obr. jsou od sebe vzdaleny 145 km. Z piistavu A vyjede parnik ve
sméru uréeném Sipkou a soucasné ve stejném okamziku z pfistavu B vyjede jachta (ve sméru uréeném
Sipkou). Jejich rychlosti jsou stdlé, a to pro parnik v, = 40 km/h, pro jachtu v; = 16 km/h. V jakém Case
bude jejich vzdjemnd vzdalenost nejmensi?

Resen: 3.0.8. Oznatme polohy parniku a jachty po ¢ hodinéch plavby z pifstavii A a B pismeny P a J.
Pak délky drah parniku AP ajachty BJ v ¢ase t hodin od za¢atku pohybu jsou:

AP =40-tkm, BJ =16 - tkm.
Pro vzdalenost P.J parniku a jachty v kilometrech v tomto ¢ase ¢ (v hodinach) plati podle Pythagorovy

véty
PJ=\/BP +BJ = /(145 — 40t)2 + (16t)2.
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Obrézek 3.4: Parnik a jachta

Odtud

PJ = /185612 — 11600t + 21025.

Tato odmocnina nabyde nejmensi hodnoty pfi témze ¢, pfi némZ bude mit veli¢ina pod odmocninou
2(t) = 1856t* — 11600t + 21025

nejmensi hodnotu. Hledejme tuto nejmensi hodnotu: pocitejme

2/ (t) = 3712t — 11600 = 0,
odkud plyne

11600

= —— = 3,125 hodin.
3712

Pomoci druhé derivace lze ukazat, Ze extremdlni hodnota je minimem. Tedy parnik a jachta budou mit
vzdjemnou vzdalenost nejmensi za 3 hodiny 7 minut a 30 sekund po jejich vypluti z A, resp. zB. &

Optimaliza¢ni dloha: valec s nejvétsim objemem

Ptiklad 3.0.8. Do kuzZele o poloméru podstavy r = 4m a vysce v = 6 m je vepsan valec, ktery ma mit co
nejvétsi objem. Vypocitejme ten nejvétsi mozny objem.

Reseni: 3.0.9. Na obrazku je naznacen prifez danym kuZelem. Potfebujeme najit objem tohoto valce,
tudiZ hleddme velikost poloméru « jeho podstavy a vysky y.

VyuZijeme trojihelniky AAB'C’ a AABC, které jsou podobné: podobnost dvou trojihelnikii zna¢ime
NAB'C" ~ AABC. Z podobnosti pro vzajemné poméry odpovidajicich stran plyne

Yy v (r—z)v
r—x T r
Pro objem valce mame
T—x)v 4—-2)-6 3w
V =2’y = 7Tx2! = WQSQ% = 7(41'2 —23) = V(x).
r

TudiZ objem je funkci jedné proménné, a tedy pocitdme prvni derivaci a klademe ji rovnou nule:

3
V(z) = g(Sx ~322) =0 = (32 —8) =0

8
T= g nulovy kofen z; = 0 neddva smysl pio feSeni tilohy;
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C
= L
Y
X
A, B' B
—»
r

Obrézek 3.5: Prarez kuZelem

3 8\ 3 8
V'(2) = (8 — 6z), V" () =T, (8—6~ ) <0,
2 3772 3

tedy proz = g m je objem vélce maximalni a jeho hodnota ¢ini V4, = —— m?>. &

3.1 Dalsi vyuZziti derivaci

V minulé kapitole jsme si uvedli, Ze derivaci 1ze interpretovat jako rychlost nebo miru (tempo) zmény.
Nyni si ukdZeme, jak pfi pocitani tuto védomost aplikovat.

Aplikace derivace: padajici Zeb¥ik

Priklad 3.1.1. Zebiik dlouhy 13 m se jednim koncem A opira o zed a druhym koncem B o podlahu (viz
obrazek se zebfikem). Zebfik zacne ujizdét, a to tak, Ze bod B se od zdi vzdaluje rychlosti 1,6 m/min.
Zjistéme, jakou rychlosti se pohybuje bod A, kdyZ je bod B vzdélen ode zdi 5 m.

Reseni: 3.1.1. Nejprve si ujasnéme, co chceme vypocitat. Zavedeme soufadnicovy systém podle
obrazku. Vime, Ze rychlost bodu B pohybujiciho se ve sméru osy o, je zndma. Pokud oznacime jako
x(t) velikost drahy, kterou urazi bod B v ¢ase t od zac¢atku pohybu, mtizeme pro rychlost tohoto bodu
jako pro derivaci veli¢iny z(¢) podle ¢asu napsat

Z'(t) = 1,6 m/min

a analogicky, pro rychlost (v ¢ase ¢ od zacatku pohybu) bodu A pohybujiciho se ve sméru osy o, pisSme
y'(t). Nasim tikolem je najit 4/ (¢) pravé v tom okamziku, kdy bod B urazi 5 m. Z obrazku je vidét, Ze
podle Pythagorovy véty se splni v kazdém ¢asovém okamziku takovém, ze z%(t) + y2(t) = 132, odtud

plyne y(t) = 1/169 — z2(t). Proto
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Obrazek 3.6: Zebtik

, dy —2x(t) - 2'(t) —-5-1,6 2 _

yit)y=—= = = ——m/min.
dt  2./169 —22(t) /169 — 52 3
Pfi vyjadfeni derivace y' plati: délka drdhy bodu B ve sméru osy o, je funkci ¢asu a vzhledem k tomu,
Ze derivujeme podle ¢, je nutné brét funkci 22 (t) jako funkci sloZenou. Jeji derivace podle t je sou¢inem
derivace vnégjsi funkce (kvadratické) a derivace samotné funkce x(¢), o které nevime, jaky je jeji predpis,
vime v8ak, Ze jeji derivace méa hodnotu 1,6 m/min, neboli 2/(t) = 1, 6. (Zdporna hodnota y" vyjadfuje
smér pohybu zkoumaného bodu B.) &

2z 2

? Optimaliza¢ni dlohy

Uloha 3.1.18 Najdéte takové kladné &islo, aby soucet tohoto &isla a jeho pievracené hodnoty byl mi-
nimalni.

Uloha 3.1.19 Urcete rozméry a, b obdélniku tak, aby p¥i daném obsahu 16 ¢m? mél minimalni obvod.

[¢tverec se stranou a = 4cm]

Uloha 3.1.20 Tvrdy papir obdelnikového tvaru ma rozméry 60 cm a 28 em. V rozich se vyst¥ihnou stejné
¢tverce a zbytek se ohne do tvaru oteviené krabice. Jak dlouha musi byt strana = odstfiZenych ¢tvercd,
aby objem krabice byl maximalni?

[:): =12 cm]

Uloha 3.1.21 Obchod prodévé skateboardy za 40 dolart za kus a pii této cené proda mésiéné 50 skatebo-
ardti. Majitel obchodu chce zvysit cenu a ocekavd, Ze kazdy dolar zvyseni ceny pfinese sniZeni prodeje
skateboardti o 2 kusy za mésic. JestliZze majitel nakupuje skateboardy za cenu 25 dolard, piijaké prodejni
cené bude jeho mési¢ni zisk maximalni?

[z =45%]

Uloha 3.1.22 Mésto Bory je 10 km vychodné od mésta Akaty a mésto Cédry je 3 km jizné od mésta Bory.
Z A do C se ma postavit silnice, a to tak, Ze se vyuzije dalnice z A do B, pfic¢emz se do C odbo¢i v
néjakém bodé P na trase A-B. Ndklady na pfestavbu ddlnice jsou 4 miliony K¢ na 1 km, zatimco cena na
stavbu silnice kdekoliv jinde je 5 milionu K¢ na 1 km. Jak daleko od mésta A se ma umistit bod P tak,

Mo

aby stavba byla co nejlevnéjsi a jakd bude tato cena?

[6 km od mésta Akaty, stavba bude stat 49 - 10% K¢]
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Uloha 3.1.23 Zjistéte rozméry otevieného bazénu o daném objemu 32 m? se étvercovym dnem tak, aby
na vyzdéni jeho stén a dna bylo pouZito co nejmensi mnoZzstvi materidlu.

[a =4m,v=2 m]

Uloha 3.1.24 Najdéte rovnoramenny trojthelnik, ktery mé p¥i daném obvodu minimalni obsah.
[rovnostranny trojihelnik se stranou a = g, oje jeho obvod]
Uloha 3.1.25 Roh v 1. kvadrantu potiebujeme uzavfit zdvorou délky 20 metrii pres body [a, 0], [0, b]

tak, aby uzavfeny segment tvaru trojihelniku mél maximélni plosny obsah. Pro jaké hodnoty «, b to
nastane?

[a=b=10-v2m]
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3.1. DALSI VYUZITI DERIVACI

Seznam pouZzivanych symboli

Vee A: V(x)
JreA: V()
aNb
aVvb
a=b
asb

Z Z
o

O RBON
+

8

\.@ Q
PN

o~~~
8

RS
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TOvvwS
- =+ | iy
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SRS N

[z, yl, [f(x), f(y)]
FC=1)

fog

Ax,h

Ay

T —=a

lim f(x)

r—a

+
lim f(x)

r—a

lim f(x)
v, J'(@)

f'(a)

y//’ f//(z)
f"(a)

pro kazdé x z A plati vlastnost (pfedpis) V'

existuje alesponi jedno z z A takové, Ze pro néj plati vlastnost (predpis) V'

a konjunkce b (a a zdrover b)

a disjunkce b (a nebo b)

a implikuje b

a je ekvivalentni s b

mnoZina pfirozenych ¢isel

mnoZina pfirozenych ¢isel s nulou

mnoZina celych &isel

mnoZina raciondlnich &isel

mnoZina redlnych ¢isel

mnozina kladnych redlnych ¢isel

mnozina komplexnich ¢isel

otevfeny interval, mnoZinaz € R;a <z <b
uzavieny interval, mnoZinaz € R;a <z <b
zleva uzavfeny interval, mnozinaz € R;ja <z < b
zprava uzavieny interval, mnoZzinaz € R;a <z <b
delta okoli bodu q; interval(a — §,a + 9)
prstencové okoli bodu a(U(a) — a)

levé prstencové okoli bodu a

pravé prstencové okoli bodu a

defini¢ni obor funkce f

obor hodnot funkce f

soufadnice bodu,soufadnice bodu, ktery nélezi grafu funkce
funkce inverzni k funkci f

f sloZzenas g

ptirtistek argumentu

ptirtistek funkce

x se blizi k (konverguje) a

limita funkce f v bodé a

limita funkce f v bodé a zprava

limita funkce f v bodé a zleva

prvni derivace funkce y = f(x)
hodnota prvni derivace funkce y = f(z) v bodé a
druhé derivace funkce y = f(x)
hodnota druhé derivace funkce y = f(z) v bodé a
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