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Uvod

Tento text by mél slouzit studentum deskriptivni geometrie jako opora pro predmét
Projektivni geometrie. Vyklad této latky je ptizpusoben spise samostudiu. Pro studium
tohoto textu je zapotiebi vrozené geometrické predstavivosti, a tudiz neni ani zapotiebi
néjakych hlubsich geometrickych znalosti. Vétsina uvedenych vét je intuitivnich a neni
tak u kazdé véty uveden dikaz. Velka ¢ast textu je vénovana piikladium a jejich feseni.
Pro jednoduchost je v zavéru publikace ke kazdému fesenému ptikladu uvedeno navic
i jeho grafické zadani. U vétsiny zadani piikladu je prerusovanou carou predrysovand

samotna kuzelosecka, a to z duvodu nazornosti a ovéreni si spravnosti vysledku.

Samotna Projektivni geometrie predstavuje takovou geometrii, kterd zkouma vlast-
nosti, které se neméni u projektivnich transformaci, tedy zabyva se témi vlastnosti, které
se zachovavaji stfedovym promitdnim. Studium téchto vlastnosti si vynutily hlavné
potieby malifstvi v 16. stoleti. V té dobé zil a také tvoril jeden z nejvyznamnéjsich
malifu a perspektivei Leonardo da Vinci. Ale za zakladatele projektivni geometrie je
povazovan Jean-Victor Poncelet, ktery ptipravil zédklady ke studiu projektivnich vlast-

nosti kuzelosecek, kterym je také vénovana podstatnda cast tohoto textu.

Model pro tuto geometrii je obvykle projektivni rovina anebo projektivni prostor.
V této geometrii jsou definovany body a piimky, nikoli vSak uhly a vzdalenosti. Po-
jem orientovand vzdalenost je uveden v afinni geometrii, ale ta se na rozdil od pro-
jektivni geometrie zabyva studiem invariantu, které se zachovavaji pfi rovnobézném
promitani. Dale projektivni geometrie nerozlisuje vlastni a nevlastni body a tudiz nedéli
kuzelosecky podle pruniku s nevlastni primkou na elipsu, parabolu a hyperbolu, ale po-
pisuje jen kuzelosecku zadanou péti podminkami bez rozdilu. Rozdéleni kuzelosecek,
tak jak je zndme z konstrukéni geometrie, je uvedeno az v afinni geometrii, protoze rov-
nobézné promitani zobrazi vlastni body na vlastni a nevlastni na nevlastni, coz neplati

pro stiedové promitani.

Uptimné dékujeme Mgr. Petru Kozédkovi za tvorbu piikladu a obrazku, Be. Janu
Mlc¢uchovi za psani v programu ETEXa recenzentum RNDr. Lence Juklové, Ph.D. a
RNDr. Miloslavé Sedlarové, CSc. za jejich cenné pripominky:.






Seznam ikon uzivanych v textu

Déle jsou uvedeny ikony oznacujici prvky podporujici studenta pii studiu, tj. odkazy,

otazky, ikoly, korespondencni tkoly apod. s vysvétlivkami:

0

Cile

Na zacatku kazdé kapitoly naleznete konkrétné formulované cile. Jejich prostred-
nictvim ziskate prehled o tom, co budete po nastudovani piislusného tématického
celku umét, znat, co budete schopni délat.

Motivace

Odstavec, v némz by mélo byt vysvétleno, pro¢ se danou problematikou vibec
hodldme zabyvat. Motivujte studenty k tomu, aby studovali pravé tuto pasaz.

Pruvodce studiem

Pasaz, v niz ,zbavime studenta strachu z nového uciva“, poukazeme na propo-
jenost uciva s predchozi kapitolou, uvedeme, co jiz student zna z predmétu v

predchozim roc¢niku, ze SS, s ¢im se setkal v praxi. ..

Otazka k zamysleni

Meéla by vés podnécovat k premysleni, k ivaham, k hledéani vlastniho feseni. Je to
prostor, ktery vam nabizim k vyjadieni osobniho nazoru, postoje k studované pro-
blematice. Odpovédi na tyto otazky si formulujete sami, byvaji predmétem diskusi

na prezenénich setkdnich, jsou soucasti zkousky (¢asto je poklddaji examinétori).

Pasaz pro zdjemce

Tato ¢ast textu je urcena tém z vas, ktefl mate zajem o hlubsi studium pro-
blematiky, nebo se chcete dozvédét i néjaké zajimavé podrobnosti vztahujici se
k tématu. Vse, co najdete v této pasazi, je nepovinné, tudiz zcela dobrovolné.
Zminéné informace po vas nebudou vyzadovany u zkousky.
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Ukol

Jeho prostiednictvim budete vybidnuti k tomu, abyste na zakladé studia urcité
tématiky néco vytvorili, zpracovali, konkrétné uvedli za predpokladu, ze uz mate
jisté znalosti. M& prevazné aplikacni charakter. Spravné (mozné) teseni najdete

k nékterym tkolum (dle obsahu, zamérent) v Kklici.

Doporuceni

Dobréa rada, doporuceni, néco, co studentum ,usnadni“ praci, dovede je rychleji
k cili, pomuze vyhnout se chybam apod.

Upozornéni

Slouzi pro upozornéni na néjakou chybu, které se studenti ¢asto (a uplné zbytecné)

zejména pro nepozornost dopoustéji.

Odkazy na on-line zdroje

Slouzi jako misto pro odkazy na dalsi zdroje, které lze nalézt na internetu.

Shrnuti kapitoly

vvvvvv

pojednava. Ma vyznam pro opakovani, aby se vam informace a klicové body
probirané latky lépe vybavily. Pokud zjistite, ze nékterému useku nerozumite,
nebo jste jej dostateéné neprostudovali, vratte se k pifslusné pasdzi v textu.

Pojmy k zapamatovani

Na konci kazdé kapitoly najdete klicové pojmy, které byste meéli byt schopni
vysvétlit. Jde o dulezity terminologicky aparat a jména, jez je nezbytné znat.
Po prvnim prostudovani kapitoly si je zkuste sami pro sebe objasnit, vracejte se

k nim i pii dalsim ¢teni a opakovani dokud si je dostatecné nezafixujete v paméti.

Kontrolni otazky

Provéruji, do jaké miry jste ucivo pochopili, zapamatovali si podstatné informace a
zda je umite aplikovat. Najdete je na konci kazdé kapitoly. Jejich prostfednictvim
zjistite, jestli jste splnili formulované cile. Jsou velmi dulezité, vénujte jim proto
nalezitou pozornost. Odpovédi na né muzete najit ve vice ¢i méné skryté forme

primo v textu.
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Ijlohy k procviceni

Tyto pasaze maji za kol ucivo procvicit, zopakovat, upevnit. Pomédhaji vam
fixovat poznatky.

Kli¢
Obsahuje patficné odpovedi a mozna teseni k tkolum. Muzete si zkontrolovat

spravnost své odpovédi na konkrétni (ale ne na kazdy) ukol.

Literatura

V této casti najdete prehled vSech zdroju a literatury, ze které jsem Cerpala pii
zpracovavani textu. Tento seznam slouzi také jako zdroj informaci pro zdjemce o

dalsi podrobnéjsi studium a doplnéni poznatki.






Kapitola 1

Zakladni pojmy projektivni
geometrie

E:E Projektivni geometrie se zabyvéa pojmy, které se promitanim (rovnobéznym, stie-

dovym) neméni.

Nezbytnou soucéasti studia deskriptivni geometrie je znalost projektivni geometrie.

_,_@ Seznamime se se zakladnimi pojmy projektivni geometrie tak, abychom je mohli
pouzit pii studiu deskriptivni geometrie. Zékladni pojmy si osvojime tak, abychom
je mohli pouzivat pii projektivnim zavedeni kuzelosecek a aplikovat je pti feSeni
uloh o kuzeloseckach.

Nezbytnou soucasti studia deskriptivni geometrie je znalost projektivni geometrie.
_,_@ Seznamime se se zakladnimi pojmy projektivni geometrie tak, abychom je mohli
pouzit pri studiu deskriptivni geometrie. Zakladni pojmy si osvojime tak, abychom
je mohli pouzivat pii projektivnim zavedeni kuzelosecek a aplikovat je pti feSeni

uloh o kuzeloseckach.

1.1 Incidence

Véta 1.1.1 Jsou-li dva utvary navzdjem incidentni, pak také jejich pruméty jsou

incidentni. Strucné: incidence se promitdnim zachovduvad.
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1.2 Afinni roviny

Definice 1.2.1 Afinni rovina je usporddand dvojice mnozin (B,P), kde B je ne-
prazdna mnozina prvku, P je systém jistych podmnozin mnoziny B a jsou splnény
axiomy Al, A2, A3.

A1 VXY eB X#4AY dpeP: X, Y ep
A2 VX eBVpeP,AgeP: X eqiq|p
A3 Existuji tfi nekolinearni body.

Prvky z mnoziny B nazyvame body. Prvky z mnoziny P nazyvame piimkami. Afinn{
rovinu budeme znacit o = (B, P). Dvé pifmky p, ¢, které nemaji zadny spoleény bod
nebo splyvaji, nazyvdme rovnobézkami a znac¢ime p||g. Dvé pifmky, které maji prave

jeden spolecny bod, budeme nazyvat ruznobézkami.

\ v Uvedte pifklady afinnich rovin.
PN

f) i) Eukleidovska rovina.
ii) Necht mnozina B obsahuje ¢tyfi prvky a P obsahuje vsechny dvouprvkové
podmnoziny mnoziny B. Potom o = (B,P) je ¢tyrbodova afinni rovina.
Pokuste se ji znazornit.
iii) Necht mnozina B obsahuje devét prvki a P jsou tifprvkové podmnoziny
mnoziny B. Potom o = (B,P) je devitibodova afinni rovina. Pokuste se ji

znazornit.

Z této definice je mozné odvodit fadu vlastnosti afinni roviny. Naptiklad ze rov-
nobéznost primek v afinni roviné je relace ekvivalence nebo ze kazdé dvé ruzné primky

maji nejvyse jeden spolecny bod.

Veéta 1.2.1 Kazdd primka v afinni roviné obsahuje alespon dva riuzné body.

Jelikoz je z axiomu zajiSténa jak existence alespon jednoho paru ruznobézek, tak
i jednoho paru rovnobézek, mohou mit dvé ruzné piimky v afinni roviné pravé jeden
nebo zadny spoleény bod. Tato vlastnost bude dulezita zejména pii porovnavani afinni a
projektivni roviny. Pti studiu vzajemnych vztaht afinni a projektivni roviny vyuzijeme

také nasledujicich pojmu.
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Definice 1.2.2 Svazek rovnobeZek v afinni roviné je mnozina vSech piimek rov-

nobéznych s danou piimkou p afinni roviny. Znacime [ p |.

Definice 1.2.3 Svazek primek v afinni roviné je mnozina vSech piimek prochazejicich
danym bodem P afinni roviny. Bod P nazyvame stredem svazku a svazek znacime
[P].

Véta 1.2.2 V kazdé afinni roviné existuji alespon tri ruzné svazky rovnobéZek a tii

ruzné svazky primek.

Z definice afinni roviny lze déle odvodit, ze kazd4 afinni rovina obsahuje alespon
ctyti body, které jsou po tfech nekolinearni. Navic lze ukazat, ze existuje afinni ro-
vina, ktera obsahuje pravé ctyti body. Vedle konecnych afinnich rovin, kterymi se déle
nebudeme zabyvat, existuji také nekonecné afinni roviny. Piikladem nekonecné afinni
roviny je eukleidovska rovina, jelikoz spliuje vSechny axiomy afinni roviny. P¥i hlubsim
studiu zjistujeme, Ze afinni geometrie pracuje s vlastnostmi, které se zachovavaji pri

rovnobézném promitani.

1.3 Projektivni roviny

Oproti tomu projektivni geometrie studuje vlastnosti, které se zachovavaji stiredovym
promitanim, a celd teorie je vybudovana na predpokladu, ze kazdé dvé ruzné primky
v téze roviné maji spolecny pravé jeden bod. Pii studiu projektivni geometrie opét

vyjdeme z axiomu a zakladnich pojmu.

Definice 1.3.1 Projektivni rovina je usporadana dvojice mnozin (B,P), kde B
je neprazdna mnozina prvku, P je systém jistych podmnozin mnoziny B a jsou

splnény axiomy P1, P2, P3.

P1VX)YeB X#Y,dpeP: XY €p
Pl VpgeP,p#£q¢,IXeB: XepAXeEq
P1 Existuji ¢tyfi body po tiech nekolinearni.

Prvky z mnoziny B opét nazyvame body a prvky z mnoziny P piimkami. Projektivni

rovinu budeme znacit = = (B, P).
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v v Uvedte pifklady projektivnich rovin.

P

ﬁ i)  Necht B obsahuje sedm prvkiu a P obsahuje vSechny ti{prvkové podmnoziny
mnoziny B. Potom 7 = (B,P) je sedmibodové projektivni rovina. Pokuste

se ji znézornit. (Tuto projektivni rovinu lze ziskat také tzv. projektivnim
rozsirenim afinni roviny, viz kapitola 1.4)

ii) V trojrozmérném euklidovském prostoru Fj je dan pevny bod 0. Mnoziny
B, P zvolme takto: B je mnozina vSech primek v Ej3, které prochazeji bodem
O, pricemz kazdou rovinu chéapeme jako mnozinu piimek, které v ni lezi a
prochézeji bodem O. Dvojice m = (B, P) spliiuje vSechny axiomy projektivni

roviny, je tedy modelem projektivni roviny.
iii) Rozsitend euklidovska rovina je rovnéz piikladem projektivni roviny.
Axiom P2 vylucuje existenci primek, které by nemély zadny spoleény bod. V projek-

tivni roviné tedy obecné nezavadime pojmy rovnobéznost a svazek rovnobézek. Oproti

tomu pojem svazek piimek lze zavést analogicky jako v pfipadé afinni roviny.

Definice 1.3.2 Swvazek primek o sttedu P v projektivni roviné 7 je mnozina vsech
piimek p C 7 prochdzejicich danym bodem P. Znac¢ime P (a,b,c,...) nebo [ P |.

V nésledujicich vétach uvedeme nékteré vlastnosti projektivnich rovin.

Véta 1.3.1 Kazdd primka v projektivni roviné obsahugje alespori tri ruzné body.

Véta 1.3.2 V projektivni roviné existuji alespon ¢tyri primky, z nichZ Zadné tri ne-

prochdzeji tymz bodem.

Veéta 1.3.3 V projektivni roviné ke kazZdym dvéma riznym primkdm p, q existuje bod
R, ktery nelezi na Zddné z nich.

Stejné jako v pripadé afinni roviny existuji konecné i nekoneéné projektivni roviny.
Nejmensi koneéna projektivni rovina obsahuje praveé sedm bodu. Déle se opét zaméiime
pouze na nekonecné projektivni roviny.

1.4 Vztahy mezi afinnimi a projektivnimi rovinami

E:E Mezi afinni a projektivni rovinou lze nalézt vzdjemny vztah, kdy kazdou afinni

rovinu muzeme rozsitit na rovinu projektivni a naopak z kazdé projektivni roviny
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vytvofit rovinu afinni. K tomu téelu definujeme nevlastni prvky! afinn{ roviny a

nasledné uvedeme véty, které tento vzajemny vztah popisuji.

Definice 1.4.1 Necht « je afinni rovina a p je libovolnd pifmka z této roviny. Svazek
rovnobeézek [ p | budeme nazyvat nevlastnim bodem piimky p. Znacime P, = [p].
Mnozinu vSech nevlastnich bodu roviny « budeme nazyvat mnevlastni primkou afinni
roviny « a oznacime ji n., . Ostatni body a ptimky nazyvame wvlastnimi.

Véta 1.4.1 Necht a = (B,P) je afinni rovina. Necht B je mnoZina obsahujici
viechny vlastni i nevlastnd body roviny a.. A necht P obsahuje nevlastni primku roviny
a a vsechny primky z mnoZiny P doplnéné o prislusné nevlastni body. Potom o =
(E, 5) je projektivni rovina, kterd se nazyvd projektivnim rozsirenim afinni roviny

Q.

Véta 1.4.2 Necht 7 = (B, P) je projektivni rovina a n C w je libovolnd pevné
zolend primka. Polozme B,, = B\{n}, P, = {p=p~{pnn},p € P,p # n}. Potom
T = (Enﬂ_)n) je afinni rovina, kterd byla vytvorena restrikci projektivni roviny .

Eukleidovska rovina je afinni rovinou, lze ji tedy také projektivné rozsifit. Dosta-
neme tzv. rozsirenou eukleidovskou rovinu Ey. Sméry v této roviné povazujeme za
nevlastni body a mnozinu v8ech nevlastni bodu za nevlastni piimku. Tim dostdvame

projektivni rovinu, ve které je navic pro vlastni prvky definovana metrika.

1.5 Délici pomér a dvojpomér

K zavedeni dalsiho pojmu, se kterym pracujeme v projektivni geometrii, musime mit
definovanu vzdalenost bodu. Budeme tedy pracovat v rozsitené eukleidovské rovineé.
Jelikoz jsme vSak kazdou primku eukleidovské roviny rozsitili o nevlastni bod, musime
rozsitit také mnozinu reélnych ¢éisel R o jeden prvek {oco} a definovat pro tento prvek
pocetn{ operace. Oznatme R = R U {o0}.

VaeR,a#0,00:a+00=00;Vae RN {0}:a-0c0=00,a:00=0,a:0=00

o oo 0

7oo? 07007 "

' Nedefinujeme: oo 4 0o
[ ]

INevlastni body a nevlastni pifmku zavedl francouzsky matematik Girard Desargues roku 1639.
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Definice 1.5.1 Vzdalenost bodu A, B ptimky p méfena od bodu A k bodu B
se nazyva orientovand vzddlenost a znacime ji |[AB|. Je-li A = B, pak |E| = 0.

—
Je-li pravé jeden z bodu A, B nevlastni, pak |1@| = |BA| = o0.

' Tato orientovand délka usecky je zfejmé cislo a toto ¢islo zvolime kladné nebo
e zaporné podle tohoto predpisu.

Je-li smysl od bodu A k bodu B kladny, je |1@| > 0.
Je-1i smysl od bodu A k bodu B zéporny, je |E| < 0.
Jestlize A = B, potom je |E| =0.

Ziejmeé plati |B| = —|§)1|

' Kazdou primku p muze bod A probihat ve dvou vzdjemné opacnych smyslech,
®  jeden z nich nazveme kladnym a druhy zapornym.

Podobné, jsou-li A, B, C tii libovolné body na pifmee, plati |AB|+|BC|+|CA| = 0.

Necht D je é¢tvrty bod na zvolené piimce a Vﬂésobime—li predchozi vztah vztah cislem
|AD| dostaneme |AB||AD| + |BC||AD| + |CA||AD| = 0. Za |AD)| dosadime |AD| =

]1@] + ]55] = \1@\ + \C?\, tak dostaneme

4B - (JAC| + |CD)) + |BE| - [AD| - [AC| - (JAB| + |BDY) = 0

odkud po tpravé vychazi |BC||AD| + |CA||BD| + |AB||CD)| = 0.

Definice 1.5.2 Nechf A, B jsou dva rizné vlastni body pifmky p a bod C je li-
bovolny bod téze piimky p. Je-li bod C' vlastni, potom ozna¢me Ao = \ﬁ| : \B?|
Je-li C bod nevlastni, je A\ = 1. Cislo A\¢ € R potom nazyvéme délici pomér bodu
C' vzhledem k bodum A, B. Znacime A\¢ = (ABC).

Mame-li na pfimce p pevné dany dva ruzné vlastni body A, B, pak kazdému

Z bodu C piimky p je jednoznaéné pritazena jedind hodnota délictho poméru A¢. A
obréacené kazdé hodnoté Ac € R je jednoznaéné piifazen pravé jeden bod C' tak,
ze A\c = (ABC). Pro A = C, resp. B = C, dostdvame A\¢c = 0, resp. A\c = oc.
Je-li bod C' stredem tsecky AB, pak A\¢ = —1.
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Orientovand vzdalenost ani délici pomér se pii sttedovém promitani nezachovavaji
a tudiz nejsou predmétem studia projektivni geometrie. Délici pomér se vsak zachovava

rovnobéznym promitanim a je tedy pojmem afinni geometrie.

Definice 1.5.3 Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi navzajem ruzné body pifmky p, piicem?z
body A, B jsou vlastni. Potom pomeér u = A¢ : Ap, kde A\¢c a A\p jsou délici poméry
bodu C, D vzhledem k bodum A, B, se nazyva dvojpomér bodu A, B, C', D v tomto
poradi a znaci se p = (ABCD).

Pro nevlastni bod C,, resp. D, dostavame uzitim definice orientované vzdalenosti

a definice délictho poméru nasledujici rovnosti.

.. [AD| _|BD

= (ABC..D) = (ABC..): (ABD) =1 533 (BAD)
= (ABCD.) = (ABC) : (ABD..) = :£‘| 1= :gg" — (ABC)

Nésledujici véta uvadi nékteré dalsi vlastnosti dvojpomeéru, které lze odvodit ptimo

z jeho definice, z definice déliciho poméru a vlastnosti orientované vzdalenosti.

Véta 1.5.1 Necht A, B, C, D jsou ctyri navzdjem rizné vlastni body primky p,
pak plati (ABCD) = (CDAB), (ABCD) = (BADC), (ABCD) = 1: (ABDC),
1—-(ABCD) = (ACBD).

Dukaz:
_ AC , AD| _ —|CA[  —|DA] _ |CA] CBl _
(ABCD) = \BC| |BD| —|CB| —|DB| |DA| |DB| (CDAB)
_|AC| |4D| _[|BCY _1. BD| _ [BD| . |BC| _
(ABCD) = BC| |BD|  ||AC|| |1AD| |AD| |AC| (BADE)
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(ABC) [(ABD)]™' . (ABD)
(ABCD) = 4Dy = [(ABC)} =1 gy ~ 1 ABDC)
| (uBcp) 1 1AC|  |AD| _ |BC|-|AD| - |AC).|BD| _ ~|AB|-|CD| _
BC| " |BD)| BC| - |AD) BC| - |AD)
AB| _|AD
Cﬁ Bl — (ACBD)

g

Tato véta plati pouze pro body vlastni, jelikoz v definici dvojpoméru vyzadujeme,
aby body A a B byly vlastni. Definici dvojpoméru vsak muzeme rozsitit i pro body

nevlastni a tim rozsitit i danou vétu pro body nevlastni.

Definice 1.5.4 Necht A, B, C, D jsou navzdjem ruzné body vlastni pifmky p.
Jestlize néktery z bodu A, B je nevlastni, pak dvojpomér téchto bodu definujeme

vztahem

(ABCD) = (CDAB).

Mame tedy definovan dvojpomér pro kazdou ¢tvefici navzajem ruznych bodiu lezicich
na vlastni primce. Pro kazdou takovouto ¢tverici bodu existuje maximélné Sest ruznych
hodnot dvojpoméru, kterych mohou nabyvat v zavislosti na jejich usporadani. Pricemz

dvojpomeér ¢ty ruznych bodu muze nabyvat vsech redlnych hodnot kromeé 0 a 1.

1.(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA) =

2. (ABDC) = (DCAB) = (BACD) = (CDBA) =

Tl =

3.(ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) =1 — p

4.(ADBC) = (BCAD) = (DACB) = (CBDA) = “T_l
5.(ACDB) = (DBAC) = (CABD) = (BDCA) = ﬁ
6.(ADCB) = (CBAD) = (DABC) = (BCDA) = ﬁ
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Definici dvojpoméru lze rozsitit, aby zahrnovala i piipad, kdy dva vlastni body z
Z danych ¢tyt bodu splynou. Jsou-li body A, B, C' tfi navzdjem ruzné vlastni body,
muzeme definovat (ABCD) = oo pro A = D, (ABCD) = 0pro B = D a
(ABCD) =1 pro C = D. Pro takto definovany dvojpomér a pro pevné zvolené
ruzné vlastni body A, B, C' ptimky p je kazdému bodu piimky p pritazena jedina
hodnota dvojpoméru p € R. A obracené ke kazdé hodnoté p € R lze sestrojit
jediny bod D piimky p takovy, ze u = (ABCD).

Podle znaménka dvojpoméru muzeme rozlisSovat vzajemnou polohu ¢tyt ruznych
bodu na piimce. Je-li hodnota dvojpoméru (ABCD) zaporné, iikdme, ze se dvojice
bodu A, B a C, D oddéluji. Je-li (ABCD) > 0, iikdme, Ze se neoddéluji?.

' V projektivni roviné je piimka uzaviena kiivka.
[ ]

1
)9
Sesti ruznych hodnot dvojpomeéru hodnoty pouze tti. Dvojpomér p = —1 ma zvlastni

V piipadé, kdy dvojpomeér nabyva nékteré z hodnot {—1, 5,2} dostdvdme misto

vyznam v teorii kuzelosecek, a proto si uvedeme nékteré jeho vlastnosti, které plynou
z vlastnosti dvojpoméru.

Definice 1.5.5 Je-li (ABCD) = —1 tikdme, ze body A, B, C, D tvoii harmonickou
¢tverici nebo ze body C', D jsou harmonicky sdruzeny s body A, B nebo ze bod D
je harmonicky sdruzen s bodem C' vzhledem k bodum A, B nebo ze bod D je c¢turty
harmonicky k bodum A, B, C.

Veéta 1.5.2 Jsou-li body C, D harmonicky sdruZeny vzhledem k bodum A, B, pak
jsou také body A, B harmonicky sdruZeny vzhledem k bodim C', D.

Veéta 1.5.3 Jsou-li body C', D harmonicky sdruzeny vzhledem k bodum A, B, pak
jsou také body D, C' harmonicky sdruZeny vzhledem k bodim A, B i k B, A.

Zatim nemame definovan dvojpomér pro ¢tvefici nevlastnich bodu. K tomu potiebu-

jeme nasledujici vétu, ktera navic tika, ze dvojpomeér je pojmem projektivni geometrie.

@ﬂ Délici pomér, dvojpomér, nevlastni bod, nevlastni pfimka, harmonické ctvetice.

UQDVOjiCG bodu A, B a C, D na piimce se oddéluji, jestlize mezi body A, B lezi pravé jeden z bodu
C,D.

19




1.6 Pappova véta a jeji dusledky

Nejdulezitéjsi vlastnost dvojpomeéru znal uz Pappos z Alexandrie.

Véta 1.6.1 (Pappova) Dvojpomér se stredovym promitanim neménd.

Uvedené véty vyuzivame ke konstrukei:

Konstrukce 1.6.1 Na primce p jsou dany tfi ruzné body A, B,C. Sestrojte bod D
tak, aby (ABCD) = u, kde p je dané redlné cislo.

Obr. 1.6.1

Postup (Obr.1.6.1): Bodem C' vedeme primku p/, (p’ # p). Polozime C' = C” a na
piimce p’ najdeme body A’, B’ tak, aby (A'B'C") = u, S = AA'NBB’. Prusecik piimky,
kterd je rovnobéznd s piimkou p’ a prochdzi bodem S, s piimkou p je hledany bod D.
Jestlize C' = " a nevlastni bod piimky p’ oznacime jako D/, pak podle Véty 1.5.1
plati (ABCD) = (A'B'C'D.,).

Cvicenti:
H Na piimce p jsou dany tfi ruzné body A, B, C'. Sestrojte bod D tak, aby (ABCD) =
-1

Pappova véta umoznuje zavést dvojpomeér ¢ty piimek prochazejicich jednim bodem.
Pomoci dvojpomeéru primek poté definujeme dvojpomeér ¢tyt nevlastnich bodu.
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Definice 1.6.1 Necht a, b, ¢, d jsou ¢tyfi navzdjem ruzné primky projektivni roviny,
které prochazeji bodem S. Dvojpomér piimek (abed) definujeme jako dvojpomeér
¢tyt bodu A, B, C, D, které jsou pruseciky libovolné vlastni ptimky p neprochazejici
bodem S s ptimkami a, b, ¢, d.

Definice 1.6.2 Je-li (abed) = —1 fikdme, ze piimky a, b, ¢, d tvoii harmonickou
Ctverici nebo ze ¢, d jsou harmonicky sdruZeny s piimkami a, b nebo ze piimka d
je harmonicky sdruZena s ptimkou c¢ vzhledem k piimkam a, b nebo ze pirimka d

je c¢turtd harmonickd k ptimkam a, b, c.

Definice 1.6.3 Necht A, B.., C.., D jsou &tyii navzajem rizné nevlastni body
projektivni roviny. Dvojpomér (A, B..C. D., ) téchto bodu definujeme jako dvoj-
pomeér piimek (abed), kde a = SA,, b = SB,., ¢ = SC.., d = SD,, a bod S je

libovolny vlastni bod projektivni roviny.

) V ¢em spociva vyznam Pappovy véty?

1.7 Princip duality

Pti podrobnéjsim studiu projektivni geometrie lze mezi urcitymi pary vét této teorie

nalézt vzédjemny vztah, tzv. princip duality?.

Nésledujici véta tento vztah popisuje.

Véta 1.7.1 7 kazdé véty V' plynouci v projektivni rovinné geometrii z axiomu P1,
P2, P3 dostaneme novou platnou vétu V*, tzv. dudlni vétu, zaménime-li pojmy bod
a primka, prochdzi bodem a leZi na primce, protneme a spojime, kolinedarni a prochd-
zejici jednim bodem.

Obsahuje-li n¢jakd véta projektivni geometrie pouze pojmy, ke kterym lze vytvorit
pojmy dualni, je mozné k této vété vyslovit vétu dualni, kterou jiz neni tieba dokazovat.
Piipadny dukaz by probihal duédlné k dikazu véty puvodni.

Platnost principu duality v projektivni rovinné geometrii lze zduvodnit volbou
axiomu této teorie. Aplikujeme-li princip duality na axiomy P1, P2 a P3, dostaneme
dudlni axiomy P1*, P2* a P3*.

3Princip duality objevil francouzsky matematik Jean-Victor Poncelet v roce 1822.

21



P1* Vp,geP,p#q, X eB: XepAX Eq
P2 VX, YeB X#Y,dpeP:X,Yep
P3* Existuji ¢tyti ptimky, z nichz zadné tii neprochazi tymz bodem.

Z téchto dudlnich axiomu lze vybudovat tutéz teorii projektivni rovinné geometrie,
ktera se bude lisit jen formalné. Konkrétné axiom P3 bude v této teorii vétou a naopak
axiom P3* je vétou v nasi teorii. Pfi porovnani obou systému axiomu je vidét, ze axiom
P1 je totozny s axiomem P2* a axiom P2 je totozny s axiomem P1*. Tato vlastnost
axiomu nam dovoluje zavést princip duality.

V afinni rovinné geometrii princip duality neplati, jelikoz k axiomu A1 neexistuje
axiom dudlni. V teorii afinni rovinné geometrie bychom museli nalézt vétu, kterda by
fikala, ze kazdé dvé piimky maji spoleény praveé jeden bod, coz je v rozporu v axiomem

A2. Déle také nelze dualizovat metrické pojmy afinni geometrie.

Z Kazda véta dokazatelna z jednoho systému axiomu je v dualnim znéni dokazatelna
z dudlniho systému axiom.

@ ﬂ Dualizujte véty, které plati pro projektivni roviny.
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1.8 Roviny desarguesovské, pappovské a fanovské

K axiomum z definice projektivni roviny je mozné pridat dalsi axiomy a definovat tak

projektivni roviny s ruznymi vlastnostmi.

P4 Jsou-li A, B,C € w, A', B',C" € 7 dvé trojice navzdjem ruznych bodu projektivni
roviny takové, ze O = AANBB'NCC’, pak body P = ABNA'B', Q = ACNA'C’
a R = BC N B'C’ jsou kolinearni (Obr. 1.8.1).

Definice 1.8.1 Projektivni rovina, pro kterou plati Desarguesuv axiom P4, se nazyva
desarguesovskad.

Obr. 1.8.1

V projektivni roviné je nutné tuto vlastnost zajistit axiomaticky. V projektivnim
prostoru ji vsak lze dokazat ze zékladnich axiomu, jelikoz k jejimu dikazu je tieba
vyuzit prostorovych vlastnosti, které v projektivni roviné nejsou k dispozici.

P5 Jsou-li p,p’ C 7 dvé navzdjem ruzné piimky projektivni roviny, A, B,C € p
a A", B, C" € p jsou navzdjem ruzné body a ruzné od pruseciku p N p’, pak body
P=AB'NA'B,Q=AC"NAC a R= BC'N B'C jsou kolinedrni (Obr. 1.8.2).

Obr. 1.8.2
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Definice 1.8.2 Projektivni rovina, pro kterou plati Pappuv axiom P5, se nazyva

pappovskd.

Mezi rovinami desarguesovskymi a pappovskymi existuje vzdjemny vztah. Kazda

[ B ]

rovina pappovska je také rovinou desarguesovskou. Existuji vSak roviny, které jsou
desarguesovské, ale nejsou pappovské. Pred vyslovenim dalsiho axiomu a axiomu
k nému dudlniho uvedeme definice dvou navzajem dualnich pojmu, kterych se
tyto axiomy tykaji a se kterymi budeme nadéle pracovat.

Definice 1.8.3 Mnozina {A, B,C, D} C m ¢tyt bodu projektivni roviny, z nichz
zadné tii nejsou kolinearni, se nazyva uplny c¢tyrroh. Body A, B, C, D se nazyvaji vr-
choly uplného c¢tyrrohu, primky spojujici vrcholy se nazyvaji strany iplného ctyrrohu.
Dvojice primek AB a CD, AC' a BD, AD a BC se nazyvaji protéjsi strany uplného
¢tyrrohu. Body E = ABNCD, FF = ACNBD a G = ADNBC se nazyvaji diagondlni
body tuplného ctyrrohu a tvori tzv. diagondlnd trojiuhelnik (Obr. 1.8.3).

Obr. 1.8.3

Definice 1.8.3* Mnozina {a,b,c,d} C 7 ctyf piimek projektivni roviny, z nichz
zadné tii neprochézeji tymz bodem, se nazyva uplny ctyrstran. Piimky a, b, c, d se
nazyvaji strany uplného ¢tyrstranu, pruseciky dvou stran se nazyvaji vrcholy ipiného
ctyrstranu. Body anNbacnNd,aNcabnNd, andabncsenazyvajl protejsi vrcholy
uplného ctyrstranu, ptimky e, f, g spojujici protéjsi vrcholy se nazyvaji diagondlni
primky a tvoii tzv. diagondlni trojihelnik (Obr. 1.8.4).

P6 Diagonalni body F, F, G zadného uplného ctyfrohu obsazeného v projektivni ro-
viné 7 nejsou kolinearni.
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P6* Diagondlni primky e, f, g zadného tplného ctyistranu obsazeného v projektivni

roviné m neprochazeji tymz bodem.

Definice 1.8.4 Projektivni rovina, kterd nespliuje Fanuv axiom P6, se nazyva fa-

novskd. V opacném piipadé se nazyva antifanovskd.

Obr. 1.8.4

K Desarguesovu a Pappovu axiom je také mozné vyslovit axiomy dudlni. Pricemz
spliuje-li projektivni rovina axiom Desarguesuv, resp. Pappuv, resp. Fanuv, pak v ni plati
i axiom dualni.

Jiz diive jsme ukazali, ze rozsitend eukleidovskd rovina je projektivni rovinou.
Zajima nas tedy, zda spliuje i néktery z pravé uvedenych axiomu. Lze dokazat, ze
rozsitend eukleidovska rovina je pappovska a antifanovska projektivni rovina. Spliuje
tedy vSechny uvedené axiomy.

@ ijlny ¢tytroh, Uplny ctytstran.

1.9 Harmonické vlastnosti iplného ¢tyrrohu a ¢tyr-

stranu

V projektivni geometrii ¢asto fesime ulohu, kdy ke trem prvkum, bodum ¢i

{:} piimkam, mame nalézt ¢tvrty harmonicky prvek. Existuje nékolik ruznych kon-
strukci, jak ¢tvrty harmonicky prvek sestrojit. Nékteré z téchto konstrukei jsou
zalozeny na metrice a jiné jsou c¢isté projektivni. Dfive nez ukazeme, jak danou
ulohu fesit projektivnimi prostfedky, uvedeme nékolik vlastnosti iplného ¢tyfrohu
a uplného ctytstranu, které pii feSeni vyuzijeme.
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Véta 1.9.1 Na kazZdé strané uplného ctyrrohu tvori dva wvrcholy, diagondlni bod

a prusecik jeho protéjsi diagondly se stranou harmonickou ¢tverici bodiu (Obr. 1.9.1).

Veéta 1.9.1* V kaZdém vrcholu uplného ctyrstranu tvori dvé strany, diagondlni primka

a spojnice jejiho protéjsiho diagondlniho bodu s vrcholem harmonickou ctverici primek

(Obr.1.9.2).

Obr. 1.9.1

Obr. 1.9.2

Veéta 1.9.2 Dvojice protilehlych stran upiného ctyrrohu deli harmonicky dvojici di-
agondl prochdzejicich prusecikem téchto stran.

Veéta 1.9.2* Dwvojice protéjsich vrcholu uplného ctyrstranu déli harmonicky dvojici
diagondlnich bodu leZicich na spojnici téchto vrcholi.
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Veéta 1.9.3 Na diagondle uplného ctyrrohu tvori harmonickou ctverict dva diagondlni
body a dva pruseciky této diagondly s dvojici protéjSich stran prochdzejicich tretim
diagonalnim bodem.

Véta 1.9.3" V diagondlnim bodé uplného ctyrstranu tvori harmonickou ctverici dvé
diagonalni primky a dvé spojnice tohoto diagondlniho bodu s protéjsimi vrcholy leZicimi
na treti diagondlni primce.

Téchto uvedenych vlastnosti 1ze vyuzit k ryze projektivni konstrukci ¢tvrtého har-
monického bodu.

Konstrukce 1.9.1 Jsou dany tfi kolinedarni vlastni body A, B, C. Sestrojte bod D
tak, aby (ABCD) = —1.

Obr. 1.9.3

Postup (Obr. 1.9.3): Bodem C' vedeme piimku ¢, bodem A piimky a, ' a bodem B
primky b, b’ tak, aby aNb € caa NV € c¢. Body anNd a a Nb uréuji primku d,
na které lez{ hledany bod D (véta 1.9.1). Nebot jsme tak sestrojili tiplny ¢tyiroh, ve
kterém jsou body A, B jeho vrcholy, bod C' je diagondlnim bodem na strané AB a bod
D je prusecikem diagondly se stranou AB.

Konstrukce 1.9.1* Jsou dany tii vlastni primky a, b, ¢, které prochéazeji bodem S.
Sestrojte piimku d tak, aby (abcd) = —1.
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Obr. 1.9.4

Postup (Obr. 1.9.4): Na pifmce a zvolime dva body A, A’ a na piimce ¢ zvolime bod
C. Piimky AC a A’C protnou piimku b v bodech B, B’. Hledana piimka d je urcena
bodem S a bodem D, kde D = AB'N A’B.

Konstrukce 1.9.2 Jsou dany tfi kolinearni vlastni body A, B, C. Sestrojte bod D
tak, aby (ABCD) = —1.

Postup (Obr. 1.9.5): Body A, B, C vedeme piimky a, b, c. Pfimka ¢ protne ptimky a, b v
bodech A’, B’. Bod D je prusecikem piimek pNd, kde pfimka d je uréena jako spojnice
bodu (aNb) a (AB' N A'B).

Obr. 1.9.5

Konstrukce 1.9.2* Jsou dany tri vlastni prtimky a, b, ¢, které prochézeji bodem S.
Sestrojte piimku d tak, aby (abcd) = —1.

Postup (Obr. 1.9.6): Na piimkach a, b, ¢ zvolime body A, B,C. Spojnice AC' protne
piimku b v bodé B’, spojnice BC protne piimku a v bodé A’. Piimka d prochazi
bodem S a prusecikem (AB'N A'B).
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Obr. 1.9.6

1.10 Perspektivni a projektivni zobrazeni

Jednim ze zakladnich utvaru v projektivni geometrii je svazek primek. K tomuto ttvaru

lze zavést pojem dudlni a studovat vzajemné vztahy téchto tutvart.

Definice 1.10.1 Mnozina vSech bodu dané ptimky p se nazyva primd rada bodovd.
Piimka p se nazyva nositelka Tady a fadu zna¢ime p (A, B,C,...) nebo [p|.

Definice 1.10.2 Bud [ p | piimd fada bodova, [ P | svazek piimek a predpokladejme,
7e stied svazku nelezi na nositelce fady. Zobrazeni ¢ : [ P ] — [p ], resp. ¢~ : [p] —
[ P | definované vztahem a — A = aNp, resp. A — a = AP, se nazyva perspektivnim

zobrazenim (perspektivitou) svazku [ P | na fadu [ p|. Znacime ¢ : [p | A[ P .

' V tomto pripadé piimou fadu bodovou nazyvame fezem tohoto svazku, a obracené

®  svazek primek nazyvame prumétem této rady.
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Obr. 1.10.1

Jelikoz méa piima fada bodova i svazek piimek stejné prvku a perspektivni zob-
razeni je prosté, je perspektivita bijekci. Nebudeme tedy rozlisSovat mezi perspek-
tivitou ¢ a ¢~!. Perspektivitu je mozné definovat i pro dvé fady bodové ¢ dva
svazky pfimek.

[ B ]

Definice 1.10.3 Necht [p], [ ¢] jsou dvé pifmé fady bodové, zobrazeni p: [p| —
[ ¢ | nazyvame perspektivitou tad [ p |, [ ¢ |, jestlize existuje takovy svazek [ O |, jehoz
stfed nelezi na zadné z danych tad, ze zobrazeni p je slozenim perspektivit svazku

[ O] po fadé na ptimé fady bodové [ p |, [ ¢ |. Stfed tohoto svazku nazveme stredem
o
perspektivity piimych fad bodovych [p ], [ ¢]. Znac¢ime p: [p] A [q].

Definice 1.10.3* Necht [ P ], [ P’ ] jsou dva svazky pifmek, zobrazeni p : [ P ] —
[ P’ ] nazyvéame perspektivitou svazku [ P |, [ P"], jestlize existuje pfima fada bodova
[ 0 | neprochdzejici stiedy danych svazku tak, Ze zobrazeni p je slozenim perspektivit

fady [ o] po tadé na svazky [ P |, [ P'|. Pifmou fadu bodovou [ o | nazveme osou

perspektivity svazka [ P ], [ P']. Zna¢ime p: [ P| A [ P'] (Obr. 1.10.2).
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Obr. 1.10.2

Z definice perspektivity plyne, ze dvé primé fady bodové jsou perspektivni, jestlize
jsou Tezem téhoz svazku. A dudlné, dva svazky primek jsou perspektivni, jestlize jsou
prumétem téze rady.

Definice 1.10.4 Prvek, ktery je v néjaké geometrické piibuznosti pfifazen sam sobeé,
se nazyva samodruzny. Ptibuznost, v niz je kazdy prvek samodruzny, se nazyva
identita.

Véta 1.10.1 V perspektivnosti dvou primijch Tad bodovych je prusecik jejich nositelek
samodruzny bod.

Veéta 1.10.1* V perspektivnosti dvou svazku primek je spojnice jejich stredu sa-
modruzna piimka.

O urcenosti perspektivity hovoii nasledujici navzdjem dualni véty.

Véta 1.10.2 Necht [p], [q] jsou dvé mizné primé rady bodové, necht jsou ddny
navzdjem rizné body Ay, As € [p], B1,By € [q], které jsou zdrover rizné od
pruseciku primek p, q. Pak existuje jedind perspektivita tady [p] na 7adu [q], v
niz Ay — By a Ay — Bs.
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Véta 1.10.2* Necht [P ], [Q] jsou dva ruzné svazky pifmek, necht jsou ddny
navzajem ruzné piimky a;,ay € [ P, by,be € [ Q ], které jsou ruzné od spojnice
bodu P, Q. Pak existuje jedind perspektivita svazku [ P | na svazek [Q ], v niz
a; — by a ag — ba.

Je-1li v perspektivité rad, resp. svazku, p = q, resp. P = @, pak je zfejmé dana per-

-

spektivita identitou. Obecné lze tedy tici, ze perspektivita, ktera neni identitou,
je urcena dvéma pary odpovidajicich si prvku. Déale je mozné ukéazat, ze per-
spektivni zobrazeni zachovava dvojpomér. Jelikoz slozeni dvou perspektivit neni

obecné perspektivitou, zavadime tzv. projektivni zobrazeni, které je obecnéjsi.

Definice 1.10.5 Necht p,p’ jsou dvé ne nutné riuzné piimky. Zobrazeni fady
p(A,B,C,...) natadu p' (A, B',C",...), které muze byt vyjadreno slozenim konec-
ného poctu perspektiv, se nazyva projektioni zobrazeni. Struéné projektivitou rad.

Znacisep(A,B,C,...)Ap (A, B,C" ...) (Obr. 1.10.3, 1.10.4).

Obr. 1.10.3

Z definice projektivniho zobrazeni plyne, ze zachovava dvojpomeér, a oproti perspek-
tivité navic plati, ze slozeni kone¢ného poctu projektivit dava opét projektivitu. Vétu
o urcenosti (tzv. Fundamentdlni teorém) vyslovime pouze pro projektivni zobrazeni

dvou tad, pro ostatni ptripady zni analogicky.
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V piipadé projektivniho zobrazeni muze nastat situace, kdy piimky p a p’ splynou,
viz Obr. 1.10.4:

Obr. 1.10.4

Véta 1.10.3 (Fundamentdlni teorém) Necht p, q jsou dvé primky projektioni ro-
viny. A, B,C' jsou tri navzdjem ruzné body primky p a A’, B',C" jsou tri navzdjem
ruzné body primky q, vSechny ruzné od pruseciku primek p a q. Pak ezistuje jedind
projektivita p : [p] — [ q], kterd zobrazi A — A', B— B a C — C".

V rozsitené eukleidovské roviné je fundamentalni teorém ekvivalentni Pappovu axi-

omu a projektivita je v ni tedy urcena tremi pary odpovidajicich si bodu.

Véta 1.10.4 Projektivnost dvou nesoumistnych primych rad bodovych lze vytvorit
sloZenim nejuyse dvou perspektiv.

Definice 1.10.6 Dvé piimé tady bodové [ p |, [ ¢ | nazveme soumistngmi, jestlize
pP=4q.
V opacném piipadé je nazyvame nesoumistnymi.

Definice 1.10.6* Dva svazky piimek [ P |, [ Q | nazveme soumistnymi, jestlize P =
Q.

V opacném pripadé je nazyvame nesoumistnymi.

Projektivity dvou soumistnych rad, resp. svazku, dale délime podle poctu samodruz-

nych prvki. Jestlize v projektivité soumistnych dtvarta existuji tfi ruzné samodruzné
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prvky, pak z fundamentalniho teorému vyplyva, ze je tato projektivita identitou. Sou-
mistnd projektivita, ktera neni identitou, muze tedy mit nejvyse dva ruzné samodruzné

prvky.

Véta 1.10.5 Kazdd neidentickd projektivnost dvou soumistnijch tad bodovijch (svazki
primek) md vidycky prdvé dva samodruiné body (primky), které jsou bud rediné
ruzné, nebo splyvajict, nebo imagindrné sdruzené (Obr. 1.10.5, 1.10.6).

Obr. 1.10.5

p=p

Obr. 1.10.6
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Definice 1.10.7 Projektivita dvou soumistnych utvaru se dvéma ruznymi samo-

druznymi prvky se nazyva hyperbolickd. S jednim samodruznym prvkem se nazyva

parabolickd. Projektivita bez samodruznych prvki se nazyva eliptickd®.

Pro hyperbolické projektivity lze dokazat néasledujici dualni véty, kterych vyuzivame
pii dopliovani téchto projektivit.

Véta 1.10.6 Necht X, Y jsou dva rizné samodruiné body soumistné projektivity
rad. Potom dvojpomér (XY AA") =k, kde A, A’ jsou libovolné body rizné od X,Y
odpovidagici si v této projektivité. Cislo k se nazjvd charakteristika projektivity Fad.

Véta 1.10.6* Necht x, y jsou dvé rizné samodruiné primky soumistné projektivity
svazku. Potom dvojpomer (zyaa’) =k, kde a, a’ jsou libovolné primky rizné od x,y

odpovidajici si v této projektivite. Cislo k se nazjvd charakteristika projektivity svazki.

Z definice projektivity je zfejmé, ze kazda perspektivita je soucasné projektivitou.
Pro nesoumistné projektivni utvary muzeme vyslovit kritérium, kdy je dand projektivita
perspektivitou.

Veéta 1.10.7 Dvé nesoumistné projektivni rady jsou perspektioni prave tehdy, kdyz
je jejich prisecik samodruzny bod.

Véta 1.10.7* Dva nesoumistné projektivni svazky jsou perspektivni pravé tehdy, kdyz

je spojnice jejich stredu samodruznd primka.

K doplnovéani nesoumistnych projektivit vyuzivame nasledujicich vlastnosti.

Veéta 1.10.8 Jsou-li dany dvé nesoumistné projektiond rady bodové, potom pruseciky
AB'NA'B, AC'NA'C a BC'"N B'C lezi na primce, tzv. direkéni ose danych tad.
Direkénd osa protind nositelky v bodech, které odpovidaji pruseciku obou nositelek

(Obr. 1.10.7).

4Pokud v projektivni geometrii pracujeme s komplexnimi prvky, dostdvame pro samodruzné prvky
tyto moznosti: dva ruzné redlné samodruzné prvky, jeden dvojnasobny reilny samodruzny prvek, dva
imaginarné sdruzené samodruzné prvky.
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Obr. 1.10.7

Veéta 1.10.8" Jsou-li ddny dva nesoumistné projektivni svazky primek, potom ndsledu-
gici primky (aNb') (@' Nb), (and)(a’Ne) a (bN) (' Ne) prochdazeji tymz bodem,
tzv. direkénim stredem danich svazku. Spojnice direkcniho stredu se stredy dangch
svazki jsou primky, které v dané projektivité odpovidaji spojnici stredu danych svazki

(Obr. 1.10.8).

Obr. 1.10.8

@9 Perspektivita, projektivita, soumistné projektivni rady bodové, soumistné projek-
tivni svazky ptrimek.

Konstrukce 1.10.1 Projektivita dvou nesoumistnych svazku [ P |,[ P'] je urCena
tfemi pary odpovidajicich si piimek a,b,c,a’,b', . K dané piimce d svazku [ P | se-
strojte odpovidajici piimku d' svazku | P’ |.
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Obr. 1.10.9
Ldnb=2,bNnd =3, 0VNc=4,dNnb =5.

Postup (Obr.1.10.9): Oznacime a N b’
Direkéni stied O projektivnich svazku [ P ], [ P’ ] sestrojime jako prusecik piimek 12 a

34. Pifmka O5 protina pitimku b v bodé 6, kterym prochazi hledana piimka d'.

Konstrukce 1.10.2 Projektivita dvou nesoumistnych svazku [ P | a [ P’ ] je urCena
tfemi pary odpovidajicich si piimek a, b, ¢, @', O/, ¢. K ptimce PP’ svazku [ P’ | sestrojte

odpovidajici pfimku p svazku [ P ].

N

e
e
/r'\

Obr. 1.10.10
Postup (Obr. 1.10.10): Podle véty 1.10.8* prochézi piimka p direkénim stredem pro-

jektivnich svazku [ P |, [ P'|. Direkéni stied sestrojime stejné jako v konstrukei 1.10.1

Hledan4a piimka p je tedy urc¢ena body P, O.
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Uloha 1.10.1 Jsou dany dvé primky nesoumistné projektivni fady bodové p, p/
urcené pary odpovidajicich si bodu AA’, BB',CC’. K danému bodu D € p se-
strojte D' € p’ a k danému bodu E’ € p’ sestrojte E € p.

Resend (Obr. 1.10.11): Na pifmce AA’ zvolime body O, O'. Z bodu O promitneme
body B,C a z bodu O’ promitneme body B’,C’. Oznac¢ime B” = OBNO'B’" a
C"=0CnOC, p"=B"C", AANp" = A”. K bodu D najdeme bod D’ tak, ze
urc¢ime bod D" jakozto prusecik spojnice OD s piimkou p” a bod D’ dostaneme
jako prusecik primky p’ se spojnici O'D”. Z Obr. 1.10.11 je déle patrnd i konstrukce
bodu E € p.

Obr. 1.10.11

Uloha 1.10.2 Doplnte dvé soumistné projektivni fady p = p/, je-li ddn jeden péar
odpovidajicich si bodu AA’" a dva samodruzné body X = X' Y =Y.

Reseni: Zvolime body O, O’ tak, aby jejich spojnice prochézela bodem Y. Z bodu
O promitneme bod A a z bodu O’ promitneme bod A’. Ozna¢ime A” = OANO'A’
ap” =A"X. K bodu B najdeme bod B’ tak, ze uré¢ime bod B” jakozto prusecik
spojnice OB s piimkou p” a bod B’ dostaneme jako prusecik piimky p se spojnici
O'B".
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1.11 Involuce

U soumistnych ttvaru lze studovat specialni druh projektivniho zobrazeni, které slozeno

samo se sebou dava identitu. Takovéto zobrazeni nazyvame involutornim (involuci).

Definice 1.11.1 Involutornim pdrem bodu (piimek) rozumime takovy par, pro
ktery plati, jestlize f : A — A’, pak (A= B') = (A’ = B). Tedy A <> B.

Véta 1.11.1 Jestlize v projektivnosti dvou soumistnych utvari existuje kromé sa-

modruznijch prvku alespon jeden involutorni pdr, potom jsou vSechny pdry involutorni
a dand projektivnost je involutornd.

Tato véta je kritérium, kdy je dand projektivita involuci.

' V involuci nerozliSujeme vzor a obraz.
[ ]

Veéta 1.11.2 Involuce je urcena dvéma pdry odpovidajicich si proka.

Prikladem involuce je stfedova soumérnost na piimce.

Déle je mozné ukézat, Ze kazd4 involuce mé bud dva rizné samodruzné prvky nebo
nema zadny samodruzny prvek.

' Pokud bereme v tuvahu involuci jako stredovou soumérnost na piimce, tak tato

® involuce nemd zadné realné samodruzné prvky. Stredu stfedové soumeérnosti v

involuci odpovida nevlastni bod dané primky.

Veéta 1.11.3 Involuce, jejiz samodruzné prvky jsou redlné, se nazyva hyperbolickad
1mwvoluce, involuce, jejiz samodruiné proky jsou imagindarné sdruzené, se nazyvd elip-
tickd.

Véta 1.11.4 Jestlize se pary odpovidajicich si prvku v dané involuci oddélugi, je dand
wvoluce eliptickda. Neoddeéluji-li se, je hyperbolickd.

U hyperbolické involuce muzeme hovorit o jeji charakteristice. Lze dokazat, ze libo-
volny par odpovidajicich si prvku oddéluje harmonicky dvojici samodruznych prvku.
Charakteristika hyperbolické involuce je tedy rovna —1.
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Véta 1.11.5 Projektivnost je involuci pravé tehdy, kdyz je jeji charakteristika rovna
—1.

Kazdé involuci ptimych fad bodovych lze jednoznacné priradit c¢iselnou hodnotu
tzv. mocnost involuce. Mocnost jiz neni, oproti charakteristice hyperbolické involuce,

pro vSechny involuce stejna.

Definice 1.11.2 Stredem involuce piimych fad bodovych se nazyvé takovy vlastni
bod ptimky, ktery odpovida nevlastnimu bodu.

' Pokud nevlastnimu bodu odpovida opét nevlastni bod, stied involuce neexistuje.
e K pojmu stied involuce neexistuje dudlni pojem. Pro urceni involuce staci zadat

stfed involuce a par odpovidajicih si bodu.

Véta 1.11.6 Soucin orientovanych vzddlenosti odpovidajicich si vlastnich bodu v

imwvoluct od stredu involuce je konstantni a nazyvd se mocnost involuce.

Jelikoz se odpovidajici si body hyperbolické involuce neoddéluji, je jeji mocnost
kladna. Pro eliptickou involuci naopak zaporna. K pojmu stied involuce neexistuje po-
jem dudlni a tedy u involuce svazku nezavadime jeji mocnost.

Sestrojeni stfedu involuce, samodruznych prvki a involutornich péaru je mozné
provadeét cisté projektivné s vyuzitim vlastnosti projektivnich utvaru. Pti konstrukcich

v rozsitené eukleidovské roviné lze také vyuzit vlastnosti mocnosti involuce tad.

Konstrukce 1.11.1 Involuce je ddna dvéma pary odpovidajicich si bodu A — A,
B — B'. Urcete stied S této involuce.

Obr. 1.11.1
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Obr. 1.11.2

Postup (Obr. 1.11.1, 1.11.2): Body A, B, resp. A’, B’, vedeme navzdjem rovnobézné
piimky a, b, resp. a’, b'. Oznacime pruseciky a N = 1, ' N b = 2. Piimka 12 protina

nositelku projektivnich fad v hledaném stfedu involuce S.°

Konstrukce 1.11.2 Hyperbolicka involuce je dana sttedem S a parem odpovidajicich
si bodu A — A’. Urcete jeji samodruzné body X, Y.

Obr. 1.11.3

Postup (Obr. 1.11.3): Pro mocnost involuce plati |SA|-|SA'| = |SX|? = |SY|%. Pomoci
Eukleidovy véty o odvésné tedy uréime velikost tsecky SX, |SX| = |SM|. Hledané

samodruzné body X, Y lezi na kruznici se sttedem ve stiedu involuce S a polomérem
délky |SM].

Dopliiovani involuce svazku lze fesit prevedenim na konstrukce v involuci primych
fad bodovych. Dale Ize k dopliovani involuce svazku ¢i fad vyuzit poznatku z teorie
projektivni geometrie kuzelosecek. Tyto konstrukce uvedeme v néasledujici kapitole. Pro
involuci svazku vsSak vyslovime vétu, ktera ndam v projektivni geometrii kuzelosecek

dovoli zavést pojem os kuzelosecky.

Definice 1.11.3 Involuce svazku, ve které jsou vsechny odpovidajici si pifimky na-
vzajem kolmé, se nazyva pravouhld involuce.

Zdtvodnén{ konstrukce lze nalézt napiiklad v uéebnici [1], kde je uvedena i konstrukce pomocf
chordal.
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Veéta 1.11.7 V involuci svazki, kterd neni pravouhld ani identickd, existuje prdvé

jeden pravouhly pdr odpovidajicich si primek.
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Kapitola 2

Projektivni geometrie kuzelosecek

V této kapitole budeme predpoklddat, ze projektivni rovina 7 je pappovskda a antifa-
novska projektivni rovina. Pii feseni tiloh budeme navic pozadovat, aby tato projektivni

rovina byla rozsitend eukleidovska rovina.

2.1 Definice a zakladni vlastnosti kuzelosecek

Definice 2.1.1 Necht jsou v projektivni roviné 7 ddny dva nesoumistné projek-
tivni svazky A (x,y,z,...), B(2',y,2,...). Mnozina vsech pruse¢iku odpovidajicich

si piimek v projektivité ¢ se nazyva kuzelosecka v roviné w. Znacime K (A, B, p).

Dva nesoumistné projektivni svazky lze urcit pomoci tii paru odpovidajicich si
pifmek, tedy péti riznymi body!, z nichZ zadné ¢tyti nelezi na téze pifmce. Miuzeme se
vsak ptat obecnéji, zda ke kazdé pétici bodu existuje projektivita nesoumistnych svazku
(kuzelosecka), kterd tyto body obsahuje jako pruseciky odpovidajicich si piimek.

Véta 2.1.1 Necht Ay, A, As, Ay, As je pét riznych bodii projektivni roviny 7, potom
existuje takovd kuzelosecka K (A, B, p), Ze { A1, Ag, Az, Ay, As} C K (A, B, ).

Diikaz: Budeme se snazit nalézt projektivitu svazku, ktera bude ur¢ena pomoci danych
bodu. Podle polohy bodu rozdélime dukaz na ¢tyti casti.

(1) Necht body Ay, Ay, Az, Ay, As lezi na pifmee p. Zvolime libovolné body P, P’ nelezic{
na piimece p a z téchto bodu promitneme primkami danou pétici bodu. Dostaneme

'Dva stiedy svazkl a tii priseéiky odpovidajicich si pifmek.
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tak dva projektivni svazky piimek [ P |, [ P’ |, které jsou navic perspektivni. Spoj-
nice bodu P, P’ je tedy samodruzna piimka této perspektivity. Kuzelosecka obsa-

hujici body Ai, Ag, Az, Ag, A5 je potom tvofena piimkami p a PP’

(2) Necht Ay, Ay, A3, Ay € p a A5 & p. Zvolime libovolny bod P nelezici na pifmce p
a ruzny od bodu As. Podobné jako v pripadé (1) dostaneme dva perspektivni
svazky [ As |, [ P |. Kuzelosecka obsahujici body Ay, Ag, As, A4, As je tedy tvorena
piimkami p a PAs.

(3) Necht Aj, Ay, A3 € pa Ay, A5 ¢ p. Z bodu Ay, A5 promitneme piimkami zbylé body
Ay, Az, A3 a dostaneme opét dva perspektivni svazky [ Ay ], [ As |. Kuzelosecka
je tedy tvorena piimkami p, A4As.

4) Necht zadné tii body nelezi na pifmce. Z bodi A4, A5 promitneme piimkami
y p p p
body Aq, Ay, A3. Dostaneme dva nesoumistné projektivni svazky ptimek urcujici
kuzelosecku, ktera obsahuje body Ay, As, Az, Ay, As.

U

Kazdymi péti ruznymi body tedy prochazi kuzelosecka, kterd vsak obecné nemusi

[ B ]

byt jedind. Je-li napiiklad téchto pét bodu kolinearnich, pak existuje nekonecéné
mnoho takovych kuzelosecek. K tomu, abychom mohli hovofit o jednoznacné

urcenosti kuzelosecky péti body, je tfeba se omezit na jisty typ kuzelosecek.

Definice 2.1.2 Kuzelosecka KC (A, B, ¢) v projektivni roviné m se nazyva singuldrni,
existuje-li piimka p takova, ze [p | C K (A, B, ). V opaéném piipadé se kuzelosecka
nazyva requldrni.

V castech (1),(2) a (3) dukazu véty 2.1.1 je kuzelosecka prochézejici danymi body
vzdy singuldrni. Nésledujici véta popisuje dulezité vlastnosti kuzelosecky z ¢ésti (4).

Véta 2.1.2 Necht Ay, Ay, As, Ay, As je pét riznijch bodii projektivni roviny 7, z nich?
Zadné tri nelezi na téZe primce. Pak existuje pravé jedna kuZelosecka, kterd tyto body
obsahugje. Tato kuzelosecka je vidy regquldarnyi.

Na rozdil od singularnich kuzelosecek jsou tedy regularni kuzelosecky urceny jed-
nozna¢né péti svymi libovolnymi rtznymi body. Zadna singuldrni kuzelosecka tedy
neobsahuje pét po tfech nekolinearnich bodu. A naopak zadna regularni kuzelosecka
neobsahuje tii kolinedrni body. Z dukazu véty 2.1.1 lze snadno odvodit néasledujici véty.
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Veéta 2.1.3 Jsou-li P (a,b,c,...), P (d,V,c,...) dva nesoumistné projektioni svazky
primek, pak pruseciky A =anNad,B=bNb,C =cNd,... odpovidajicich si primek
jsou body nejaké kuzZelosecky. Jsou-li svazky perspektivni, je kuZelosecka singuldrni, v

opacném pripadé je requldrni.

Véta 2.1.4 Body requldarni kuZelosecky se promitaji z libovolngch dvou svijch bodu

P, P' projektivnimi svazky. Jejich direkénim stiedem prochdzeji tecny? dané kuzelosecky

sestrojené v bodech P, P’.

Dikaz: Dokazeme pouze druhou ¢ast této véty, protoze prvni ¢ast je ziejma. Kazda
piimka svazku | P | obsahuje nejvyse dva body kuzelosecky, stired P svazku a prusecik
s odpovidajici piimkou. Protoze na piimce svazku [ P |, kterd odpovidé spojnici stiedu
P, P', je timto prusecikem bod P, je tento bod P dvojndsobnym bodem a dané piimka
tedy tecnou kuzelosecky.

t

P1i uréovéani projektivity svazku lze vzit za jeden (¢i dva) odpovidajici si par piimek
takovy par, ve kterém si odpovidd spojnice sttedu svazku a piimka prochazejici di-

rekénim stredem. Dostavame tak dalsi zpusoby urceni regularni kuzelosecky.

Véta 2.1.5 KuZelosecka je urcena tecnou s bodem dotyku a dalsimi tremsi body.

Veéta 2.1.6 KuzZelosecka je urcena dvéma tecnami s body dotyku a dalsim bodem.

Princip duality zarucuje platnost néasledujicich vét. Véta 2.1.3* popisuje dudlni
zpusob, jak Ize kuzelosecky zavést.

Véta 2.1.2* Necht a1, as, as, as, as je pét rizniyjch primek projektivng roviny w, z nich?
zZadné tri neprochazeji tymz bodem. Pak existuje prdvé jedna kuZelosecka, kterd se jich
dotykd. Tato kuzelosecka je vZdy regqularni.

Véta 2.1.3* Jsou-lip (A, B,C,...),p (A", B, C",...) dvé nesoumistné projektivni rady
bodové, pak spojnice a = AA",b = BB',c = CC’,... odpovidajicich si bodu jsou tecny
néjaké kuzelosecky. Jsou-li rady perspektivni, je kuZelosecka singuldrni. V opacném

pripadé je requldrni.

2Teénou nazyvéame pifmku, kterd ma s kuzeloseckou pravé jeden spoleény bod.
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Véta 2.1.4* Tecny kuZelosecky protinaji dvé jeji libovolné tecny p,p’ v projektivnich
raddach bodovych. Jejich direkéni osa proting kuZelosecku v bodech, v michz se ji
dotykaji tecny p,p'.

Véta 2.1.5* KuZelosecka je urcena tecnou s bodem dotyku a dalsimi tremu te¢nami.

Véta 2.1.6" KuzZelosecka je urcena dvéma tecnami s body dotyku a dalsi tecnou.

Z veéty 2.1.4 a vlastnosti projektivnich svazku primek plyne nasledujici véta, diky
které je mozné zavést dvojpomeér ¢tyi bodu na kuzelosecce a poté také dvojpomeér ¢tyt
tecen kuzelosecky.

Véta 2.1.7 Ctyri dané body kuZelosecky se promitaji ze vsech jejich bodii ctvericemi
primek konstantniho dvojpoméru. MnoZina vSech bodu, z nichz se dand ctverice bod
promitd ctvericemi primek konstantniho dvojpoméru, je kuzZelosecka, kterd témito
body prochdzi. Primka, kterd z bodu kuZelosecky promitd tentyz bod, je tecna ku-

Zelosecky v tomto bode.

Véta 2.1.7*Ctyri dané tecny kuzelosecky vytinajl na viech jejich teéndch ctverici
bodu konstantniho dvojpoméru. VSechny primky, které dané ctyri primky protinaji
ve ctverici bodu konstantniho dvojpoméru, jsou tecny kuzZelosecky, kterd se téchto
primek dotykd. Prusecik tecny kuzelosecky s touz jeji tecnou je jejim bodem dotyku.

Definice 2.1.3 Dvojpomérem ctyt bodu A, B,C, D kuzelosecky rozumime dvoj-

pomeér (abed) primek, jimiz se tyto body promitaji z libovolného bodu této kuzelosecky.

Definice 2.1.3* Dvojpomérem Ctyf tecen a, b, ¢, d kuzelosecky rozumime dvojpomeér

(ABCD) ctyt bodu, které tyto teény vytinaji na libovolné tecné této kuzelosecky.

Mame-li dany tii ruzné body kuzelosecky, pak kazdému dalsimu bodu kuzelosecky
je pritazen prave jeden dvojpomér a naopak kazdému dvojpomeéru ruznému od 0 a 1
prave jeden bod ruzny od trech danych bodu.

Definice 2.1.4 Kwvadratickd soustava bodu je mnozina vSech bodu kuzelosecky. Ku-
zelosecka se nazyva nositelka soustavy. Znacime K (A, B,C,...).
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Definice 2.1.4* Kvadratickd soustava primek je mnozina vSech tecen kuzelosecky.
Znacime K (a,b,c,...).

Definice dvojpoméru ctyr bodu, resp. tecen, kuzelosecky nam dovoluje zavést pro-
jektivnost dvou kvadratickych soustav bodu, resp. piimek.

Definice 2.1.5 Necht se kvadratickd soustava bodu K (A, B, C, . ..),

resp. K' (A", B',C’,...), promitd z libovolného bodu X kuzelosecky K, resp. X’ kuze-
losecky K', svazkem pifmek [ X |, resp. [ X' ]. Jsou-li svazky [ X ] a [ X' | navzdjem
projektivni, nazyvaji se kvadratické soustavy K (A, B,C,...)a K' (A", B',C’,...) také
projektivoni.

Definice 2.1.5* Necht kvadratickd soustava primek K (a,b,c,...),

resp. K' (a/, b, ...), vytind na libovolné teéné x kuzelosecky I, resp. ' kuzelosecky
K’, tadu bodovou |z |, resp. [ 2’ |. Jsou-li pfimé tady bodové [ x ] a [ 2’ ] navzdjem
projektivni, nazyvaji se kvadratické soustavy K (a,b,c,...) a K'(d/,b',c,...) také
projektivni.

Stejné jako u piimych fad bodovych rozlisSujeme soumistné a nesoumistné kvadra-
tické soustavy. Dale budeme hovorit pouze o soumistnych kvadratickych soustavach.
Projektivnost kvadratickych soustav je, stejné jako projektivnost linearnich tdtvaru,
urcena tfemi pary odpovidajicich si prvku. Analogicky jako u projektivnosti linedrnich

utvaru lze také zavést direkéni osu a direkéni stied projektivnich kvadratickych soustav.

Véta 2.1.8 Jsou-li K (A, B,C,...),K(A,B,C",...) dvé ruzné projektivni kvadra-
tické soustavy bodu na téze kuzZelosecce K, pak pruseciky AB' N A'B, AC' N A'C
a BC' N B'C lezi na téze primce o, tzv. direkéni ose obou dangch soustav, kterd
protind kuzelosecku K v samodruznych bodech obou soustav. Pritom spojnice dvou

splyvagicich bodu kuzelosecky K je zastoupena jeji tecnou v tomto bodé.

Véta 2.1.8° Jsou-li K (a,b,c,...), K (a,V,c,...) dvé rizné projektivni kvadratické
soustavy tecen téze kuzelosecky K, pak primky (aNb') (a'Nb), (aNd)(a'Ne) a
(bNd) (b Ne) prochdzeji tymz bodem O, tzv. direkénim stredem, obou daniych sou-
stav. Tecény kuzelosecky IC jdouci bodem O jsou samodruzné primky obou soustav.
Pritom prusecik dvou splyvajicich tecen kuZelosecky IC je zastoupen bodem dotyku.

Pomoci véty 2.1.8 sestrojujeme samodruzné body projektivnich kvadratickych sou-
stav i projektivnich fad bodovych.

47




Konstrukce 2.1.1 Projektivita soumistnych fad bodovych je dana tfemi pary od-
povidajicich si boda A — A’, B — B’, C — (’. Sestrojte jeji samodruzné body X,Y.

P

Al A B B\ c\ Y

Obr. 2.1.1

Postup (Obr. 2.1.1): Z libovolného bodu P ¢ p libovolné kruznice k£ promitneme body
A,B,C a A, B',C" projektivnimi svazky piimek. Tyto svazky vytinaji na kruznici pro-
jektivni kvadratické soustavy bodu k (o, 5,7,...),k(/, 5,7/, ...). Sestrojime direkéni
osu o této projektivity, ktera protina kuzelosecku v samodruznych bodech y, . Tyto
body urcuji spolu s bodem P samodruzné piimky projektivity svazku, které protinaji
primku p v hledanych samodruznych bodech X, Y.

Misto kruznice lze v této konstrukci pouzit libovolnou jinou regularni kuzelosecku.
Vzhledem k néaro¢nosti konstrukce téchto kuzelosecek vsak volime praveé kruznici, tzv.

Steinerovu.?

V nésledujicich dlohach ukézeme, jak nalézt dalsi bod a tecnu regularni kuzelosecky;,
mame-li tuto kuzelosecku uréenu nékterym z uvedenych zpusobt. Ve zbytku této kapi-
toly jiz budeme studovat pouze vlastnosti regularnich kuzelosecek. Déle tedy kuzelosec-
kou myslime reguldrni kuzelosecku. Reseni viech tloh uvedenych v této kapitole bude

vychazet piimo z definic a vét zde uvedenych.

Uloha 2.1.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte
jeji dalsi bod.

Reseni (Obr. 2.1.2): Z bodi D, E promitneme pifmkami a,b,c a o,V ¢ body
A, B,C. Tim dostdavame dva nesoumistné projektivni svazky [ D |,[ £ |. Uréime
direkéni stted O téchto projektivnich svazku a zvolime ptimku f, prochazejici bo-
dem D a neprochdazejici direkénim sttedem O. K piimce f svazku [ D | ur¢ime od-

3Pojmenovand podle §vycarského matematika Jakoba Steinera (1796-1863).
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povidajici piimku f’ svazku [ E | (konstrukce 1.10.1). Hledany bod F' je prusec¢ikem
odpovidajicich si piimek f, f’.

Obr. 2.1.2

Uloha 2.1.2 Kuzelosetka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. V jednom

z danych bodu sestrojte tecnu.

Obr. 2.1.3

Reseni (Obr. 2.1.3): Z danych bodét D, E promitneme body A, B,C projek-
tivnimi svazky D (a,b,c,...), E(a’,V,c,...). Urtime direkéni stied O téchto pro-
jektivnich svazku a piimku d svazku [ D | odpovidajici spojnici d' stfedu svazku
[D],[ E]. Pifmka d prochdzi direkénim stiedem O a je tectnou kuzelosecky v
bodé D (véta 2.1.4).

49



Uloha 2.1.3 Kuzelosecka je dana ¢tyrmi vlastnimi body A, B, C, D a tec¢nou ¢ v
bodé C'. Sestrojte dalsi bod a tecnu kuzelosecky.

Resent (Obr. 2.1.4): Z bodu C' promitneme pifmkami a, b body A, B a z bodu D
promitneme piimkami a’, b, ¢ body A, B,C. Tyto piimky urcuji spolu s teénou
¢ projektivitu svazku [ C'],[ D |. Urc¢ime direkéni stied O téchto projektivnich
svazku, ktery lezi na tecné c. K urceni dalstho bodu kuzelosecky zvolime primku
e svazku [ C' | ruznou od piimek a, b, ¢, ¢ a sestrojime k ni odpovidajici piimku ¢’
svazku | D ]. Prusecik E téchto piimek je bodem kuzelosecky. Teénu d' v bodé D
sestrojime jako piimku odpovidajici v projektivité piimce d = C'D. Tetna d' je
tedy urcena body D, O.

Obr. 2.1.4

Uloha 2.1.4 Kuzelosetka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C a tecnami b, ¢’ v
bodech B, C. Sestrojte jeji dalsi bod.
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Obr. 2.1.5

Reseni (Obr. 2.1.5): Z bodu B promitneme pifmkami a, ¢ body A, C a z bodu C
promitneme piimkami a’, b’ body A, B. Piimky a,a’, b, = ¢, ¢ urcuji projektivitu
svazku o stiedech B, C. Prusecik O piimek b, ¢ je direkénim stfedem této projek-
tivity. Dalsi bod kuzelosecky sestrojime jako prusecik odpovidajicich si primek v
této projektivite.

Uloha 2.1.5 Kuzelosetka je dana dvéma vlastnimi tecnami a, b s vlastnimi body

dotyku A, B a nevlastni tecnou c,,. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Resend (Obr. 2.1.6): Oznacime C, =aNec,, C, =bNec,,. Body A, B,C..,C",
urcuji projektivitu piimych fad bodovych [a],[b], kde body A, B odpovidaji
pruseciku primek a,b. Direkéni osa o projektivity fad prochazi body A, B. Na
piimce a zvolime bod D ruzny od bodu A,aNb, C,, a pomoci direkéni osy uréime

jemu odpovidajici bod D’ lezici na piimce b. Body D, D’ urcuji hledanou tecnu d.

Obr. 2.1.6

Uloha 2.1.6 Kuzelosetka je urcena Ctyfmi vlastnimi te¢nami a,b, c,d a bodem
dotyku A na tecné a. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

o1



Obr. 2.1.7

Reseni (Obr. 2.1.7): Oznaéime C' = aNe¢,C' = bNe,D =and,D = bnNd.
Body A, C,C’, D, D’ urcuji projektivitu fad [a],[b], ve které bod A odpovida
prusec¢iku piimek a, b. Direkéni osa o je uréena body A a1l =CD'NC’D a protina
piimku b v bodé B’, ktery je hledanym bodem dotyku.

Uloha 2.1.7 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi tecnami a,b,c,d, e. Sestrojte
dalsi tecnu a néktery bod dotyku.

Reseni (Obr. 2.1.8): Oznaéime A = anNd, A =ane,B=bNd,B =bne,C =
cNd, C" = cne. Body A, B,C, A’, B', C" urcuji projektivitu primych fada bodovych
[d],|e]. Sestrojime direkéni osu o této projektivity na piimkach e, d. Direkéni
osa o protina tecny d, e v bodech D, E, které jsou body dotyku dané kuzelosecky
(véta 2.1.8). Dalsi te¢nu kuzelosecky uréime jako spojnici odpovidajicich si bodu
projektivnich fad [ d |, [ e |. Na piimce d zvolime bod F ruzny od bodu A, B, C, D
a pomoci direkéni osy uréime jemu odpovidajici bod F’ tady [ e ]. Hledand tecna
f je urcena body F, F’.

Obr. 2.1.8

Uloha 2.1.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte

pruseciky kuzelosecky s danou primkou p.

Reseni (Obr. 2.1.9): Z bodli A, B promitneme na pifmku p body C, D, E. Na
primce p tak dostaneme projektivitu soumistnych tad, ve které C" — C”, D' —
D", E' — E”. Hledané pruseciky X,Y piimky p s kuzeloseckou jsou samodruzné
body této projektivity. Tyto body sestrojime pomoci Steinerovy kruznice (kon-
strukce 2.1.1). Na libovolné kruznici k zvolime libovolny bod S, ktery nelezi na
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piimce p, a z tohoto bodu promitneme body C’, D', E" a C”, D", E" projektivnimi
svazky primek. Tyto svazky vytinaji na kruznici k£ projektivni kvadratické sou-
stavy bodu k (v/,d,¢',...), k(v",8",€",...). Sestrojime direkéni osu o této pro-
jektivity, ktera protind kruznici £ v samodruznych bodech &, v. Tyto body urcuji
spolu s bodem S samodruzné primky projektivity svazku, které protinaji primku
p v hledanych samodruznych bodech X, Y, tedy hledanych prusecicich piimky p
s kuzeloseckou.
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Obr. 2.1.9

Uloha 2.1.9 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte

pruseciky s nevlastni primkou.
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Obr. 2.1.10

Resend (Obr. 2.1.10): Z bodit D, E promitneme na nevlastni pifmku body A, B, C.
Na nevlastni ptimce tak dostaneme projektivitu soumistnych rad, ve které A’ —
A B — B”, C'. — C”. Hledané pruseciky U., V. nevlastni piimky s
kuzeloseckou jsou samodruzné body této projektivity. Tyto body sestrojime po-

moci Steinerovy kruznice.

Uloha 2.1.10 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi tecnami a, b, c, d, e. Sestrojte

tecny kuzelosecky z daného bodu P, ktery nelezi na zadné z danych tecen.

Obr. 2.1.11

Reseni (Obr. 2.1.11): Oznaéime A = aNd,A' = ane,B = bNd,B = bn
e,C=cnNd,C"=cnNe.Body A, A’, B, B',C, C" urcuji projektivitu pfimych rada
bodovych [d],[e]. Z bodu P promitneme projektivni fady bodové [d],[e] a
dostaneme tak projektivitu soumistnych svazku o stredu P. Samodruzné primky
f, g této projektivity jsou hledané tecny kuzelosecky. Tecny f, g sestrojime pomoci

Steinerovy kruznice.

2.2 Pascalova véta

Jelikoz pét bodu urcuje kuzelosecku, je Sest bodu této kuzelosecky vazano jistou pod-
minkou. V predchozi ¢asti jsme ukazali, jak sestrojit dalsi bod kuzelosecky urcené péti

body pomoci projektivnich svazki. Nyni vyslovime vétu, tzv. Pascalovu vétu?, kterd

4Pojmenovand podle francouzského matematika Blaise Pascala (1623-1662), ktery ji v roce 1640
objevil.

o4



uvadi dalsi vztah Sesti bodu na kuzelosecce a diky které bude konstrukce dalsi bodu

kuzelosecky jednodussi.

Definice 2.2.1 Uspordadand mnozina {1, 2, 3,4, 5,6} Sesti bodu lezicich na kuzelosecce
IC se nazyva sestihelnik kuzZeloseéce vepsany. Body 1,2,3,4,5,6 nazyvame wvrcholy
Sestithelniku, primky 12,23, 34,45, 56, 61 nazyvame strany Sestiihelniku, dvojici vr-
cholu lezici na téze strané nazyvame sousedni vrcholy, dvojice stran 12,45; 23, 56;

34,61 nazyvame protejsi strany Sestithelniku.

Véta 2.2.1 (Pascalova) Pruseciky protéjsich stran Sestiihelniku kuzelosecce K ve-
psaného lezi ma jedné primce, tzv. Pascalové primce a obrdcené, lezi-li pruseciky
protéjsich stran sestiihelniku na jedné primce, pak je tento sestiihelnik vepsan jisté

kuzelosecce.

Dukaz:

(1) Dokéazeme, ze pruseciky protéjsich stran Sestithelniku kuzelosecce vepsaného lezi
na jedné primce. Necht (1,2, 3,4,5,6) je dany Sestithelnik. Oznacéime-li 1=A,2=
C'3=DB,4=A"5=C,6 =D, pak tyto body urcuji projektivnost kvadra-
tickych soustav bodu K (4, B,C,...),K (A, B’,C",...). Body AB'N A'B, AC' N
A'C, BC" N B'C, které jsou zaroven pruseciky protéjsich stran Sestithelniku, lezi

na jedné primce, direkéni ose.

(2) Dokdzeme druhou ¢ést véty. Necht je ddn Sestitihelnik s vrcholy 1,2,3,4,5,6, pro
které plati, ze body X = 12N45, Y = 23N 56, Z = 34 N 61 lezi na piimce
p. Body 1,2, 3,4,5 urcuji kuzelosecku a dokazeme, ze bod 6 na této kuzelosecce
také lezi. Piimka 16 protind tuto kuzelosecku v bodech 1 a 6. K Sestitthelniku
(1,2,3,4,5,6) muzeme sestrojit Pascalovu piimku, kterd je totoznd s piimkou p
a tedy 6 = 6.

g

V pripadé, ze dva sousedni vrcholy Sestitthelniku kuzeloseé¢ce vepsaného splynou,
nahrazujeme jejich spojnici te¢nou kuzelosecky v tomto bodé. Pro pripad, kdy Sest
vrcholu splyne (po dvou) do tiech vrcholu, dostavame specidlni piipad Pascalovy véty
pro trojuhelnik kuzelosecce vepsany.

Véta 2.2.2 Pruseciky stran trojiuhelniku kuZeloseéce vepsaného s jejimi teénami se-

strojenymai v protéjsich vrcholech lezi na jedné primce.
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Uloha 2.2.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte
dalsi bod kuzelosecky.

Reseni(Obr. 2.2.1): Oznaéime A = 1,B = 2,C = 3,D = 4, E = 5 a sestrojime
libovolnou piimku f prochézejici bodem E a neprochéazejici body A, B, C, D. Se-
strojime Pascalovu pifmku p Sestithelniku (1,2,3,4,5,6), pro ktery je spojnice
vrcholt 5 a 6 dana piimkou f. Piimka p je uréena body a = 12N45a = 23N f.
Hledany bod F' = 6 ur¢ime jako prusecik piimky f s primkou v1, kde v = 34N p.

Obr. 2.2.1

Uloha 2.2.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte
tecnu kuzelosecky v nékterém z danych bodu.

Reseni(Obr. 2.2.2): Oznaéime A = 1,B = 2,C = 3,D = 4F =5 =6 a
sestrojime Pascalovu piimku p Sestithelniku (1,2, 3,4,5,6). Jelikoz jsme zvolili
E =5 =6, je spojnice vrcholu 5 a 6 nahrazena tecnou e kuzelosecky v bodé E.
Tato hledana tec¢na je uréena bodem E a bodem g = 23N p.

Obr. 2.2.2
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Uloha 2.2.3 Kuzelosecka je dana ¢tyrmi vlastnimi body A, B,C, D a te¢nou d
v bodé D. Sestrojte dalsi tec¢nu kuzelosecky.

Reseni(Obr. 2.2.3): Oznaéime A =1,B =2,C =3 =4,D = 5 = 6 a sestrojime
Pascalovu pifmku p Sestithelniku (1,2, 3,4, 5,6). Spojnici vrcholu 3 a 4, resp. 5 a
6, nahradime tecnou ¢ kuzelosecky v bodé C, resp. hledanou tec¢nou d v bodé D.

Tecna d je uréena bodem D a bodem [ = 23 N p.

Obr. 2.2.3

Uloha 2.2.4 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C a te¢nami a,c v
bodech A, C. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

Reseni(Obr. 2.2.4): Oznaéime A =1=2,B =5,C = 3 = 4 a zvolime libovolnou
piimku d prochéazejici bodem B a neprochazejici body A, C', na které lezi hledany
bod D. Pascalova pifmka p Sestitthelniku (1,2, 3,4, 5,6) je urcena body o = an45b
a 8 = 23Nd. Dale uréime bod v = cNp a protoze ma platit v = cN 16, sestrojime
hledany bod D jako prusecik piimek d a ~1.

Obr. 2.2.4
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Uloha 2.2.5 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi body A, B, C' a vlastni te¢nou

u s nevlastnim bodem dotyku U, . Sestrojte dalsi teénu kuzelosecky.

Reseni(Obr. 2.2.5): Oznaéime A =5=6,B =4,C = 3,U,, =2 =1 a sestrojime
Pascalovu pifmku Sestithelniku (1,2, 3,4,5,6). Spojnici vrcholu 5 a 6, resp. 1 a 2,
nahradime hledanou te¢nou a kuzelosecky v bodé A, resp. te¢nou u v bodé U, .
Pascalova ptimka p je ur¢ena body o = w45 a v = 34N 61. Tecna a je urcena
body A a f=23Np.

Obr. 2.2.5

Uloha 2.2.6 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi body A, B,C' a dvéma ne-
vlastnimi body U, V... Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

Reseni(Obr. 2.2.6): Oznaéime A = 5,B = 2,C = 4,U,, = 1,V,, = 3 a zvolime
libovolnou piimku d prochéazejici bodem A a neprochéazejici body B,C, U, V...
Déle sestrojime Pascalovu pfimku p Sestithelniku (1,2,3,4,5,6), pro ktery je
spojnice vrcholu 5,6 dana piimkou d. Piimka p je uréena body a = 12 N 45
a f = 23N 56. Hledany bod D kuzelosecky urcime jako prusecik piimky d s
primkou 71, kde v = 34 N p.
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Obr. 2.2.6

Uloha 2.2.7 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B,C' a dvéma ne-

vlastnimi body U, V... Sestrojte tecny kuzelosecky v nevlastnich bodech.

Reseni(Obr. 2.2.7): Oznacime A = 1,B = 4,C = 2,U, =5 = 6,V, = 3 a
sestrojime Pascalovu pfimku p Sestithelniku (1,2,3,4,5,6). Piimka p je urCena
body o = 12N 45 a v = 34 N 61. Hledana tecna u v bodé U, , kterd nahrazuje
spojnici vrcholu 5,6 Sestithelniku, prochézi bodem f = 23 N p. Teénu v v bodé

V., sestrojime analogicky:.

Obr. 2.2.7

Uloha 2.2.8 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi body A, B,C a jednim ne-
vlastnim bodem U, s nevlastni tecnou. Sestrojte tec¢nu kuzelosecky v nékterém z

danych vlastnich bodu.
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Obr. 2.2.8

Reseni(Obr. 2.2.8): Oznacéime A=1,B=5=06,C = 2,U, = 3 = 4 a sestrojime
Pascalovu primku p Sestitthelniku (1,2, 3,4,5,6). Spojnici splyvajicich vrcholu 3
a 4 nahradime tecnou v bodé U, tedy nevlastni piimkou n., . Piimka p je urcena
vlastnim bodem a = 12 N 45 a nevlastnim bodem ~ = 61 N n. . Hledana tecna
b nahrazuje spojnici vrcholu 5 a 6 Sestithelniku (1,2,3,4,5,6), a prochézi tedy
bodem = 23 N p.

2.3 Brianchonova véta

K Pascalové vété lze vyslovit vétu dudlni, tzv. Brianchonovu®. Tato véta byla objevena
166 let po veté Pascalové, jelikoz v té dobé nebyl znam princip duality.

Definice 2.3.1 Usporadand mnozina {t1,ts,ts,t4, 5,16} Sesti tecen kuzelosecky K
se nazyva Sestiuhelnik kuzelosecce opsany. Pimky ty,ts, 13,14, 15, tg nazyvame strany
Sestivthelniku, body t Nty = 1,ta Nty = 2, 85Nty = 3,84 Nt = 4,15 Ntg = 5, t Nt =
6 nazyvame wvrcholy Sestitthelniku, dvojice vrcholu 1,4; 2,5; 3,6 nazyvame protéjsi
vrcholy Sestitthelniku.

Véta 2.3.1 (Brianchonova ) Spojnice protéjsich vrcholu Sestituhelniku kuzZelosecce
opsaného prochdzeji jednim bodem, tzv. Brianchonovym bodem, a opacné prochdzeji-
li spojnice protéjsich vrcholu Sestiihelniku jednim bodem, pak tento Sestiuhelnik je
opsan jisté kuzelosecce.

®Objevena francouzskym matematikem Charlesem Julienem Brianchonem (1783-1864) roku 1806.
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Obr. 2.3.1

Splynou-li dvé sousedni strany Sestitthelniku kuzelosecce opsaného, nahrazujeme je-
jich pruse¢ik bodem dotyku dané kuzelosecky na této primce. Pro pripad, kdy Sest stran
Sestitthelniku splyne (po dvou) do tiech, dostavdme dudlni vétu k vété o trojihelniku

kuzelosecce vepsaném.

Veéta 2.3.2 Spojnice vrcholu trojuhelniku kuZeloseéce opsaného s body dotyku jeho

protéjsich stran prochdzeji jednim bodem.

Brianchonovu vétu uzivame zejména ke konstrukei dalsich tecen kuzelosecky, kterou

mame zadanu pomoci péti tecen ¢i dvéma tecnami s body dotyku a dalsi te¢nou.

i

Uloha 2.3.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi tecnami a, b, c,d,e. Sestrojte

dalsi tecnu kuzelosecky.

Obr. 2.3.2
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Resend (Obr. 2.3.2): Oznacime a = t1,b = ty,c = t3,d = t4,e = t5 a na pifmce
t1 zvolime libovolny bod X = 6 nelezici na zadné z ptimek to, t3, 14, t5. Sestrojime
Brianchontuv bod  Sestithelniku (t1,to,t3,t4,t5,ts) kuzelosecce opsaného jako
prusecik piimek 14 a 36, kde 1 = t; Nty, 4 = t4,Nt5 a 3 = t3Nty. Dale uréime bod
5 jako prusecik primek (2 a t5. Timto bodem a bodem 6 prochazi hledana tecna
te kuzelosecky.

Uloha 2.3.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi tec¢nami a, b, ¢, d, e. Sestrojte bod

dotyku na jedné z nich.

Obr. 2.3.3

Reseni (Obr. 2.3.3): Oznacime a = t1,b = tg,c = t3,d = t4 = t5,e = tg a se-
strojime Brianchonuv bod f Sestithelniku (¢1, to, t3, Ly, t5, t). Prusecik splyvajicich
stran t4,t5 Sestiihelniku nahrazujeme hledanym bodem dotyku tec¢ny d. Brian-
chonuv bod je prusecik piimek 25 a 36, kde 2 = to Nit3, 5 = t5 Nitg, 3 = t3 Nty
a 6 = tg Nt;. Bod dotyku D = 4 na teéné d urcéime jako prusecik piimky d s
piimkou S1.

Uloha 2.3.3 Kuzelosecka je dana ¢tyfmi vlastnimi tecnami a,b,c,d a bodem
dotyku B na tecné b. Sestrojte dalsi bod dotyku.




Obr. 2.3.4

Reseni (Obr. 2.3.4): Oznaéime a = t; = tg,b = ty = t3,¢c = ty,d = t5 a se-
strojime Brianchonuv bod f Sestithelniku (t1, to, t3, t4, t5, tg). Jelikoz strany ¢ a t3
Sestithelniku splyvaji, nahradime jejich prusec¢ik bodem B = 2. Vrcholy 1,3,4,5
Sestithelniku uréime jako pruseciky odpovidajicich stran tohoto Sestithelniku.
Hledany bod dotyku na te¢né a urc¢ime jako vrchol 6 Sestitthelniku (¢1, to, t3, t4, t5, tg).
Bod A = 6 je tedy prusecik primek a a 3.

Uloha 2.3.4 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, c a body dotyku
A, B na tecnach a, b. Sestrojte zbyvajici bod dotyku.

Obr. 2.3.5

Resend (Obr. 2.3.5): Oznaéime a =t = ty,b=t3 =ty,c=ts =tsa A=1 B =
3,2 =1yNt3,4=14Nt5,6 =tgNt1. Sestrojime Brianchonuv bod S jako prusecik
primek 14 a 36. Hledany bod dotyku C' = 5 na tecné ¢ je prusecik této tecny s
primkou (2.

Uloha 2.3.5 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, c a body dotyku
A, B na tecnach a,b. Sestrojte dalsi tecnu.




Obr. 2.3.6

Resend (Obr. 2.3.6): Oznaéime a = t; = ty, b = t3 = t4, c = t5 a na tecné tg zvolime
libovolny bod X = 5 nelezici na zadné z tecen tq, to, t3,t4. Bod X =5 je vrcholem
Sestitthelniku (t1, to, t3, t4, t5, t), kde tecna t5 je hledana tecna kuzelosecky. Uréime
Brianchonuv bod S tohoto Sestitthelniku, f = 25N 36, kde 2 =t Nt3, B =3 a
6 = tgMNty, a pomoci tohoto bodu sestrojime vrchol 4. Hledand tecna 5 je urCena
body X =5 a 4.

Uloha 2.3.6 Kuzelosecka je ddna ¢tyfmi vlastnimi tecnami a, b, ¢, d a nevlastnim
bodem dotyku D_, na teéné d. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky:.

Obr. 2.3.7

Resend (Obr. 2.3.7): Oznaéime a = t1,b = ty,c = t3,d = t5 = tg a na tecné
t3 zvolime libovolny bod X = 3 nelezici na zadné z tecen ty,ts,t4,ts. Nevlastni
bod dotyku D, nahrazuje prusecik stran ts,tgs Sestidhelniku (¢y, o, t3,t4, t5, ts),
ozna¢ime tedy D, = 5. Sestrojime Brianchontuv bod  tohoto Sestitthelniku, ve
kterém je strana t, hledanou tecnou kuzelosecky. Pomoci bodu  uréime vrchol 4

Sestithelniku, ktery spolu s bodem X = 3 urcuje hledanou teénu 4.

Uloha 2.3.7 Kuzelosecka je ddna ¢tyfmi vlastnimi tecnami a, b, ¢, d a nevlastnim
bodem dotyku D, na teéné d. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

64



Obr. 2.3.8

Reseni (Obr. 2.3.8): Oznaéime a = t1,b = ty,c = t3 = t4,d = t5 = tga 1l =
tiNty,2 =ty Ntz 4 =1t,Nts, D, = 5,6 =tgNty. Sestrojime Brianchonuv bod S,
pro ktery plati § = 14 N 25. Hledany bod dotyku C' te¢ny ¢ ur¢ime jako vrchol 3
Sestithelniku (t1,to, 3, t4,t5,16), tedy C' =3 = c¢N G6.

Uloha 2.3.8 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi tecnami a, b, ¢, nevlastni tecnou
n., a bodem dotyku C' na tecné c. Sestrojte dalsi teénu kuzelosecky.

Obr. 2.3.9

Resend (Obr. 2.3.9): Ozna¢ime a = t1,b = ty,c = t4 = t5,n,, = tg a na tecné to
zvolime libovolny bod X = 2 nelezici na zadné z teCen tq, t4, tg. Sestrojime Brian-
chonuv bod § Sestidhelniku (¢, to, t3, t4, t5, ts) a poté vrchol 3 tohoto Sestitthelniku
jako prusecik strany t, s piimkou 6. Hledana teéna t3 je ur¢ena body X = 2 a 3.

Uloha 2.3.9 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, ¢ a vlastnim bo-
dem dotyku C na tecné c. Sestrojte bod dotyku na nevlastni piimce n,, .
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Reseni (Obr. 2.3.10): Oznaéime a = t1,b = ty,c = t3 = ty,n, = t5 = tg a
1l=t1Nty,2 =t,Nt3,C =3,4=1t4Nt5,6 =tz Nt;. Hledany body dotyku N,
nevlastni teény n., je poté vrchol 5 Sestihelnika (¢y,t9, 13,4, t5,t6) kuzelosecce
opsaného. Sestrojime-li Brianchontuv bod g = 14 N 36, je nevlastni bod N, =5

urcen smérem piimky 2.

Obr. 2.3.10

Uloha 2.3.10 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, c a dvéma ne-
vlastnimi body dotyku A, , B, na tecnach a,b. Sestrojte bod dotyku C' tecny

C.

Reseni: (Obr. 2.3.11) Oznaéime a = t; = t3,b = t3 = ty,c = t5 = tg a A, =
1,2 =tyNt3, B, =3,4=1t,Nt5,6 = tgNty. Hledany bod C splyne s vrcholem
5 Sestithelniku (¢y,to, t3, 14, t5, tg), sestrojime jej tedy pomoci Brianchonova bodu
B, ktery ziskame jako prusecik piimek 36 a 14. Bod 5 = ¢ N 24.

66



Obr. 2.3.11

2.4 Involuce na kuzelosecce

Definice 2.4.1 Kvadratické soustavy bodu K (A, B,C,...), K (A", B, C",...) tvori
involuci bodu, promitaji-li se z libovolného bodu kuzelosecky involutornimi svazky:.

Definice 2.4.1*Kvadratické soustavy tecen K (a, b, c,...), K (a',V,c,...) tvoii invo-

luci tecen, vytinaji-li na libovolné teéné kuzelosecky involutorni fady bodové.

Pro involuci kvadratickych soustav bodu ¢i tecen plati analogické véty jako pro

involuci linedrnich utvari.

Véta 2.4.1 Jestlize v projektivnosti kvadratickyjch soustav bodu, resp. tecen, existuje
kromé samodruzniyjch prvku alespori jeden involutorni pdr prvku, pak vSechny pdry
odpovidagicich si prvku jsou involutorni a dand projektivnost je involuce.

Veéta 2.4.2 Involuce kvadratickych soustav bodu, resp. tecen, je uréena dvéma riz-
nymi pdry odpovidajicich si proki.

Véta 2.4.3 Involuce na kuzelosecce md bud dva rizné samodruiné prvky nebo nemd

zZadny samodruzny prvek.

Definice 2.4.2 Involuce na kuzelosecce se dvéma samodruznymi prvky se nazyva

hyperbolickd. Involuce bez samodruznych bodu se nazyva eliptickd.
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Véta 2.4.4 Kterékoli dva pdry odpovidagicich si prvku eliptické involuce se navzdjem

oddeéluji, zatimco kterékoli dva pdry odpovidajicich si prvku hyperbolické involuce se

navzdjem neoddélugi.

Pfi studiu involuce na kuzeloseéce muzeme také, oproti involuci linedrnich utvaru,
vyuzit direkéni osu, resp. direkéni stfed, dané involutorni projektivity. Nasledujici véty
popisuji nékteré vlastnosti direkéni osy, resp. direkéniho stiredu, které vyuzivame pii
feseni tloh o kuzeloseckach.

Definice 2.4.3 Direkéni osa involutorni projektivity bodu na kuzelosecce se nazyva
osa involuce bodii.

Definice 2.4.3* Direkéni stied involutorni projektivity tecen kuzelosecky se nazyva
stred involuce tecen.

Veéta 2.4.5 Osa hyperbolické involuce bodi na kuzelosecce protind tuto kuzelosecku
v samodruznych bodech této involuce.

Veéta 2.4.5" Tecny vedené ze stredu hyperbolické involuce tecen kuzelosecky jsou sa-

modruzné primky této involuce.

Véta 2.4.6 Involuce bodu na kuZelosecce je uréena svou osou.

Véta 2.4.6" Involuce tecen kuzZelosecky je urcena svym stredem.

K urceni direkéni osy, resp. direkéniho sttedu, projektivity kvadratickych soustav

[ 2 ]

jsou potieba tfi pary odpovidajicich si prvku. Jelikoz je vSak involuce urcena
pouze dvéma pary, uvedeme véty, které davaji navod, jak pomoci téchto bodu
sestrojit osu involuce, resp. stied involuce.

Véta 2.4.7 Jsou-li A, A’, B, B" dva riuzné pdry odpovidajicich si bodi v involuci na
kuzelosecce, pak osa této involuce je diagondlni stranou iplného ctyrrohu AA'BB’,

kterd lezi proti tomu diagondlnimu vrcholu, kterym prochdzeji strany AA" a BB'.
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Diikaz: Necht A — A" a B — B’. Polozime-li C = A" a C' = A, pak jiste C — ',
jelikoz se jedna o involuci. Osa této involuce prochézi bodem AB'NA’B, ktery je zaroven
diagonalnim vrcholem tplného ¢tyirohu AA’'BB’, a bodem BC’' N B'C, ktery je také
diagonélnim vrcholem tuplného ¢tyirohu AA’BB’. Osa této involuce je tedy diagonalni

stranou tohoto ¢tytrohu.
OJ

B

Obr. 2.4.1

Dulezitd vlastnost involuce bodu dané kuzelosecce K (A, B, ¢) je patrnd z Obr. 2.4.1.
Jsou-li A, A',resp. B, B’, resp. C, C’ tii libovolné, vzajemné ruzné pary odpovidaji-
cich si bodu této involuce, osa této involuce je diagondlni stranou tplného ¢tyirohu
AA'BB’ a zaroven diagondlni stranou uplného étyirohu AA’CC’. Oznaéme tuto
osu involuce p. Prusecik spojnic A, A" a B, B’ je diagonélni vrchol P uplného
¢tyirohu AA'BB’, ktery lezi proti diagondlni strané p. Prusecik osy p s piimkou
A, A" oznacme P,. 7 harmonickych vlastnosti tiplného ¢tyirohu vime, ze plati
(AA'PP,4) = —1. Piimka p je zdroven diagonalni stranou tplného ¢tyirohu AA’CC’,
takze jeho diagonalni vrchol proti ni lezici, coz je pruseéik piimek A, A" a C, ", je
bod, ktery spolu s bodem P, oddéluje harmonicky dvojici bodu A, A’; to znamena,
ze prusecik piimek A, A" a C,C" je opét bod P, tedy ze piimka C, C’ prochéazi bo-
dem P, ktery se nazyva stfedem dané involuce bodu na kuzelosecce K (A, B, ¢).

Pro osu involuce se provede dudlni tivaha, kterou ponechdme na ¢tenari.

Véta 2.4.7* Jsou-li a,d’, b,b' dva ruzné pdry odpovidajicich si primek v involuci

tecen kuZelosecky, pak stred této involuce je diagondlni vrchol uplného ctyrstranu

aa'bl’, ktery lezi proti té diagondlnd strané, na které lezi vrcholy aNa' a bNb'.
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Osa involuce je tedy diagondlni stranou kazdého tplného ¢tyirohu AA’'BB’; kde
A, A, B, B’ jsou libovolné ruzné péary odpovidajicich si bodu v této involuci. Dualné
plati totéz pro stfed involuce. Snadno ukazeme, ze podobna vlastnost plati i pro dia-
gonalni vrchol uplného ¢tyirohu, ktery lezi proti ose involuce.

Veéta 2.4.8 Spojnice odpovidajicich si bodu v involuci bodi na kuZelosecce prochdzeji

jednim bodem, tzv. stredem involuce bodi.

Diikaz: Necht A, A’ B, B', C, C" jsou odpovidajici si pary v involuci. Osa této involuce p
je diagondlni stranou uplného ¢tyirohu AA’BB’ a soucasné diagonalni stranou tiplného
¢tyirohu AA'CC’. Oznacime-li AA'Np = Py, AANBB = P a AANCC' = P,
pak z harmonickych vlastnosti iplného ¢tyirohu plyne, ze (AA'PP4) = —1 a zaroven
(AA'P'Py) = -1 atedy P =P

O

Veéta 2.4.8" Pruseciky odpovidajicich si primek v involuci tecen kuzelosecky lezi na

jedné primce, tzv. ose involuce tecen.

Véta 2.4.9 Dwojice bodu odpovidajicich si v involuci na kuzZelosecce je harmonicky
oddélovana dvojici bodu, které na jejich spojnici tvori prisecik s osou involuce a stred
involuce. (Obr. 2.4.1)

Véta 2.4.9* Dvojice primek odpovidajicich si v involuct tecen na kuZelosecce je har-
monicky oddélovdna dvojici primek, které tvori spojnice jejich priseciku se stredem
této involuce a osa této involuce. (Obr. 2.4.2)

Obr. 2.4.2
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Mezi involuci bodu a involuci tecen kuzelosecky lze nalézt vzajemny vztah, kdy
kazdou involuci bodu muzeme pievést na involuci tec¢en a opacné. Dale tak budeme

hovoftit pouze o involuci bodu.

Véta 2.4.10 Dvojice tecen kuZelosecky sestrojené v odpovidagicich si bodech involuce

bodii tvori involuci tecen. Obé involuce maji spolecny stred a osu.

Pro involuci bodu tedy plati stejné vlastnosti jako pro involuci tecen. Involuce bodu
je tedy také urcena svym stiedem, kterym prochazeji tecny sestrojené v samodruznych
bodech této involuce.

Definice 2.4.4 Je-li P stied involuce bodu na kuzelosecce, pak fikame, ze bod P
tuto involuci na kuzelosecce indukuje.

Jelikoz diagonalni vrchol lezici proti diagonalni strané tiplného ¢tyirohu, neni s touto
stranou nikdy incidentni, neni stifed involuce incidentni s osou této involuce. Dale lze

ukazat, ze stfed involuce nelezi na kuzelosecce a osa involuce neni te¢nou kuzelosecky.

Konstrukce 2.4.1 Doplnte involuci pifimek ve svazku o stredu M, kterd je dana dvéma
pary odpovidajicich si piimek a,a’, b, V', a urcete jeji samodruzné piimky.

Obr. 2.4.3
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Postup (Obr. 2.4.3): Involuce pifmek ve svazku se stitedem M je ddna dvéma péry
odpovidajicich si piimek a, a’, b, b’; sestrojme libovolnou kruznici & prochédzejici bodem
M. Tato involuce primek protina kruznici k v involuci bodu, jejiz stted P sestrojime
jako prusecik spojnic AA” a BB’. Libovolnd dalsi piimka incidentni s bodem P protne
kruznici k v bodech C,C’, jimiz prochéazeji pitimky ¢, ¢ daného svazku, jez tvoii dalsi
par dané involuce. Dale urc¢ime osu involuce bodu na kruznici k, ktera danou kruznici
k protind v samodruznych bodech této involuce. Osu muzeme sestrojit dvéma zpusoby,
bud'to jako diagondlni stranu tiplného ¢tyfrohu AA’ BB’ nebo jako spojnici bodt dotyku
tecen vedenych z bodu P. Pruseciky kruznice k s osou p jsou samodruzné body involuce
na kruznici k£ a jimi prochézeji hledané samodruzné piimky z = 2’ a y = 3y dané

involuce.

Konstrukce 2.4.2 Doplite involuci bodu na primce m, ktera je ddna dvéma pary
odpovidajicich si bodu A, A" a B, B’ a urcete jeji samodruzné body.

Postup: Provedeni by bylo mozno uskutecnit dualizaci predchoziho konstrukce. Rych-
lejsi je vsak prevedeni dané ulohy na ptredchozi, a to tak, ze involuci bodu na pfimce
m promitneme z libovolného bodu M, ktery nelezi na piimce m a danou ilohu fesime

pro tuto involuci primek.

2.5 Polarni vlastnosti kuzelosecek

Definice 2.5.1 Necht je ddna kuzelosecka. Jestlize bod P nelezi na kuzelosecce,
pak osu involuce, kterou na kuzelosecce indukuje bod P, nazveme poldrou bodu P
vzhledem k této kuzelosecce. Jestlize bod P lezi na kuzelosecce, nazveme polarou
tecnu dané kuzelosecky v bodé P. Je-li piimka p polarou bodu P vzhledem k dané
kuzelosecce, pak bod P nazveme pdlem piimky p vzhledem k této kuzelosecce.

Pro pdl nelezici na kuzelosecce a jeho polaru muzeme vyslovit podobné véty jako

pro stied a osu téze involuce.

Véta 2.5.1 Je-li primka p poldarou bodu P vzhledem ke kuZelosecce, pak body dotyku

tecen vedengjch ke kuzelosecéce z bodu P jsou pruseciky polary p s kuZeloseckou.

Véta 2.5.1% Je-li bod P polem primky p vzhledem ke kuZelosecce, pak tecny sestrojené

v prusecicich primky p s kuzeloseckou prochdzeji polem P.

Véta 2.5.2 Necht P je bod, kteryj nelez na kuZelosecce, p je jeho poldra, primka
q (kterd neni tecnou kuZelosecky) incidentni s bodem P necht protind kuZelosecku v
bodech A, A" a poldru p v bodé Ps. Pak body A, A’, P, Py tvori harmonickou ¢tverici.
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Véta 2.5.2* Necht p je primka, kterd neni teénou kuzelosecky, bod P jeji pél, bodem
Q primky p (ktery nelezi na kuZeloseéce) mecht prochdzeji tecny a, a' kuZelosecky a

primka p, = PQ. Pak primky a,d’, p, p, tvori harmonickou cétverici.

Z vlastnosti involuce lze odvodit néasledujici dualni véty o vztahu pélu a polar téze

kuzelosecky. Tohoto vztahu vyuzivame napiiklad pii konstrukci pélu dané piimky:.

Veéta 2.5.3 Lezi-li pol Q na poldre p bodu P vzhledem ke kuZelosecce IC, pak poldra
q bodu @) vzhledem k téze kuzelosecce prochdzi bodem P.

Diikaz: Necht @ € p, kde p je polara bodu P. Pro P € K je véta ziejmé plati. Necht
tedy P,Q ¢ K. Piimka PQ tedy neni tecnou kuzelosecky /C. Jestlize ptimka P() protina
kuzelosecku v bodech A, A’, patii tyto body jak involuci indukované bodem P, tak i
involuci indukované bodem Q. Ziejmé tedy plati, Zze body A, A’, P, () tvoii harmonickou
¢tverici bodu a polara ¢ bodu ) musi tedy prochézet bodem P.

Necht @ € p, kde p je poldra bodu P a necht pifmka PQ kuZelosecku K neprotina.
Tecny kuzelosecky vedené z bodu @) tvori involutorni par tecen involuce o ose p a sttedu
P. Body dotyku téchto tecen tedy tvori involutorni par involuce o téze ose p a stredu
P. Piimka AA’, jenz je polarou ¢ bodu @, tedy prochazi bodem P. O

Véta 2.5.3" Prochdzi-li poldra q polem P primky p vzhledem ke kuzZelosecce IC, pak
pol QQ primky q vzhledem k tézZe kuzelosecce leZi na primce p.

Definice 2.5.2 Dva body, z nichz kazdy lezi na polafe druhého z nich sestrojené
vzhledem k téze kuzelosecce, se nazyvaji sdruzené poly této kuzelosecky, nebo fikame,

ze kazdy z nich je vzhledem k dané kuzelosecce poldrné sdruzeny s druhym z nich.

Definice 2.5.2* Dvé primky, z nichZ kazZdd prochdzi polem druhé z nich sestrojené
vzhledem k tézZe kuZelosecce, se nazyvaji sdruZené poldry této kuzelosecky, nebo rikdme,

ze kazda z nich je vzhledem k dané kuZelosecce poldarné sdruzena s druhou z nich.

Mame-li dva sdruzené poly P, a jejich polary p, g vzhledem k néjaké kuzelosecce,
pak zrejmeé prusecik R téchto polar je polem piimky P(Q. Pro takovouto trojici polu,
resp. polar, navic plati dalsi vlastnost plynouci z harmonickych vlastnosti tplného

ctyfrohu, resp. ¢tytstranu.

Definice 2.5.3 Trojuhelnik, jehoz kazda strana je polarou jeho protilehlého vrcholu
vzhledem ke kuzelosecce, se nazyva poldrni trojuhelnik kuzelosecky.
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Veéta 2.5.4 Je-li uplny ctyrroh kuZelosecce vepsan, pak jeho diagondlni trojuhelnik
je poldrnim trojuhelnikem této kuzZelosecky.

Véta 2.5.4% Je-li uplny ctyrstran kuZelosecce opsan, pak jeho diagondlni trojuhelnik

je poldrnim trojuhelnikem této kuZelosecky.

Zrejme plati, ze polary vSech bodu piimky p vzhledem k téze kuzelosecce prochazeji
jednim bodem, pélem P piimky p. A opacné, ze poly vsech piimek prochazejicich bodem
P lezi na piimce p. Mame tedy dano jednoznac¢né zobrazeni bodu piimky p na piimky
svazku | P ] a ptame se jaké ma vlastnosti.

Véta 2.5.5 Probihd-li bod primou tTadu bodovou, vytvori jeho poldry svazek primek,

ktery je s danou primou Tadou bodovou projektivnd.

Véta 2.5.5* Probiha-li primka svazek primek, vytvori jeji poly primou radu bodovou,
kterd je s danym svazkem primek projektivni.

Uvazujme piimku ¢, kterd neni tecnou kuzelosecky. K piimé radé bodové [q |
Ize podle véty 2.5.5 sestrojit projektivni svazek piimek. K tomuto svazku lze podle
véty 2.5.5% sestrojit projektivni fadu bodovou. Slozenim téchto dvou projektivit dostdavame
soumistnou projektivitu rad. Z této konstrukce je ziejmé, ze pary odpovidajicich si bodu
v této projektivité tvori pary sdruzenych pélu vzhledem k dané kuzelosecce, a tedy tato

projektivita je involuce. Odvodili jsme tak nasledujici tvrzeni.

Véta 2.5.6 Neni-li primka q tecnou kuzelosecky, tvori pary sdruzenych polu kuZelo-
secky na primce q involuci bodu.

Veéta 2.5.6" Nelezi-li bod Q) na kuZelosecce, tvori pdry sdruZengch poldr v bodé Q)
mwvoluct primek.

Definice 2.5.4 Involuce sdruzenych pélu kuzelosecky na piimce ¢ se nazyva invo-

luce indukovana kuZeloseckou na primce ¢. Involuce sdruzenych polar kuzelosecky v

bodé @) se nazyva involuce indukovand kuZeloseckou v bodé Q.
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Involuce indukované kuZeloseckou mé opét bud pravé dva riizné samodruzné prvky
nebo nema zadny samodruzny prvek. Nasledujici véty plynou ptimo z predchozi tvahy

a z vlastnosti involuce.

Véta 2.5.7 Samodruzné body involuce sdruZenyjch poli indukované kuZeloseckou na

primce q jsou pruseciky primky q s kuZeloseckou.

Veéta 2.5.7" Samodruzné primky x,y involuce sdruZeniyjch poldr indukované kuzelo-
seckou v bodé Q) jsou tecny vedené z bodu Q) ke kuzelosecce.

Veéta 2.5.8 Kazda dvojice sdruzenych polu kuZelosecky na primce q oddéluje harmo-
nicky pruseciky X,Y primky q s kuzeloseckou. (Obr. 2.5.1)

Obr. 2.5.1

Veéta 2.5.8° Kazdd dvojice sdruZenyjch poldr kuZelosecky v bodé () oddéluje harmo-
nicky tecny x,y vedené z bodu Q ke kuzelosecce. (Obr. 2.5.1)

Véta 2.5.9 Involuce indukovand kuzeloseckou na primce q se promitd z polu @) této
primky involuct primek, kterd je indukovdina kuZeloseckou v bode Q).

Polarnich vlastnosti kuzelosecek vyuzivame pii konstrukci dalsich bodu ¢i tecen
kuzelosecky. Jak uvidime v nasledujicich tlohach, je mozné pélu a polar vyuzit k jed-

noznacnému zadani kuzelosecky.

iy

Uloha 2.5.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. K danému
bodu P sestrojte jeho polaru p.

Reseni (Obr. 2.5.2): Pélem P a bodem A, resp. B, prolozime pifmku, na které
pomoci Pascalovy véty sestrojime bod A’, resp. B’, lezici na kuzelosecce. Body
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A, A", B', B tvoii uplny ¢étyiroh s diagondlnim bodem P. Sestrojime zbylé dia-
gonalni body X a Y, kterymi je uréena polara p bodu P (véta 2.4.7).

Obr. 2.5.2

Uloha 2.5.2 Kuzelosecka je déna péti vlastnimi tecnami a,b,c,d,e. K dané

primce p sestrojte jeji pol P.

Obr. 2.5.3

Resend (Obr. 2.5.3): Pomoci Brianchonovy véty sestrojime teénu @/, resp. b, dané
kuzelosecky prochazejici bodem A = a Np, resp. B =bNp. Teény a,d’, b, b’ tvori
uplny ctyistran kuzelosecce opsany s diagonalni primkou p. Hledany pdl P je tedy
prusec¢ikem zbylych diagonédlnich ptimek UV a XY, kde U = a'Nb, V = anNt/, X =
anbY =dNb (véta 2.4.7%).

Uloha 2.5.3 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B,C' a pdlem P s
polarou p. Sestrojte dalsi body kuzelosecky:.

Resend (Obr. 2.5.4): Pélem P a bodem A prolozime pifmku, kterd protne polaru
p v bodé Ps. Pro bod A’, ve kterém protind piimka AP kuzelosecku, plati
(AA'PP,) = —1 (véta 2.5.2). Sestrojime jej tedy uzitim konstrukce 1.10.1. Dale
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sestrojime bod B’ kuzelosecky lezici na piimce BP. Vyuzijeme k tomu vlast-
nosti ¢tyirohu A, A’, B, B, ve kterém je bod P diagondlnim vrcholem a piimka
p diagondlni stranou. Piimka AB protind piimku p v diagonélnim vrcholu X.
Piimka A’X je stranou tplného ¢tyirohu, na které lezi hledany vrchol B’, tedy
B'=AXnNBP.

Obr. 2.5.4

Uloha 2.5.4 Kuzelosecka je déna tfemi vlastnimi teénami a,b,c a pdlem P s

polérou p. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Reseni (Obr. 2.5.5): Oznaéime X = aNp a PX = p,. Pro hledanou teénu o/,
kterd prochdzi bodem X, plati (aa'pp,) = —1 (véta 2.5.2%). Sestrojime ji uzitim
konstrukce 1.10.1%.




Obr. 2.5.5

Uloha 2.5.5 Kuzelosecka je dana dvéma vlastnimi body A, B, tecnou a v bodé
A a pélem P s polarou p. Sestrojte dalsi bod a tecnu.

Resend (Obr. 2.5.6): Ozna¢ime Pg = BPNp, X = aNp,p, = PX. Na piimce
BP sestrojime bod B’, pro ktery plati (BB'PPg) = —1, a tim ziskdme dalsi
bod kuzelosecky. Dale sestrojime piimku o', pro kterou plati (aa’pp,) = —1. Tato
piimka je pak hledanou teénou kuzelosecky.

Obr. 2.5.6

Uloha 2.5.6 Kuzelosecka je ddna dvéma body A, B a polarnim trojihelnikem
PQR. Sestrojte dalsi body kuzelosecky.

Obr. 2.5.7

Regend (Obr. 2.5.7): Sestrojime piimku AQ), kterd protne poldru ¢ pélu @ v bodé
Q4. Piimka A(Q) protina kuzelosecku v bodé A a v hledaném bodé A’. Pro ¢tvefici

78



bodu A, A", Q, Q4 plati (AA'QQ4) = —1. Hledany bod A’ sestrojime pomoci
konstrukce 1.10.1. Dalsi hledané body kuzelosecky sestrojime analogicky.

Uloha 2.5.7 Kuzelosecka je dana dvéma tecnami a,b a polarnim trojuhelnikem
PQR. Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

Resent (Obr. 2.5.8): Oznacime X = a N7 a sestrojime pifmku r, = X R. Chceme
sestrojit tecnu kuzelosecky a’ # a prochazejici bodem X, pricemz pro ¢tverici
piimek a, d’, r,r, plati (aa'rr,) = —1 (véta 2.5.8"). Piimku a’ 1ze sestrojit pomoci
konstrukce 1.10.1%, nebo vyuzijeme vlastnosti dvojpoméru (ABCD«) = (ABC)
nasledujicim zpusobem. Protoze (ABCD«) = (ABC) = —1, je bod C stiedem
AB. Tedy v nasem piipadé vedeme libovolnym vlastnim bodem K # X ptimky
r, vedeme primku m prochézejici nevlastnim bodem ptimky a, tedy rovnobézku s
piimkou a. Piimka m protne piimku r v bodé L a hledanou piimku a’ v bodé M,
protoze (aa'rr,) = —1 = (KLMAy) = (KLM), bod M je tedy stfedem tusecky
K L. Dalsi teény dané kuzelosecky sestrojime analogicky.

Obr. 2.5.8

Uloha 2.5.8 Kuzelosecka je dana pélem M s polarou m a polarnim trojihelnikem
PQR. Sestrojte nékolik bodu kuzelosecky.
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Obr. 2.5.9

Resend (Obr. 2.5.9): Sestrojime-li pifmku M P, pak body P, P’ = pnMP, M, M' =
m N M P urcuji involuci sdruzenych pélu dané kuzelosecky (véta 2.5.6). Jelikoz
se odpovidajici si dvojice bodu neoddéluji, je tato involuce hyperbolickd a méa
tedy dva samodruzné body. Dle véty 2.5.7 jsou samodruzné body X, Y této invo-
luce pruseciky primky M P s kuzeloseckou. Body X, Y sestrojime pomoci Steine-
rovy kruznice k (konstrukce 2.1.1). Z libovolného bodu S kruznice k promitneme
primkami body M, M’ P, P’. Na kruznici k£ dostaneme involuci kvadratickych
soustav bodu k («, 5,...) a k(c/, 3,...). Osa o této involuce protind kruznici k v
samodruznych bodech y, ¥. Promitneme-li body x a % z bodu S na ptimku M P
ziskdame hledané body X,Y dané kuzelosecky. Dalsi body kuzelosecky sestrojime
analogicky.

Uloha 2.5.9 Kuzelosecka je dana péti body A, B,C, D, E. Sestrojte pruseciky

dané ptimky p s touto kuzeloseckou.

Resend (Obr. 2.5.10): Na pifmce p zvolime libovolné dva rizné body @, R a se-
strojime jejich polary g,r vzhledem k dané kuzelosecce (tloha 2.5.1). Oznaéime
Q =qnp, R =rnp. Body Q,Q', R, R urcuji na piimce p involuci sdruzenych
polu kuzelosecky. Jelikoz se odpovidajici si dvojice bodu neoddéluji, jednd se o
hyperbolickou involuci a muzeme sestrojit samodruzné body X,Y této involuce,
které jsou hledanymi pruseciky piimky p s danou kuzeloseckou. V piipadé, kdy by
involuce byla eliptickd, dana piimka p by s kuzeloseckou neméla zadny spole¢ny
bod.
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Obr. 2.5.10

2.6 Svazek a rada kuzelosecek

Regularni kuzelosecka je jednoznac¢né urcena péti svymi body, z nichz zadné tii nelezi na
piimce. Dvé ruzné regularni kuzelosecky tedy mohou mit nejvyse ¢tyti spolecné body,
pricemz témito body prochazi nekoneé¢né mnoho navzajem ruznych kuzelosecek.

Definice 2.6.1 Necht A, B,C, D jsou ¢tyfi ruzné body projektivni roviny, z nichz
zadné t1i nelezi v ptimce. Mnozina vsech kuzelosecek, které prochazeji body A, B, C, D
se nazyva svazek kuzelosecek. Znac¢ime S (A, B,C, D).

Definice 2.6.2* Necht a,b, ¢, d jsou étyii rizné piimky projektivni roviny, z nichz
zadné tii neprochéazeji tymz bodem. Mnozina vSech kuzelosecek, které se dotykaji

piimek a, b, ¢, d se nazyva rada kuzelosecek. Znacime s (a,b,c,d).

Kazdy svazek kuzelosecek obsahuje vedle regularnich kuzelosecek také ti singularni
kuzelosecky. Tyto singularni kuzelosecky jsou tvorené protéjsimi stranami tiplného ¢tyt-
rohu A, B, C, D. Je ztejmé, ze pro kazdy bod projektivni roviny ruzny od dané ctvetice
existuje pravé jedna kuzelosecka pattici tomuto svazku. Dudlni vlastnost pro rady
kuzelosecek plati jen v ptipadé, zZe se omezime pouze na regularni kuzelosecky.

1. Spoleény nazev pro fadu a svazek kuzelosecek je linearni soustava.

[ B ]

2. X # A, B,C,D;X urcuje s body A, B,C, D jedinou kuzelosecku.

3. Body A, B, C, D uréuji tii singularni kuzelosecky (AB,CD), (AC, BD),
(AD, BC).
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Definice 2.6.2 Za singularni kuzelosecku C budeme pokladat mnozinu ptimek a, b

1. je-li a # b, pak kuzelosecka K je sjednocenim fad bodovych K = [a] N [b],

2. je-li @ = b, pak K = [a], pficemz kazdy bod A € a budeme povazovat za
dvojnésobny.

Veéta 2.6.1 Svazek kuZelosecek je uréen dvéma svymi kuZeloseckami.

Véta 2.6.1* Rada kuzelosecek je uréena dvéma svymi kuzeloseckami.

Dveé ruzné kuzelosecky mohou mit nejvyse ¢tyti spolecné body. Pro regularni kuze-
losecky muze vzajemna poloha byt nasledujici:

Obr. 2.6.1 jeden spoleény bod (v ném spole¢na te¢na)

Obr. 2.6.2 jeden spoletny bod (v ném spoleéna te¢na)
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Obr. 2.6.3 dva spolecné body (bez spolecné tecény)

Obr. 2.6.5 ¢tyfti spoleéné body

Obr. 2.6.6 tii spolecné body (v jednom spolecnd tecna)

Véta 2.6.2 (Desarguesova )Kuzelosecky svazku S (A, B,C, D) protinaji primku
p, kterd neprochdzi Zddnym z bodu A, B,C, D, v pdrech bodu, které tvori na primce

p 1nvoluci, tzv. involuci Desarguesovu.
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Diikaz: (Obr. 2.6.7) Necht je ddna kuzelosecka svazku S (A4, B, C, D) a ptimka p. Stu-
dujme jejich vzajemnou polohu. Predpokladejme, ze piimka p neprochazi zadnym z
bodu A, B, C, D. Abychom urcili pruseciky piimky p s nékterou kuzeloseckou Ky daného
svazku, uzijeme konstrukce v Uloze 2.1.8. Ozna¢me P = A, P' = B. Z bodu P, P’
se promitaji ostatni body nasi kuzelosecky X; projektivnimi svazky ptrimek, které
protinaji primku p ve dvou projektivnich ptimych fadach bodovych. Z bodu P = A
promitneme body C, D do bodu C’, D" a z bodu P’ = B promitneme body C,D do
bodu C”, D”. Samodruzné body projektivnich tad p(C’, D’,...) A p(C",D",...) jsou
pruseciky piimky p s kuzeloseckou Ky ve svazku blize neurcenou. Podle ﬁlohy‘2.1.8
hledame tyto samodruzné body tim zpusobem, ze obé projektivni fady promitneme z
libovolného bodu R na pomocnou kruznici, tzv. Steinerovu kruznici, prochazejici bo-
dem R. Tyto pruméty bodu C’, D', C", D" na kruznici k oznacme C}, D, C}, D}. Tim
je uloha prevedena na hledani samodruznych bodu kvadratickych projektivnich soustav
bodu k(C}, Dy, ... )Ak(CY, Dy, . ..) na kuzelosecce k; k tomu potiebujeme jejich direkéni
osu. Protoze nase myslena kuzelosecka Ky nebyla ve svazku blize uréena, zname z této
projektivnosti jen dva pary odpovidajicich si bodu; muzeme tedy urcit jen jeden bod
direként osy, je to prusecik spojnic C). Dy a D, C},. V obrazku je oznacen jako bod M.

Obr. 2.6.7

Zvolime-li na primce p na ptiklad bod X jako jeden prusecik kuzelosecky K; s touto
piimkou, bude druhy prusec¢ik Y mit tu vlastnost, ze body X,Y se promitnou z bodu
R na kruznici k do bodu Xy, Y} jejich spojnice jako direkéni osa projektivnich fad bude
prochéazet bodem M. Tento postup lze obratit. Vedeme-li bodem M libovolnou primku,
pak tato primka protne kruznici £ v bodech Xy, Y, které se z bodu R promitaji na
piimku p do bodu X, Y, v nichz ji protne néktera kuzelosecka daného svazku. Protoze
body X, Y, zfejmeé tvori na kruznici k£ involuci o sttedu M, tvoiii body X, Y na piimce

p involuci, tzv. Desarguesovu involuci.
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Desarguesova véta ma znacné konstruktivni dusledky. Proto je dulezité ji umét
konstruktivné urcit. Z obrazku je piimo patrné, ze napiiklad bodu D’ odpovida
v Desarguesové involuci na pifmce p bod C”, nebot spojnice D} C}, prochdzi
sttedem involuce M bodu na pomocné Steinerové kruznici. Véc je velmi nazorna,
uvédomime-li si, ze kuzelosecka zkoumaného svazku, ktera prochdzi bodem D',
obsahuje tii body A, D, D', jez lezi v piimce. To znamen4, Ze tato kuzelosecka neni
regularni; je tudiz slozena z piimek AD a BC' a jeji pruseciky s piimkou p tvoii
také jeden par zminéné involuce. Véta Desarguesova plati tedy i pro singularni
kuzelosecky daného svazku a ty jsou zfejmé tvoreny protéjsimi stranami tiplného
¢tyirohu ABCD.

Véta 2.6.2* Tecny vedené ke kuzeloseckam tady s (a, b, ¢,d) z bodu, ktery nelezi na
zadné z primek a, b, ¢, d, tvori involuci, tzv. involuci Desarguesovu.

Desarguesovy véty uzivame pii konstrukci kuzelosecky svazku, ktera se piimky p

dotyka. Bod dotyku této kuzelosecky je totiz samodruznym bodem Desarguesovy invo-

luce.

Veéta 2.6.3 Jestlize v Desarguesové involuci bodu na primce p existuji dva rizné
samodruzné body, pak v daném svazku kuZelosecek existuyi dvé kuZelosecky, pro které
je primka p tecnou. Pritom body dotyku jsou prdavé samodruiné body Desarguesovy
imvoluce.

Véta 2.6.3" Jestlize v Desarguesové involuci piimek v bodé P existuji dvé ruzné
samodruzné piimky, pak v dané tadé kuzelosecek existuji dvé kuzelosecky, které
prochézeji bodem P. Pritom tecény téchto kuzelosecek v bodé P jsou pravé sa-

modruzné piimky Desarguesovy involuce.

H

Uloha 2.6.1 Urcete kuzelosecky svazku S (A, B, C, D) dotykajici se dané pifmky
p.

Resend (Obr. 2.6.8): V daném svazku existuji dvé rizné singuldrni kuzelosecky,
[AC|U[BD]a|AD|U[BC|. Tyto kuzelosecky protinaji piimku p v bodech
M, M', N, N', které urcuji Desarguesovu involuci bodu. Samodruzné body X,Y
této involuce jsou body dotyku hledanych kuzelosecek svazku S (A, B,C, D) a
piimky p. Body X, Y urc¢ime pomoci Steinerovy kruznice k. Hledané kuzelosecky
jsou tedy jednoznacné urceny péti svymi body A, B,C, D, X, resp. A, B,C,D,Y.
(V obrazku je z duvodu piehlednosti zakreslena pouze kuzelosecka urcéend body
A, B, C, D, X).

85




Obr. 2.6.8

2.7 Afinni a metrické vlastnosti kuzelosecek

Pfi studiu afinnich a metrickych vlastnosti kuzelosecek pracujeme s nevlastnimi prvky,
rovnobéznosti a metrikou. Déle tedy budeme projektivni rovinou rozumét rozsitenou

eukleidovskou rovinu.

2.7.1 Afinni klasifikace kuzelosecek

Definice 2.7.1 Kuzelosecku nazyvame elipsou, jestlize neprotina nevlastni primku.
Kuzelosecku nazyvame parabolou, jestlize méa s nevlastni pfimkou spoleény prave
jeden bod (dotykovy).

Kuzelosecku nazyvame hyperbolou, jestlize protind nevlastni ptimku ve dvou bodech.

Z této definice plyne, ze nevlastni piimka neni tecnou elipsy ani hyperboly. Pro
elipsu a hyperbolu lze tedy uvazovat involuci sdruzenych polu na nevlastni primce a

pomoci ni rozhodnout o jaky typ kuzelosecky se jedna.

Véta 2.7.1 KuzZelosecka je elipsou, resp. hyperbolou, prdavé tehdy, kdyzZ na nevlastni
primce své roviny indukuje eliptickou, resp. hyperbolickou, involuci sdruZenych poli.
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Véta 2.7.2 Kuzelosecka je parabolou prdve tehdy, kdyzZ je mevlastni primka jeji

tecnou.

H

Uloha 2.7.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Urcete typ
kuzelosecky.

Resend (Obr. 2.7.1): Typ kuzelosecky urcime tak, Ze zjistime pocet pruseciki
kuzelosecky s nevlastni primkou. Zvolime dva body D, E a z nich promitneme
ostatni body projektivnimi svazky. Pary odpovidajicich si pruseciktu piimek téchto
svazku s nevlastni pfimkou tvori soumistnou projektivitu fad. Pomoci Steinerovy
kruznice k urc¢ime pocet samodruznych bodu této projektivity. Dostdvame pro-
jektivni kvadratické soustavy bodu k (a, 8,7, ...),k (/, 5,7/, ...). Direkéni osa o
protina Steinerovu kruznici k£ ve dvou bodech y, 1, dana kuzelosecka je tedy hy-
perbola.

Obr. 2.7.1

2.7.2 Stred a asymptoty kuzelosecky

Definice 2.7.2 P4l nevlastni primky vzhledem k elipse, resp. hyperbole, se nazyva
stred elipsy, resp. stred hyperboly.

U paraboly stied nezavadime, jelikoz nevlastni piimka je te¢nou paraboly a jeji pdl
tedy prisluSnym bodem dotyku, ktery je nevlastni. Pro elipsu ani pro hyperbolu neni
nevlastni ptimka jeji te¢nou, pél nevlastni primky vzhledem k témto kuzeloseckam tedy
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neni incidentni s nevlastni primkou a je bodem vlastnim. Pro stfed hyperboly a elipsy

dokazeme dulezitou vlastnost.

Veéta 2.7.3 Elipsa a hyperbola jsou soumeérné podle svého stredu. Jiny stred soumér-

nosti nemaji.

Diikaz: Necht piimka p prochédzi stfedem S kuZelosecky a protind tuto kuzelosecku
v bodech A, A’. Oznac¢ime-li prusecik piimky p s nevlastni piimkou jako S., pak z
polarnich vlastnosti plyne, ze (AA’SS,) = —1 a tedy (AA’S) = —1. Stied S je tedy
stredem tsecky AA’. Obréacené stfed soumérnosti musi byt ziejmé poélem nevlastni
primky. Ke kazdé ptimce vsak vzhledem k dané kuzelosecce existuje pravé jeden jeji
pol. Jediny stied soumeérnosti elipsy, resp. hyperboly, je tedy jeji stied.

O

Definice 2.7.3 Elipsa a hyperbola se nazyvaji stredové kuzelosecky. Parabola se
nazyva nestredovd kuzelosecka.

Definice 2.7.4 Tec¢na kuzelosecky v jejim nevlastnim bodé se nazyva asymptota

kuzelosecky.

Pocet asymptot u jednotlivych kuzelosecek plyne ihned z definice 2.7.1 Elipsa nema
s nevlastni piimkou zadny spolecny bod, neexistuje tedy zadna jeji realna asymptota.

Véta 2.7.4 Hyperbola md dvé asymptoty a jejich prusecik je stiedem hyperboly.

Jedind asymptota paraboly je nevlastni primka dané roviny.

Diikaz: Pro parabolu véta plyne piimo z véty 2.7.2 Dokazeme tedy pouze, ze prusecik
asymptot hyperboly je jejim stifedem. Asymptoty jsou tecny v nevlastnich bodech, jejich
prusecik je tedy dle véty 2.5.1* pélem nevlastni primky. P6l nevlastni piimky je vsak
podle definice 2.7.2 stied kuzelosecky.

OJ

Vedle involuce sdruzenych poélu na nevlastni piimce, muzeme studovat také involuci
sdruzenych polar prochazejicich stredem kuzelosecky. Pro elipsu je tato involuce elip-
ticka, tedy bez samodruznych piimek. Pro hyperbolu je naopak hyperbolicka, existuji
v ni tedy dvé samodruzné piimky. Lze dokézat, ze samodruzné piimky této involuce
jsou pravé asymptoty dané hyperboly.

i
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Uloha 2.7.2 Hyperbola je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi
body U, V... Sestrojte jeji asymptoty u, v.

Obr. 2.7.2

Reseni (Obr. 2.7.2): Asymptoty u,v sestrojime jako teény v nevlastnich bodech
U, V. uzitim Pascalovy véty. Ozna¢cime A =1,B=2,C=4,U, =3,V , =5=
6 a sestrojime Pascalovu primku p = a7, kde a = 12N 45,~v = 34 N 61. Hledana
asymptota v prochazi bodem § = 23 Np a bodem V... Asymptotu u sestrojime
analogicky.

Uloha 2.7.3 Kuzelosecka je déna tfemi vlastnimi body A, B,C a stiedem S.

Sestrojte dalsi body a tecnu kuzelosecky.

Resend (Obr. 2.7.3): Dalii body A’, B', C" kuzelosecky sestrojime jako body sou-
mérné sdruzené s body A, B,C podle sttedu S kuzelosecky. Teénu kuzelosecky
sestrojime pomoci Pascalovy véty. Ozna¢ime A = 1 = 6,A' = 5,B = 2, B’ =
4,C = 3 a sestrojime Pascalovu piimku p = a.. 3. Hledana teéna a kuzelosecky
prochéazi bodem v = 34 N p.

Obr. 2.7.3
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Uloha 2.7.4 Hyperbola je ddna asymptotami w,v a teénou a. Sestrojte bod
dotyku A tecny a.

Obr. 2.7.4

Reseni (Obr. 2.7.4): Bod A sestrojime pomoci Brianchonovy véty. Oznaéime u =
t1 = ty,a = t3 = ty,v = t5 = tg a sestrojime Brianchonuv bod g = 14 N 25, kde
1=t1Nty,2 =tyNt3,4 =1t4Nt5,5 = t5Ntg. Hledany bod A uréime jako prusecik
piimky a s ptimkou /6.

2.7.3 Prumeéry kuzelosecek

Definice 2.7.5 Vlastni piimka, jejiz pdl vzhledem k dané kuzelosecce je bod ne-

vlastni, se nazyva prumeér kuzelosecky.

Z této definice je zirejmé, ze ke kazdé kuzelosecce existuje nekoneéné mnoho jejich
pruméru. 7 polarnich vlastnosti kuzelosecek snadno odvodime nasledujici véty pro

pruméry kuzelosecek.

Veéta 2.7.5 Prumeéry stredové kuZelosecky prochdzeji jejim stredem a obrdcené, kazdad

primka prochdzejici stredem kuZelosecky je jejim prumérem.

Véta 2.7.6 Praméry paraboly jsou navzdjem rovnobézné. Jejich spoleény nevlastni

bod je bodem dotyku nevlastni primky a paraboly.
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Véta 2.7.7 Spojnice pruseciku dvou tecen kuzZelosecky se stredem usecky, jejimiZ

krajnimi body jsou body dotyku téchto tecen, je prumeér kuzelosecky.

Diikaz: Necht ti,ty jsou dvé tecny téze kuzelosecky s body dotyku Ti,T,. Oznacme
P =t Ntyap=TT, Bod P je ztejmé pdélem piimky p. Oznacime-li ()., nevlastni
bod piimky p, pak jeho polara ¢ vzhledem k dané kuzelosecce prochazi bodem P a
protind piimku p v bodé Q'. Sta¢i tedy dokazat, ze bod Q' je stifedem usecky T;T5.
Body T3, T, @', Q.. tvoii harmonickou ¢tverici a jelikoz bod Q.. je nevlastni plati také
(T'T,Q') = —1. Bod Q' je tedy sttedem tsecky T175.

O

Dveé tecny stredové kuzelosecky mohou byt navzajem rovnobézné, jejich prusecikem
je pak nevlastni bod. Spojnice bodu dotyku téchto te¢en je tedy polarou nevlastniho
bodu ¢ili prumérem této kuzelosecky. K parabole nelze vést navzajem rovnobézné tecny,
jelikoz je nevlastni primka tecnou paraboly a tedy kazdym nevlastnim bodem muze

prochézet nejvyse jedna vlastni tecna.

Veéta 2.7.8 Spojnice stredi rovnobéznijch tétiv kuzelosecky je jeji prumér.

Obr. 2.7.5

Diikaz: Necht vsechny navzdjem rovnobézné tétivy prochdzeji nevlastnim bodem P, .
Potom polara p tohoto bodu je prumérem dané kuzelosecky. Staci tedy dokazat, ze
piimka p prochézi sttedy rovnobéznych tétiv. Zvolme libovolnou tétivu a, ktera protina
kuzelosecku v bodech A, A" a piimku p v bodé P,. Pro body A, A’, P,, P.. plati
(AAP,P,.) = —1 atedy (AA'P,) = —1. Bod P, je tedy stiedem usecky AA’.

O

Stred kuzelosecky je mozné urcit napriklad jako prusecik dvou jejich prumeéru ¢i
jako pol nevlastni primky. Ke konstrukci sttedu kuzelosecky lze také vyuzit nasledujici
veéty.
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Véta 2.7.9 Stred kuzelosecky je stredem involuce sdruZengjch poli, kterou kuzelosecka

indukuje na kterémkoli svém pruméru, ktery neni asymptotou.

Vedle sdruzenych pdélu lezicich na pruméru kuzelosecky, muzeme také studovat pary
sdruzenych polar prochazejicich stredem kuzelosecky. Dostavame fadu vlastnosti, které
lze vyuzit pti konstrukci sttedovych kuzelosecek.

Definice 2.7.6 Dva prumeéry stredové kuzelosecky, které jsou jejimi sdruzenymi

polarami, se nazyvaji sdruzené pruméry.

Véta 2.7.10 Dwvojice sdruzengjch prumeéru stredové kuzelosecky tvori involuci primek
indukovanou kuZeloseckou ve svém stredu.

U elipsy je tato involuce eliptickd. U hyperboly je hyperbolicka, pricemzZ samodruzné
primky této involuce jsou jeji asymptoty.

Z vlastnosti hyperbolické involuce piimek ihned plyne, Zze asymptoty hyperboly
oddeéluji harmonicky kazdé dva jeji sdruzené prumeéry. Z polarnich vlastnosti kuzelosecek
muzeme také odvodit, ze kazdd dvojice sdruzenych pruméru kuzelosecky tvoii spolu s
nevlastni primkou polarni trojuhelnik této kuzelosecky. Obracené také plati, ze kazdy
poléarni trojuhelnik kuzelosecky, jehoz jednou stranou je nevlastni primka, obsahuje
dvojici sdruzenych pruméru. Dalsi vlastnosti sdruzenych pruméru plynouci z polarnich
vlastnosti uvadéji nasledujici véty.

Veéta 2.7.11 Kazdy ze dvou sdruzenych pruméru stiedové kuzelosecky puli jeji tétivy

rovnobézné s druhym prumérem.

Veéta 2.7.12 Kazdd primka polarné sdruZend s prumérem stredové kuzZelosecky je
rovnobéznd s jejim sdruzenym primérem.

Véta 2.7.13 Uhlopfz’éky rovnobézniku stredové kuzelosecce opsaného jsou sdruZenymsi
pruméry této kuzelosecky.

92




Obr. 2.7.6

Diikaz: Strany rovnobézniku tvoii uplny ¢tyfstran, jehoz diagondlni trojuhelnik obsa-
huje nevlastni primku. Stied kuzelosecky je tedy vrcholem diagonalniho trojihelniku a
diagonalni trojihelnik je polarnim trojihelnikem. Strany tohoto trojihelniku prochazejici

sttedem kuzelosecky jsou tedy sdruzené prumery.
OJ

Pro rovnobéznik kuzelosec¢ce vepsany plati podobnd véta. V jejim dukazu bychom
vysli z vlastnosti uplného ¢tyirohu a jeho diagondlniho trojuhelniku.

Obr. 2.7.7
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Véta 2.7.14 Stredni pricky rovnobézniku vepsaného stredové kuzelosecce jsou jeji
sdruzené prumeéry.

Definice 2.7.7 Pruseciky kuzelosecky se svym libovolnym priumérem se nazyvaji
krajni body pruméru.

Veéta 2.7.15 Dva pruméry stredové kuzelosecky jsou sdruzené prdve tehdy, kdyz

tecny sestrojené v krajnich bodech jednoho pruméru jsou rovnobézné s druhym pri-

merem.

Dukaz:

(1) Necht m,m’ jsou sdruzené pruméry kuzelosecky a body M., M’ jejich pdly. O-
znacme My, My krajni body pruméru m a mgq, msy tecny v téchto bodech. Tecna
my, resp. ms, je polarné sdruzena s primkou m, jelikoz primka m prochazi pélem
My, resp. M, piimky mq, resp. my. Tetny mq, mo tedy prochézeji nevlastnim
bodem M, kterym v8ak podle piedpokladu prochézi také prumeér m’. Piimky

m’, my, my jsou tedy navzdjem rovnobézné.

(2) Necht m,n jsou prumeéry kuzelosecky a teény my, msy sestrojené v krajnich bodech
pruméru m jsou rovnobézné s prumérem n. Teény mq, my opét prochazeji pélem
M, pruméru m. Jelikoz je piimka n podle predpokladu rovnobézna s tecnami
my1, Mg, musi prochazet stejnym nevlastnim bodem, tedy bodem M, . PAl pruméru
m lezi na pruméru n, tudiz pél pruméru n musi lezet na pruméru m a tedy dané
pruméry jsou sdruzené.

g

Véta 2.7.16 Spojnice kteréhokoli bodu stredové kuZelosecky s krajnimi body jejiho
libovolného prumeéru jsou rovnobézné se sdruZenymi pruméry této kuzelosecky.

Tato véta je dusledkem véty o stfednich prickach rovnobézniku vepsaného kuzelosecce
(véta 2.7.14).

Véta 2.7.17 Spojnice kteréhokoli bodu stredové kuZelosecky s krajnimi body libo-
volného pruméru protinaji prdavé s nim sdrueny prumér ve dvou sdruzengch pdlech.

94



Obr. 2.7.8

Diikaz: Necht m,n jsou sdruzené prumeéry, body M;, M, krajni body priméru m a
bod A libovolnym bodem kuzelosecky. Urcéime-li na kuzelosec¢ce bod B tak, aby platilo
AB|| My M,, pak body A, B, My, M, tvori uplny ¢tyiroh kuzeloseéce vepsany. Nevlastni
bod N, primky m je diagonalnim bodem tohoto ¢tyfrohu a primka n je jeho diagonalni
stranou. Na piimce n tedy lezi zbyvajici diagonélni vrcholy P = AM;Nn, P' = AMsNn,
pricemz tyto vrcholy jsou sdruzenymi poly vzhledem ke kuzelosecce.

4

Na pruméru kuzelosecky tak dostavame involuci sdruzenych poélu uréenou stredem
kuzelosecky a dvojici odpovidajicich si pélu. Je-li tato involuce hyperbolicka, muzeme
sestrojit jeji samodruzné body, které jsou krajnimi body daného pruméru.

Pro parabolu nemé smysl zavadét pojem sdruzenych prumeért, jelikoz jsou vSechny

jeji pruméry rovnobézné. Z polarnich vlastnosti vsak muzeme pro parabolu odvodit
podobné vlastnosti jako pro stiedové kuzelosecky.

Definice 2.7.8 Smér piimek polarné sdruzenych s prumérem paraboly se nazyva

smeér sdruZeny s timto prumérem.

Veéta 2.7.18 Kazdy smér v roviné paraboly, ktery neni smérem pruméru této para-

boly, je sdruzen pravé s jednim prumérem této paraboly.

Diikaz: Méjme dan libovolny smeér s ruzny od sméru prumeéru dané paraboly. VSechny
primky daného smeéru S necht prochéazeji bodem S,,. K bodu S, existuje pravé jedna
polara s vzhledem k dané parabole, ktera je navic jejim prumérem. Na piimce s lezi
vSechny poély primek patiici sméru Sa obracené, kazdy bod lezici na piimce s ma polaru
sméru s. Smeér s je tedy sdruzen pravé s prumérem s paraboly.

U
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Bod dotyku vlastni teény a paraboly je pélem této tecny, prumér prochazejici timto
bodem je tedy prumeér sdruzeny se smérem této tecny. Pro tétivy paraboly plati opét

podobna véta jako pro tétivy sttedové kuzelosecky.

Veéta 2.7.19 Prumeér paraboly puli vSechny jeji tétivy rovnobéiné se smérem s nim

sdruzenym.

Obr. 2.7.9

Na kazdém svém pruméru indukuje parabola involuci sdruzenych polu. Tato involuce
je vzdy hyperbolicka a méa tedy dva samodruzné prvky, které jsou opét body paraboly.
Jelikoz je jednim samodruznym bodem této involuce nevlastni bod, plati pro druhy

samodruzny bod nasledujici véta.

Véta 2.7.20 Necht q je libovolny primeér paraboly a body P, P’ jsou dva rizné
sdruzené poly lezici na tomto pruméru q. Potom stred isecky PP’ je bodem para-
boly. (Obr. 2.7.9)

Konstrukce 2.7.1 Sestrojte involuci sdruzenych prumeéru, pripadné asymptoty kuze-
losecky urcené péti body A, B,C, D, E.

Reseni(Obr. 2.7.10): Spojnici AE vedeme rovnobézku bodem B a Pascalovou vétou
urc¢ime jeji druhy prusecik B’ s danou kuzeloseckou. Spojnice stfedu rovnobéznych tétiv
AFE a BB’ je podle véty 2.7.8 prumér m dané kuzelosecky. Jiny jeji prumeér uréime touz
konstrukci, opakujeme-li ji na priklad pro tétivy rovnobézné s piimkou AD, ziskdme
tak prumér n. Jsou-li pruméry m,n spolu rovnobézné, je touto kuzeloseckou parabola
a hledani involuce sdruzenych pruméru v tomto pripadé odpada. V opaéném ptipadé
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je prusecik pruméru m,n stfedem kuzelosecky, jimz prochdzi prumér m’ sdruzeny s
prumérem m, ktery sestrojime jako primku vedenou stfedem kuzelosecky rovnobézné
s piimkou AFE. Podobné prumér n’ sdruzeny s prumérem n je rovnobézny s piimkou
AD. Dvéma pary m,m’ a n,n’ je involuce sdruzenych prumeéru urcena; jeji samodruzné
piimky jsou hledané asymptoty. V nasem pripadé se jedna o elipsu a asymptoty by byly
imaginarné sdruzené ptrimky.

Obr. 2.7.10

i

Uloha 2.7.5 Kuzelosecka je déna tremi vlastnimi body A, B,C a stiedem S.

Urcete involuci sdruzenych prumeéru.

Reseni (Obr. 2.7.11): K bodiim A, B, C' sestrojime podle stiedu S kuzelosecky
stredové soumérné body A’ B',C’. Body A, B, A’, B', resp. B,C, B’,C’, jsou vr-
choly rovnobézniku kuzelosecce vepsanych. Dle véty 2.7.14 jsou tedy stfedni pricky
téchto rovnobézniku sdruzenymi prumeéry. Dostdavame tak dva péary sdruzenych

pruméru m, m’ a n,n’, které urcuji involuci sdruzenych prumeéru.
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Obr. 2.7.11

Uloha 2.7.6 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi tecnami a,b,c a stiedem S.

Urcete involuci sdruzenych prumeéru.

Obr. 2.7.12

Reseni (Obr. 2.7.12): K tetndm a,b, ¢ sestrojime podle stiedu S kuzelosecky
stredové soumérné tecny a, b, . Piimky a,b,a’, b, resp. b,c, b, ', uréuji rov-
nobézniky kuzelosecce opsané. Dle véty 2.7.13 jsou ihlopticky téchto rovnobéznik
sdruzenymi pruméry. Dostavame tak dva pary sdruzenych pruméru m,m’ a n,n’,

které urcuji involuci sdruzenych prumeéru.

Uloha 2.7.7 Kuzelosetka je ddna pérem sdruzenych priméri m,m’, krajnimi
body M, M, pruméru m a bodem A. Sestrojte krajni body pruméru m’.

Reseni (Obr. 2.7.13): Z bodu A kuzelosecky promitneme krajni body M, M,
pruméru m na prumér m’. Dostaneme tak body P, P, které tvoii involutorni par
sdruzenych pélu vzhledem ke kuzelosecce (véta 2.7.17). Jelikoz se jedna o hy-
perbolickou involuci, muzeme sestrojit (konstrukce 1.11.2) jeji samodruzné body
M, M}, které jsou krajnimi body pruméru m'.
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Obr. 2.7.13

Uloha 2.7.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte
jeji stred S.

Obr. 2.7.14

Reseni (Obr. 2.7.14): Bodem C vedeme pifmku ¢ rovnobéznou s pifmkou AB
a pomoci Pascalovy véty na ni sestrojime prusecik C’ s danou kuzeloseckou. (V
obrazku z duvodu prehlednosti neni tato konstrukce vyznacena). Dostaneme tak
dvé rovnobézné tétivy kuzelosecky. Podle véty 2.7.8 je spojnice m stiedu téchto
tetiv prumeér kuzelosecky. Obdobné sestrojime také prumér n kuzelosecky. Jelikoz
jsou prumeéry m, n ruznobézné, nemuze byt dand kuzelosecka parabolou a prusecik

téchto prumeéru je tedy hledanym stfedem S kuzelosecky.

Uloha 2.7.9 Kuzelosetka je déna stiedem S a polarnim trojihelnikem PQR.

Urcete involuci sdruzenych prumeéru.

99



Obr. 2.7.15

Reseni (Obr. 2.7.15): Sestrojime primér m’ = PS a jeho nevlastni bod oznaéime
M, . Hledany prumér m, ktery je sdruzeny s prumérem m’, je ziejmé polarou
nevlastniho bodu M. . Prumér m’ prochézi stifedem S a pdélem P, jeho pdl je
tedy prusecikem primek n., , p, tedy nevlastnim bodem piimky p, kde ptimka p je
polarou bodu P. Jelikoz polara m’ prochézi bodem M., musi také polara m bodu
M., prochézet bodem M’ . Hledany prumér m sdruzeny vzhledem ke kuzelosecce
s prumérem m’ je tedy rovnobézny s piimkou p. Analogicky sestrojime sdruzené
prumeéry n,n’ = @QS. Involuci sdruzenych pruméru méte tedy uréenu dvéma pary

odpovidajicich si pruméru.

2.7.4 Osy kuzelosecek

Definice 2.7.9 Piimky, které tvoii pravouhly par involuce sdruzenych pruméru
sttedové kuzelosecky, se nazyvaji osy kuzelosecky.

Prumeér paraboly, ktery je kolmy ke sméru s nim sdruzenym, se nazyva osa paraboly.

Drtive nez se budeme zabyvat poctem os u jednotlivych kuzelosecek, je treba mnozinu

vsech elips rozdélit na dvé disjunktni skupiny.

Definice 2.7.10 Elipsu, ktera ve svém stfedu indukuje pravouhlou involuci sdruze-

nych prumeéru, nazyvame kruznici.

Pro stredové kuzelosecky lze pocet os odvodit z vlastnosti involuce svazku piimek.
Pro parabolu staci uvazovat vétu 2.7.18
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Véta 2.7.21 Kazdd parabola ma prdve jednu osu. KaZda stredovd kuZelosecka, kterd

nent kruznici, md prdve dvé osy. Kazda kruznice mad nekoneéné mnoho os.

Nasledujici véta plyne pro stredové kuzelosecky z vlastnosti sdruzenych prumeéru a
pro parabolu z vlastnosti pruméru sdruzenych se smérem. Kazdy prumér paraboly puli
jeji tétivy, které patii sméru sdruzenému. A kazdy prumér stiedové kuzelosecky puli

tétivy rovnobézné s prumérem k nému sdruzenym.

Veéta 2.7.22 Kuzelosecka je soumérnd podle své osy a obrdcené osy kuzelosecky jsou
jejgi jediné osy soumeérnosti.

Definice 2.7.11 Vlastni pruseciky kuzelosecky s kazdou jeji osou se nazyvaji vrcholy
kuzelosecky. Teény ve vrcholech se nazyvaji vrcholové tecny.

Parabola ma tedy pravé jeden vrchol a pravé jednu vrcholovou teénu. Kazdé stredova
kuzelosecka, ktera neni kruznici, ma nejvyse ¢tyti vrcholy. Diive nez odvodime pfesny
pocet vrcholu u sttedovych kuzelosecek, je tteba dokazat dulezitou vlastnost vnitinich
bodu kuzelosecky. Pricemz vnitinim bodem kuzelosecky rozumime takovy bod pro-
jektivni roviny, kterym neprochézi zadna tecna této kuzelosecky a jeho polara tedy ne-
protina kuzelosecku. Vnéjsim bodem kuzelosecky, pak rozumime bod, kterym prochazeji

pravé dveé tecny.

Véta 2.7.23 KazZda primka prochdzejici vnitrnim bodem kuzelosecky je jeji secnou.

Diikaz: Necht @ je libovolny vnitini bod kuzelosecky a p libovolnd piimka, kterd jim
prochazi. Necht dale pifmka p protind poldru ¢ bodu @ vzhledem ke kuZeloseéce v bodé
Q. Body Q, Q' lezici na p jsou tedy polarné sdruzené a soucasné body P, @Q’, kde P je
pol primky p, jsou polarné sdruzené na ptrimce gq. Zvolme libovolny bod T' kuzelosecky
a sestrojme tecnu t v tomto bodé. Ozna¢me R = pNt. Polara » bodu R prochazi body
P, T a protind piimku p v bodé R’. Body R, R’ lezici na p jsou opét polarné sdruzené.
Mame tedy danu involuci sdruzenych pélu na piimce p. Staci dokéazat, ze tato involuce
je hyperbolickéd a tedy ze piimka p protina kuzelosecku v samodruznych bodech této
involuce. Oznacme M = gNt. Polara m bodu M prochéazi body @,T a protina primku
g v bodé M'. Body M, M’ lezici na piimce ¢ jsou polarné sdruzené. Na piimce ¢ mame
danu involuci sdruzenych pélu P, Q" a M, M’. Jelikoz je piimka ¢ poldrou vnitiniho bodu
kuzelosecky, je tato involuce eliptickd a dané dvojice bodu se oddéluji. Z toho plyne,
ze dvojice bodu M’ Q)" a M, P se navzijem neoddéluji. Dvojice bodu Q, Q)" a R, R’ se
tedy také navzajem neoddéluji, jelikoz jsou prumétem dvojic M', Q" a M, P. Involuce
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sdruzenych pélu na piimce p je tedy hyperbolicka a primka p protina kuzelosecku ve
dvou bodech, je tedy jeji se¢nou (Obr. 2.7.16). OJ

Obr. 2.7.16

Stred kuzelosecky jsme definovali jako pol nevlastni ptimky. Jelikoz nevlastni piimka
nema s elipsou zadny spoleény bod, je stied elipsy vnitinim bodem. Hyperbola protina
nevlastni pfimku ve dvou ruznych bodech, stred hyperboly je tedy jejim vnéjsim bodem.

Snadno jiz tedy odvodime véty o poctu vrcholu stfedovych kuzelosecek.

Veéta 2.7.24 Kazdy pramér elipsy ji proting ve dvou ruzngch bodech. Elipsa, kterd
nent kruznici, ma ctyri ruzné vrcholy. Kruznice md nekoneéné mnoho vrchol.

Veéta 2.7.25 7 kazZdého pdaru sdruzenijch prumeéru hyperboly, které nejsou asympto-
tami, ji protind prdve jeden prumeér. Hyperbola md dva ruzné vrcholy.

Ukéazalo se, ze je vyhodné na prumeérech, které neprotinaji hyperbolu, uvazovat
podobné body, jako v piipadé krajnich bodu prumeéru protinajicich hyperbolu. Téchto
bodu poté vyuzivame pii konstrukecich dalsich prvkua hyperboly.

Definice 2.7.12 Je-li involuce sdruzenych pélu na pruméru hyperboly eliptickd,
pak sdruzené pély incidentni s timto prumeérem, které jsou soumérné podle stiedu
hyperboly, se nazyvaji ndhradni krajni body tohoto prumeéru.

Z vlastnosti involuce sdruzenych prumeéru snadno odvodime, ze osy thla, které
sviraji asymptoty, jsou osy hyperboly. Asymptoty hyperboly jsou samodruznymi piim-
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kami a osy hyperboly jsou pravoihlym parem v této involuci. Charakteristika této in-
voluce je rovna —1, asymptoty a osy hyperboly tedy tvori harmonickou ¢tverici primek.

Jelikoz jsou osy hyperboly navzajem kolmé musi byt osami thl, které sviraji asymptoty.

Konstrukce 2.7.2 Involuce je ddna dvéma pary odpovidajicich si ptimek a,a’ a b, b'.
Sestrojte pravouhly par piimek oy, 0o této involuce.

Obr. 2.7.17

Postup (Obr. 2.7.17) : Sestrojime libovolnou kruznici k se stfedem O prochézejici
sttedem involutornich svazku S. Primky svazku protinaji tuto kruznici v involutornich
kvadratickych soustavach bodu. Direkénim stredem P téchto soustav prochazeji vsechny
spojnice odpovidajicich si bodu v dané involuci. Odpovidajici si body y, x’ kvadra-
tickych soustav, ve kterych kruznici k protind pravoihly par oy, 0o, uréime jako krajni
body pruméru OP kruznice k.

H

Uloha 2.7.10 Parabola je déna tfemi vlastnimi body A, B, C a nevlastnim bo-
dem U, . Sestrojte osu o paraboly.
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Obr. 2.7.18

Reseni (Obr. 2.7.18): Nevlastni bod U, urcuje smér hledané osy. Bodem A vedeme
piimku a kolmou ke sméru osy a pomoci Pascalovy véty na ni uréime bod A’.
Parabola je soumérna podle své osy, hledana osa o tedy prochézi stredem X
usecky AA'.

Uloha 2.7.11 Kuzelosecka je dana stredem S, osou o; a dvéma vlastnimi body

E, F. Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.

Obr. 2.7.19

Reseni (Obr. 2.7.19): Sestrojime body E’, F’ soumérné sdruzené s body E,F
podle osy 0. Ctvefice bodu E, F, F’, E' tvoii Gplny ¢tyiroh kuzeloseéce vepsany,
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jeho diagondlni vrcholy P, P’ lezi na ose o;. Body P, P’ jsou sdruzenymi poly
v involuci pélu na piimce o0p. Jelikoz je mocnost této involuce kladna, muzeme
sestrojit jeji samodruzné body A a B, které jsou hledanymi vrcholy kuzelosecky
na ose o01. Stejnou konstrukcei lze provést i pro osu os a tim ziskat vrcholy C, D.
Zadana kuzelosecka je tedy elipsou.

Uloha 2.7.12 Kuzelosecka je dana sttedem S, osou 07 a te¢nou e s bodem dotyku
E. Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.

Reseni (Obr. 2.7.20): Sestrojime bod E’ a te¢nu ¢’ soumérné sdruzené s bodem
E a tecnou e podle osy o;. Piimky e, e’ se protinaji na ose o; v bodé P, ktery
je pélem piimky p = E'E’. Prusecik piimky p s osou o; oznacime P’. Body P, P’
jsou sdruzenymi pély vzhledem k dané kuzelosecce. Involuce sdruzenych polu na
ose 01 urcend stiredem kuzelosecky S a odpovidajicimi si body P, P’ je hyperbo-
lickd. Lze tedy sestrojit jeji samodruzné body A, B, které jsou hledanymi vrcholy
kuzelosecky. Na ose o0y kuzelosecky dostavame eliptickou involuci, osa 0, tedy

neprotina kuzelosecku. Kuzelosecka je tedy hyperbolou.

OZ s

Obr. 2.7.20

Uloha 2.7.13 Kuzelosetka je dana stfedem S, osou o; a pdlem P s polarou p.
Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky:.

Reseni (Obr. 2.7.21): Oznaéime Q' = o, N p. Polira ¢ bodu Q' vzhledem ke
kuzelosecce prochazi polem P piimky p a pélem O, primky o;. Prusecik ptimek o,
a ¢’ oznac¢ime Q. Polara ¢ bodu @ je uréena body O, a @)'. Dostavame tak dvojici
odpovidajicich si pélu v involuci sdruzenych pélu na ose o;. Samodruzné body
A, B této involuce jsou hledanymi vrcholy kuzelosecky na ose o;. Analogickym
postupem sestrojime také vrcholy C, D na ose 0s.
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Obr. 2.7.21

Uloha 2.7.14 Parabola je dédna osou o a dvéma vlastnimi body A, B. Sestrojte
vrchol V' paraboly.

Resend (Obr. 2.7.22): Sestrojime body A’, B’ soumérné sdruzené s body A, B podle
osy o. Body A, B', B, A’ tvoii uplny ¢tyiroh parabole vepsany, jehoz diagonalni
vrcholy P, P’ lezi na ose o. Body P, P’ jsou sdruzenymi p6ly v involuci pélu na
ose 0. Samodruznymi body této involuce jsou pruseciky osy o s parabolou, tedy
nevlastni bod V. osy o, a hledany vrchol V' paraboly. Vrchol V' je stfedem tsecky
PP’ jelikoz pro body P, P',V,V_ plati (PP/VVO’O) = —latedy (PPV)=—1.

Obr. 2.7.22

Uloha 2.7.15 Parabola je dédna osou o a tecnou a s bodem dotyku A. Sestrojte
vrchol V' paraboly.
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Obr. 2.7.23

Resent (Obr. 2.7.23): Sestrojime bod A’ a teénu @’ soumérné sdruzené s bodem
A a tecnou a podle osy o. Piimky a,a’ se protinaji na ose o v bodé P, ktery
je pélem piimky p = AA’. Prusecik piimky p s osou o oznac¢ime P’. Body P, P’
jsou sdruzenymi poly v involuci polu na ose o. Hledany vrchol V' paraboly je tedy
(stejné jako v predchozi dloze) stiedem usecky PP’

Uloha 2.7.16 Parabola je dédna osou o a pdélem @) s polarou q. Sestrojte vrchol
V' paraboly.

Obr. 2.7.24

Resent (Obr. 2.7.24): Oznacime P’ = oNg. Polara p’ bodu P’ vzhledem k parabole
prochézi pélem @ piimky g a pélem O, piimky o. Prusecik piimek o a p’ oznacime
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P. Poléra p bodu P je uréena body O, a P'. Dostavame tak dvojici odpovidajicich
si polu v involuci sdruzenych poéli na ose o. Samodruzny vlastni bod V' této

involuce, tedy stied tusecky PP’, je hledanym vrcholem paraboly.

Uloha 2.7.17 Elipsa je dédna sdruzenymi pruméry m,n s krajnimi body M, M’
a N, N'. Sestrojte osy o1, 09 a vrcholy A, B,C, D elipsy.

Resent (Obr. 2.7.25): Krajnimi body M, M’, resp. N, N', vedeme pifmky n”,n/,
resp. m”, m/, rovnobézné s piimkou n, resp. m. Piimky m’,n’,m”, n” tvoii rov-
nobéznik elipse opsany. Uhlopfiéky q,r tohoto rovnobézniku jsou dalsimi sdru-
zenymi prumeéry dané elipsy. Mame tak danu involuci sdruzenych prumeéru, ve
které jsou hledané osy o1, 09 elipsy pravouhlym parem sdruzenych prumeéru (kon-
strukce 2.7.2). Vrcholy A, B, C, D sestrojime stejné jako v uloze 2.7.11.

Obr. 2.7.25

Uloha 2.7.18 Hyperbola je dédna sdruzenymi prumeéry m,n s krajnimi body
M, M’, resp. ndhradnimi krajnimi body N, N’. Sestrojte asymptoty u,v hyper-
boly.
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Obr. 2.7.26

Resend (Obr. 2.7.26): Body M, M’, resp. N, N, vedeme pifmky ¢, ¢, resp. m”, m/,
rovnobézné s prumérem m, resp. n. Hledané asymptoty jsou thlopticky rov-
nobézniku o strandch tt'm’m”. Oduvodnéni vyplyva z nésledujiciho. Oznacme
P = m/Nt. Polara p bodu P prochézi body N, M, jelikoz bod N je pélem piimky
m’ a bod M je pélem piimky ¢t. Oznacme x = PS. P6l X, piimky x dostaneme
jako prusecik polary p bodu P s nevlastni primkou, tedy poldrou stiedu S. Jelikoz
je piimka z uhlopiickou rovnobézniku se stranami ¢, m/,t',m” a piimka p spoj-
nici stfedu vedlejsich stran tohoto rovnobézniku, jsou tyto primky rovnobézné.
Bod X, tedy lezi na piimce x. Protoze piimka x prochéazi jak stiredem S hyper-
boly, tak i svym pélem X vzhledem k této hyperbole, je tato primka hledanou
asymptotou u hyperboly. Podobnou tivahou bychom dosli k zavéru, ze asymptota
v hyperboly je druhou thlopfickou rovnobézniku se stranami ¢, m’, ¢, m”.

Uloha 2.7.19 Parabola je dana tecnami a,b s body dotyku A, B. Sestrojte osu
o a vrchol V' paraboly.
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Obr. 2.7.27

Reseni (Obr. 2.7.27): Nejprve sestrojime primér ¢ dané paraboly jako spojnici
pruseciku P danych teCen a,b se stiedem tétivy AB, kde A, B jsou body do-
tyku danych tecen a, b na zakladé véty 2.7.7. Jeden ze zpusobu, kterym budeme
pokracovat, nam umozni rychlé sestrojeni vrcholu V' dané paraboly. Sestrojime
rovnobézky qi,qs s primkou ¢ prochazejici body A, B, coz jsou pruvodice bodu
A, B. Bodem P vedeme piimku kolmou k pruméru ¢, ktera protne primky ¢, ¢o
v bodech A’, B'. Prusecik spojnic A’BaBA’ je vrchol V', jenz ovSem lezi na ose g.
Oduvodnéni toho zpusobu spoéiva v tom, ze bod P je direkénim stfedem pro-
jektivnich svazku pifmek A(ql,...) ::: B(q2,...), jez vytvareji nasi parabolu.
Piimce m; = AB’ v této projektivnosti odpovidd piimka mo, = BA’, takze bod
V' je skuteéné bodem dané paraboly. Abychom ukézali, ze je to jeji vrchol, se-
strojime v ném te¢nu v uzitim Pascalovy véty, pri cemz ocislovani volime tak, ze
V=1=2A=3,B =6 a nevlastni bod pruméru ¢, ktery je bodem dotyku
nevlastni tecny, je bod 4., = 5. . Pascalovou piimkou je pak spojnice A’B’ a
tecna v je s ni rovnobézna. Tedy te¢na v je kolméa na prumeér ¢, a proto je to tecna

vrcholova.

2.7.5 Ohniska kuzelosecky

V kazdém bodé projektivni roviny, ktery nelezi na kuzelosecce, indukuje dana kuzelo-
secka involuci sdruzenych poldr. V této involuci sdruzenych polar existuje bud prave
jeden pravouhly par, nebo je dana involuce pravothla.

Definice 2.7.13 Bod, v némz kuzelosecka indukuje pravoihlou involuci sdruzenych

polér, se nazyva ohnisko kuZelosecky. Znacime F'.

Stted kruznice je zfejmé jejim ohniskem, jelikoz navzdjem kolmé sdruzené pruméry
kruznice jsou soucasné sdruzenymi polarami. Oproti tomu kuzelosecka, ktera neni kruz-
nici, indukuje ve svém stiedu involuci sdruzenych prumeéru, kterd neni pravouhla. Jeji
stted tedy neni ohniskem. Dale lze odvodit, Ze ohnisko libovolné kuzelosecky je bod
vlastni, jelikoz piimky incidentni s nevlastnim bodem jsou rovnobézné, a tedy nemohou

tvorit pravothlou involuci.

Véta 2.7.26 Prumér kuzelosecky, ktery prochdzi jejim ohniskem, je osou této kuze-

losecky.

Diikaz: Pro kruznici a parabolu tvrzeni zfejmé plati. Necht je tedy ddna stiedova
kuzelosecka, kterd neni kruznici, jeji ohnisko F' a stfed S. Pdl pruméru F'S je ne-
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vlastni bod, vSechny polary sdruzené s touto piimkou timto bodem prochazeji a jsou
tedy navzajem rovnobézné. Prumér F'S kuzelosecky a prumér s nim sdruzeny v involuci
sdruzenych pruméru ve sttedu S tedy tvori pravoihly par této involuce a tedy také osy
kuzelosecky.

g

Tato véta nezarucuje existenci zadného ohniska, pouze tika, kde pripadna ohniska
lezi. Vyslovime tedy vétu, diky které lze pocet ohnisek jednotlivych kuzelosecek snadno
odvodit.

Veéta 2.7.27 Méjme kuzelosecku, kterd meni kruznici. Potom pdry bodu, které na
kazdé jeji ose vytinaji dvé k sobé kolmé sdruzené poldry, tvori involuci. Je-li kuZelosec-
ka stredovd, pak jeji stred je stredem kaZdé z téchto involuci; na jedné ose je involuce
hyperbolickd a jeji samodruzné body jsou ohniska, na druhé ose je eliptickd. Je-li
kuzelosecka parabola, je tato involuce hyperbolickd, pricemzZ jeden jeji samodruzny
bod je nevlastni bod osy a druhy je ohnisko paraboly.

Jako primy dusledek této véty dostdvame vétu o poc¢tu ohnisek kuzelosecek.

Veéta 2.7.28 Kazda stredova kuzelosecka, ktera nent kruznici, md dvé ruzna ohniska,
jejich spojnice je osou této kuzelosecky. Parabola md jedno ohnisko.

V pravouhlé involuci polar nemuze existovat piimka, kterd by byla tecnou kuzelosecky:.
Ohnisko tedy nelezi na kuzelosecce a ani neni jejim vnéjsim bodem. Kazdé ohnisko ku-
zelosecky je tedy jejim vnitinim bodem. Jelikoz ohniska stredové kuzelosecky, ktera

neni kruznici, lezi pouze na jedné z os, budeme tyto osy navzajem rozliSovat.

Definice 2.7.14 Osu stiedové kuzelosecky, ktera neni kruznici, prochazejici jejimi

ohnisky nazyvame hlavni osou. Osu, na které ohniska nelezi, nazyvame vedlejsi osou.

Pro hyperbolu tak dostavame néasledujici vétu plynouci z toho, ze kazdé ohnisko je
vnitinim bodem své kuzelosecky.

Véta 2.7.29 Hlavni osa hyperboly protind tuto hyperbolu ve dvou ruzngjch vrcholech,
vedlejsi osa ji neprotind.
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Definice 2.7.15 Vzdalenost ohniska od stredu kuzelosecky se nazyva excentricita
(vystrednost) kuzelosecky. Znacime ji e. Vzdalenost vrcholu na hlavni ose od stfedu
kuzelosecky se nazyva délka hlavni poloosy. Znacime ji a. Vzdalenost vrcholu elipsy
na vedlejsi ose od stiedu elipsy se nazyva délka vedlejsi poloosy. Znacime ji b. Délkou
vedlejsi poloosy hyperboly rozumime kladné éislo b takové, ze —b? je mocnost involuce
sdruzenych polu na jeji vedlejsi ose, Cislo 2a, resp. 2b, je délka hlavni, resp. vedlejsi
osy kuzelosecky.

Muzeme tedy vyslovit dobfe znamou vétu eukleidovské geometrie. Tuto vétu opét
uvedeme bez dukazu, jelikoz se zde vyuziva poznatku z dukazu véty 2.7.27.

Veéta 2.7.30 Jsou-li a,b délky hlavni a vedlejsi poloosy stredové kuZelosecky a e jeji

vijstrednost, plati pro elipsu rovnice €* = a® — b* a pro hyperbolu €* = a® + b*.

Jelikoz jsou délka b vedlejsi poloosy a vystiednost e u stiedové kuzelosecky vzdy
kladné, plati pro elipsu vztahy a > b, e < a a pro hyperbolu vztah e > a.

Definice 2.7.16 Obdélnik, jehoz vrcholy jsou pruseciky vrcholovych te¢en hyperboly
s jejimi asymptotami, se nazyva charakteristicky obdélnik hyperboly.

Veéta 2.7.31 Délky stran charakteristického obdélniku hyperboly o poloosdch a,b jsou
2a, 2b.

Ziejmeé tedy také plati, ze thloptricky charakteristického obdélniku hyperboly s
vystrednosti e maji délku 2e. Prusecik téchto uhlopricek je stted hyperboly, jelikoz
uhlopricky jsou asymptoty. Z téchto vlastnosti ihned plyne nasledujici véta.

Veéta 2.7.32 Ohniska hyperboly jsou pruseciky jeji hlavni osy s kruznici, kterd je
opsdana jejimu charakteristickému obdélniku.

Veéta 2.7.33 Kruznice opsand trojuhelniku, jehoZ jedna strana je na vedlejsi ose
stredové kuzelosecky, kterd neni kruznici, a druhé dvé jsou kterékoli jeji dvée kolmé

sdruzené poldry, protind hlavni osu v ohniskdch této kuZelosecky.
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Obr. 2.7.28

Driikaz: (Obr. 2.7.28) Necht p,p’ jsou libovolné navzdjem kolmé sdruzené poldry vzhle-
dem k dané stfedové kuzelosecce, kterd neni kruznici, a jejich pruse¢ik M necht nelezi
na vedlejsi ose této kuzelosecky. Oznacme pruseciky D, D’ polar p,p’ s vedlejsi osou
kuzelosecky. Body D, D’ jsou dle véty 2.7.27 odpovidajici si body v involuci na vedlejsi
ose. Piimka ¢’ kolm4 ke spojnici ¢ bodu D, F a prochézejici tymz ohniskem Fj je oviem
jeji sdruzenou poldrou. Dvojice piimek ¢, ¢’ tedy protind vedlejsi osu ¢’ v paru bodové
involuce. Protoze jeden bod takového paru je bod D, druhym bodem je nutné bod
D', to znamen4, ze piimka ¢’ prochdzi bodem D’. Oba pravothlé trojihelniky DM D’ a
DF; D" maji tedy spole¢nou preponu, proto body M a Fj lezi na kruznici nad pramérem
DD'. O

Definice 2.7.17 Piimka prochézejici bodem dotyku tecny s kuzeloseckou a kolma k
této tecné se nazyva normdla kuzZelosecky.

Tecna kuzelosecky a jeji normaéla jsou kolmymi sdruzenymi polarami vzhledem k této
kuzelosecce. Véta 2.7.33 pro né tedy také plati, ¢ehoz vyuzivame zejména v piipadeé,
kdy mame sestrojit ohniska stfedové kuzelosecky dané osami a te¢nou s bodem dotyku.

Veéta 2.7.34 Ohnisko paraboly je stredem kazdé usecky, jejiz krajni body jsou na ose
paraboly vytaty kolmymi sdruZenymi poldrami, a tedy i kazdou jeji teénou a prislusnou

normdlou.
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Diikaz: Necht p,p’ jsou libovolné navzijem kolmé sdruzené poldry vzhledem k dané
parabole, jejichz prusecik nelezi na ose této paraboly. Oznaéme pruseciky D, D’ polar
p,p’ s osou paraboly. Body D, D’ jsou opét (dle véty 2.7.27) odpovidajici si body v
involuci na ose paraboly. Jelikoz je nevlastni bod osy paraboly jednim samodruznym
bodem této involuce, musi byt druhy samodruzny bod, tedy ohnisko, stfedem kazdé
usecky s krajnimi body v odpovidajicich si bodu v involuci na ose paraboly, tedy i
usecky DD, O

Definice 2.7.18 Polara ohniska kuzelosecky se nazyva ridici primka kuZelosecky.

Kruznice ma pravé jednu fidici piimku a to piimku nevlastni. Kazda stfedova
kuzelosecka, ktera neni kruznici, ma praveé dvé ridici piimky. Parabola ma praveé jednu
fidici pfimku a tato pifimka je vzdy vlastni. Jelikoz je ohnisko kuzelosecky vzdy jejim

vnitinim bodem, je fidici ptimka vzdy nesec¢nou kuzelosecky.

Véta 2.7.35 Je-li d vzddlenost stredu kuzZelosecky, kterd meni kruznici, od Tidici

primky, pak je d - e = a?.

Tato véta plyne z toho, ze libovolné ohnisko a prusecik hlavni osy s polarou to-
hoto ohniska tvoii odpovidajici si par v involuci s mocnosti a? a stiedem ve stfedu
kuzelosecky. Z vlastnosti involuce sdruzenych pélu na ose paraboly muzeme také odvo-
dit vétu pro ohnisko paraboly.

Véta 2.7.36 Vrchol paraboly je stredem tsecky s krajnimi body v jejim ohnisku a

pruseciku Tidici primky s osou.

Veéta 2.7.37 Pomér vzddlenosti libovolného vlastniho bodu kuZelosecky, kterd nent
kruznici, od jejtho ohniska a od ridici primky, kterd je polarou tohoto ohniska, je

konstantnd.

Diikaz: (Obr. 2.7.29) Necht F je ohnisko a f jeho poldra vzhledem k dané kuzelosecce.
Na kuzelosecce zvolme libovolné dva ruzné vlastni body M, N a sestrojme teény m,n
v téchto bodech. Oznacme R prusecik tecen m,n. Polara » bodu R vzhledem k dané
kuzelosecce je urcena body M, N. Ozna¢me P = fNr a sestrojme polaru p = F'R bodu
P. Déale ozna¢me P’ = f N p a opét sestrojme polaru p’ = FP bodu P’. JelikoZ jsou
piimky p, p’ sdruzené polary prochazejici ohniskem F', jsou navzdjem kolmé. Oznacéme
Q = pnNraq= PR. Body P, @ jsou sdruzenymi p6ly na piimce r, plati tedy (M N PQ) =
—1.
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Obr. 2.7.29

Promitneme-li body M, N z bodu F piimkami myg, ng, pak také plati (monop'p) =
—1. Jelikoz jsou piimky p, p’ navzdjem kolmé a harmonicky sdruzené s primkami mg, ng,
jsou primky p,p’ osy uhlu piimek mg, ng. Promitneme-li body M, N, P, ) rovnobézné
s piimkou p na pfimku f do bodu M', N', P, P', plati (M'N'PP’) = —1. Sestrojime-li
piimky m’ = FM' n’ = FN', pak piimky p, p’ jsou opét osy thlu téchto primek. Z uve-
denych vlastnosti vyplyva, ze [{NFN'| = |{MFM'| a |[{FMM'| = |{FNN'|, tedy ze
trojuhelniky M FM', NFN' jsou podobné. Promitneme-li body M, N kolmo na piimku
f do bodu My, Ny, jsou také trojuhelniky M M’'M;, N N'N; podobné. Dostavame tedy
nasledujici rovnosti

|MF| INF| | M M| INN'|
= a =
(MM’ [NN'| © [MM|  |[NNMN|
IMF|  |[NF| N \MF|  |[NF)|
p|MM,|  p[NNy| = [MM| [NN;|

— p= MM/ = plMM|, [NN'| = p|NN,|

a tedy

Protoze body M, N byly dva libovolné ruzné body nasi kuzelosecky a |MF| je
vzdélenost bodu M od ohniska a |M M;| je vzdélenost bodu M od fidici piimky, mé
pomeér |MF| : |M M;| hodnotu nezavislou na volbé bodu M na nasi kuzelosecce a je

tedy pro vSechny body kuzelosecky konstantni. O

7 osové soumeérnosti podle vedlejsi osy u stredovych kuzelosecek plyne, Ze tento
pomér vzdalenosti nezavisi na volbé ohniska. Pro kazdou kuzelosecku, ktera neni kruznici,
tedy dostavame jedinou hodnotu tohoto pomeéru vzdalenosti.
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Definice 2.7.19 Pomér vzdalenosti libovolného vlastniho bodu kuzelosecky, ktera

neni kruznici, od jejiho libovolného ohniska a piislusné fidici primky se nazyva ciselnd

vystrednost kuzelosecky a znacime ji €. Ciselnd vystiednost kruznice je rovna 0.

Vrchol paraboly je stejné vzdalen od jejiho ohniska a jeji tidici primky, ¢iselnd
vystiednost paraboly je tedy rovna 1. Pro vSechny vlastni body paraboly tedy plati, ze
jsou stejné vzdaleny od jejiho ohniska a tidici ptimky. Zbyva ukazat, zda kazdy vlastni
bod projektivni roviny, ktery ma stejnou vzdalenost od ohniska i od fidici primky, je

bodem paraboly.

Veéta 2.7.38 Kazdy vlastni bod paraboly md od jejiho ohniska a od ridici primky
steynou vzdalenost. KazZdy vlastni bod roviny, ktery je stejné wvzdalen od ohniska a

ridict primky paraboly, je bodem dané paraboly.

Diikaz: Prvni ¢ast véty plyne piimo z predchozich ivah. Dokazeme tedy, ze kazdy vlastni
bod projektivni roviny, jehoz vzdélenosti od ohniska a od idici piimky jsou sobé rovny,
je bodem paraboly. Dikaz rozdélime na dva ptipady.

1. Necht bod X je stejné vzdalen od ohniska F a iidic{ piimky f dané paraboly a
soucasné je vnéjsim bodem této paraboly. Necht tsecka F'X protind parabolu v
bodé A. Oznaéme X’ pravouhly prumét bodu X na piimku f. Dostavame tak

nasledujici rovnost
I XX'| = |FX|=|XA|+ |AF|,|AA| = |AF| = | X X'| = |[AX| + |AA"].

Bod A je tedy bodem tusecky X X’ a soucasné dle predpokladu také bodem tsecky
FX. Useéky X X', FX nemohou byt rovnobézné, plati tedy A = X, coz je spor
s predpokladem, ze X je vnéjsim bodem paraboly.

2. Necht bod Y je stejné vzddlen od ohniska F a fidici pfimky f dané paraboly a
soucasné je vnitinim bodem této paraboly. Ozna¢me Y’ pravoihly prumét bodu
Y na pifmku f. Necht dsecka Y'Y’ protind parabolu v bodé B. Dostavame tak

nasledujici rovnost
|FY|=|YY'|=|YB|+ |BY'|,|BY'| = |BF| = |FY| = |YB| + |BF|.

Bod B je tedy bodem tsecky FY a soucasné bodem tsecky YY’. Jelikoz vSak
usecky YY’ FY nemohou byt rovnobézné, musi platit B = Y, coz je spor s
predpokladem, ze Y je vnitinim bodem paraboly.
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Dokazali jsme, ze kazdy vlastni bod, ktery je stejné vzdalen od ohniska a fidici
piimky paraboly, je bodem dané paraboly. O

Stredové kuzelosecky, které nejsou kruznici, maji pravé dvé ohniska a pravé dveé
fidici ptimky, pro libovolny bod X této kuzelosecky musi byt tedy splnéna rovnost

XA _|XF
XX XX O

kde Fi, F3 jsou ohniska a X7, X5 pravouhlé pruméty bodu X na ptislusné ridici primky.

Jelikoz jsou tidici pfimky navzajem rovnobézné dostavame nasledujici rovnosti

pro elipsu | X X| + | X X5| = 2d, pro hyperbolu ‘|XX1| — | X Xs|| = 2d.

Musi byt tedy splnény také rovnosti

| XEy| + | X F

(X P — | X B
[ XX | = [X X

pro elipsu = ¢, pro hyperbolu ,

a tedy také
pro elipsu | X Fy| + | X Fy| = 2de = 2a, pro hyperbolu ’\XFlf - \XFQI‘ = 2de = 2a.

Soucet vzdalenosti libovolného bodu elipsy, kterd neni kruznici, od jejich ohnisek je
tedy konstantni. A absolutni hodnota rozdilu vzdélenosti libovolného vlastniho bodu
hyperboly od jejich ohnisek je také konstantni. Odvodili jsme tedy nésledujici véty pro
body elipsy a pro vlastni body hyperboly.

Veéta 2.7.39 FElipsa, kterd neni kruznici, je mnozina vlastnich bodu, jejichz soucet
vzddlenosti od dvou ruzngch pevngch vlastnich bodu F, Fy je konstantni a je roven

délce jeji hlavni osy.

Véta 2.7.40 Viastni body hyperboly jsou body, jejichZ rozdil vzdalenosti od dvou

ruznych pevnych vlastnich bodu je konstantni a je roven délce jeji hlavni osy.

Pro stredové kuzelosecky, které nejsou kruznici, je splnéno 2de = 2a a soucasné
d-e = a®. 7 téchto rovnosti snadno dostavame rovnost ¢ = €. Jelikoz pro elipsu plati
také e < a, je ciselna vystfednost elipsy mensi nez 1. Pro hyperbolu naopak plati e > a,
¢iselnd vystrednost hyperboly je tedy vétsi nez 1.

Véta 2.7.41 Nechf ¢ je ¢iselnd vistrednost kuzelosecky. Je-lie € (0;1), je kuZelosecka
elipsou. Je-li e = 1, je parabolou. Je-li e € (1;00), je hyperbolou.

i
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Uloha 2.7.20 Kuzelosecka je dana osami 01,09 a tecnou a s bodem dotyku A.
Sestrojte ohniska F, F5 kuzelosecky.

Obr. 2.7.30

Reseni (Obr. 2.7.30): V bodé A sestrojime normélu n kuzelosecky. Pimky a,n
protinaji osy 01,02 v bodech C,C" € 01 a D,D" € 0. Body C,(C", resp. D, D',
tvori involutorni par bodu v involuci na primce oy, resp. oy. Jelikoz stied S je
bodem tsecky DD’ je involuce na piimce o, eliptickd, a tedy piimka oy je vedlejsi
osou kuzelosecky. Sestrojime kruznici k& s prumérem DD’. Kruznice k protina
osu 0y v ohniskdch Fj, Fy kuzelosecky (véta 2.7.33). Ohniska lze také sestrojit
pomoci involuce bodu na ose 0;. Bod S je stredem této involuce a body C,C’
tvoii involutorni par. Samodruzné body této involuce jsou hledanymi ohnisky
kuzelosecky (véta 2.7.27).

Uloha 2.7.21 Parabola je déana osou o a tecnou a s bodem dotyku A. Sestrojte
ohnisko F' paraboly.




Obr. 2.7.31

Reseni (Obr. 2.7.31): V bodé A sestrojime normélu n paraboly. Pifmky a,n
protinaji osu o paraboly v bodech D, D’. Hledané ohnisko F' paraboly je stifedem
usecky DD’ (véta 2.7.34).

Uloha 2.7.22 Kuzelosecka je dana osami 01, 0o a pélem P s polarou p. Sestrojte
ohniska Fi, Fy kuzelosecky.

Obr. 2.7.32

Resent (Obr. 2.7.32): V bodé P sestrojime pifmku n kolmou k pifmce p. Pifmky
n,p protinaji osy o1, 09 v bodech C,C" € 01 a DD’ € 09. Piimky p, n jsou kolmé
sdruzené polary, body C, C’, resp. D, D', tedy tvoii involutorni pary bodu v invo-
luci na piimce o7, resp. o09. Involuce na oy je eliptickd, piimka o, je tedy vedlejsi
osou kuzelosecky. Sestrojime kruznici k s prumérem DD’. Tato kruznice protina
osu o7 v hledanych ohniskach Fy, Fy kuzelosecky (véta 2.7.33).

Uloha 2.7.23 Parabola je dana osou o a pélem P s polarou p. Sestrojte ohnisko
F paraboly.

119



Obr. 2.7.33

Resent (Obr. 2.7.33): V bodé P sestrojime pifmku n kolmou k pifmce p. Pifmky
n, p jsou kolmymi sdruzenymi polarami vzhledem k dané parabole a protinaji osu
o paraboly v bodech D, D'. Hledané ohnisko F' paraboly je dle véty 2.7.34 stfedem
usecky DD

Uloha 2.7.24 Kuzelosecka je dana tfemi te¢nami a, b, ¢ a ohniskem F'. Sestrojte

osu o kuzelosecky.

Obr. 2.7.34

Reseni (Obr. 2.7.34): Oznaéime Q = a Nb a sestrojime pifmku p = QF. V
ohnisku F' sestrojime piimku p’ kolmou k p. V bodé @ sestrojime piimku p”, tak
aby platilo (abpp”) = —1. Piimky p, p/, resp. p, p”, jsou sdruzené polary vzhledem
k dané kuzelosecce. Prusecik P piimek p/,p” je tedy pdlem piimky p. Jelikoz
polara p prochazi ohniskem F', lezi jeji pdl P na polate f ohniska F', tedy na fidici
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piimce. Stejnym postupem pro bod R = b N ¢ urcime pél M piimky m = RF.
Ridici pifmka f kuzelosecky je tedy uréena body M, P. Hledand osa o prochazi
ohniskem F' a je kolma k primce f.

Uloha 2.7.25 Kuzelosecka je dana tecnou a s bodem dotyku A, te¢nou b a oh-

niskem F'. Sestrojte osu o kuzelosecky.

Resend (Obr. 2.7.35): Oznaéime Q = aNb a sestrojime pifmku p = QF. V ohnisku
F sestrojime piimku p’ kolmou k p. V bodé @ sestrojime piimku p”, tak aby
platilo (abpp”) = —1. Pifmky p, p/, resp. p,p”, jsou sdruzené polary vzhledem k
dané kuzelosecce. Prusecik P piimek p/, p” je tedy pélem primky p. Jelikoz poléara
p prochazi ohniskem F’ lezi jeji pél P na polafe f ohniska F', tedy na fidici piimce.
Sestrojime piimku m = AF a v ohnisku F' sestrojime piimku m’ kolmou k m.
Piimky a,m’ jsou sdruzené polary vzhledem k dané kuzelosecce, jejich prusecik
M je tedy pélem piimky m. Piimka m prochézi ohniskem F', fidici ptimka f
tedy prochazi bodem M. Hledand osa o prochazi ohniskem F a je kolma k ptimce
f=MP.

Obr. 2.7.35
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Piilohy

Uloha 2.1.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte jeji dalsi
bod.

E ,,,,,,
D A7
A
*A\\ //// B

Uloha 2.1.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. V jednom z danych
bodu sestrojte tecnu.

,
/
/
+ O
/
/
/

/
/
/
w F
/
/
3
M

Uloha 2.1.3 Kuzelosecka je dana ¢tyimi vlastnimi body A, B, C, D a te¢nou ¢ v bodé
C. Sestrojte dalsi bod a te¢nu kuzelosecky.

>
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Uloha 2.1.4 Kuzelosecka je ddna tfemi vlastnimi body A, B, C a te¢nami b, ¢’ v bodech
B, C'. Sestrojte jeji dalsi bod.

Uloha 2.1.5 Kuzelosetka je dana dvéma vlastnimi te¢nami a, b s vlastnimi body do-
tyku A, B a nevlastni tecnou c,, . Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Uloha 2.1.6 Kuzelosecka je urc¢ena ¢tyfmi vlastnimi te¢nami a, b, ¢, d a bodem dotyku
A na tecné a. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky:.
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Uloha 2.1.7 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi tecnami a, b, c, d,e. Sestrojte dalsi
tecnu a néktery bod dotyku.

Uloha 2.1.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte pruseciky
kuzelosecky s danou piimkou p.

***********************

Uloha 2.1.9 Kuzelosetka je ddna péti viastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte priseciky

s nevlastni primkou.
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Uloha 2.1.10 Kuzelosetka je dana péti vlastnimi tecnami a, b, c,d, e. Sestrojte tecny
kuzelosecky z daného bodu P, ktery nelezi na zadné z danych tecen.

Uloha 2.2.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte dalsi
bod kuzelosecky.

Uloha 2.2.2 Kuzelosetka je ddna péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte tecnu
kuzelosecky v nékterém z danych bodu.

125



Uloha 2.2.3 Kuzelosetka je dana ctyrmi vlastnimi body A, B, C, D a tecnou d v bodé
D. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Uloha 2.2.4 Kuzelosetka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C a tecnami a, ¢ v bodech
A, C'. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

Uloha 2.2.5 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi body A, B,C a vlastni tecnou u s
nevlastnim bodem dotyku U, . Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.
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Uloha 2.2.6 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi
body U, V.. . Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

Uloha 2.2.7 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi

body U, , V... Sestrojte tec¢ny kuzelosecky v nevlastnich bodech.
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Uloha 2.2.8 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a jednim nevlastnim bo-

dem U, s nevlastni te¢nou. Sestrojte tecnu kuzelosecky v nékterém z danych vlastnich

bodu.

Uloha 2.3.1 KuZelosetka je dana péti vlastnimi tecnami a,b,c, d,e. Sestrojte dalsi
tecnu kuzelosecky.

Uloha 2.3.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi tecnami a, b, ¢, d, e. Sestrojte bod do-

tyku na jedné z nich.
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Uloha 2.3.3 Kuzelosecka je dana ¢tyfmi vlastnimi tecnami a, b, ¢, d a bodem dotyku
B na tecné b. Sestrojte dalsi bod dotyku.

Uloha 2.3.4 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, c a body dotyku A, B
na tecnach a,b. Sestrojte zbyvajici bod dotyku.

Uloha 2.3.5 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, c a body dotyku A, B
na tecnach a, b. Sestrojte dalsi tecnu.




Uloha 2.3.6 Kuzelosecka je dédna ctyimi vlastnimi tecnami a, b, ¢, d a nevlastnim bo-

dem dotyku D na tecné d. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Uloha 2.3.7 Kuzelosetka je dédna ¢tyimi vlastnimi tecnami a, b, ¢, d a nevlastnim bo-
dem dotyku D_, na tecné d. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

Uloha 2.3.8 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢, nevlastni tecnou n.,
a bodem dotyku C' na tecné c. Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.
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Uloha 2.3.9 Kuzelosecka je déna tfemi vlastnimi teénami a,b,c a vlastnim bodem

dotyku C' na tecné c. Sestrojte bod dotyku na nevlastni ptimce n.,.

Uloha 2.3.10 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a dvéma nevlastnimi
body dotyku A, , B, na teénach a,b. Sestrojte bod dotyku C' tec¢ny c.
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Uloha 2.5.1 Kuzelosecka je déna péti vlastnimi body A, B, C, D, E. K danému bodu
P sestrojte jeho polaru p.

A *
/

/

/

/

Uloha 2.5.2 Kuzelosecka je dédna péti vlastnimi tecnami a, b, c,d,e. K dané ptimce p

sestrojte jeji pol P.
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Uloha 2.5.3 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B,C' a pdlem P s polarou
p. Sestrojte dalsi body kuzelosecky.

Uloha 2.5.4 Kuzelosecka je dana tremi vlastnimi tecnami a, b, c a pélem P s polarou

p. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Uloha 2.5.5 Kuzelosecka je dana dvéma vlastnimi body A, B, tecnou a v bodé A a
polem P s polarou p. Sestrojte dalsi bod a tecnu.

133



Uloha 2.5.6 Kuzelosetka je ddna dvéma body A, B a polarnim trojihelnikem PQR.
Sestrojte dalsi body kuzelosecky.

Uloha 2.5.7 Kuzelosecka je ddna dvéma tecnami a, b a polarnim trojihelnikem PQR.
Sestrojte dalsi tec¢nu kuzelosecky:.
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Uloha 2.5.8 Kuzelosecka je dana polem M s polarou m a polarnim troj- tthelnikem
PQR. Sestrojte nékolik bodu kuzelosecky.

Uloha 2.5.9 Kuzelosecka je dana péti body A, B,C, D, E. Sestrojte pruseciky dané

piimky p s touto kuzeloseckou.

Uloha 2.7.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Urcete typ kuzelosecky.
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Uloha 2.7.2 Hyperbola je dana tfemi vlastnimi body A, B,C' a dvéma nevlastnimi
body U, V... Sestrojte jeji asymptoty u, v.

Uloha 2.7.3 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a stiedem S. Sestrojte
dalsi body a tecnu kuzelosecky.
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Uloha 2.7.4 Hyperbola je dana asymptotami u, v a tecnou a. Sestrojte bod dotyku A

tecny a.

Uloha 2.7.5 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B,C' a sttedem S. Urcete

involuci sdruzenych prameéru.

Uloha 2.7.6 Kuzelosetka je déna tfemi vlastnimi tecnami a, b, ¢ a stfedem S. Urcete

involuci sdruzenych prumeért.
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Uloha 2.7.7 Kuzelosecka je déna parem sdruzenych priméri m,m/, krajnimi body

My, My pruméru m a bodem A. Sestrojte krajni body pruméru m/'.

Uloha 2.7.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte jeji stred
S.

O
m

Uloha 2.7.9 Kuzelosetka je dédna stifedem S a polarnim trojihelnikem PQR. Urcete

involuci sdruzenych prameéru.
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Uloha 2.7.10 Parabola je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a nevlastnim bodem U, .

Sestrojte osu o paraboly.

Uloha 2.7.11 Kuzelosecka je déna sttedem S, osou 0 a dvéma vlastnimi body E, F'.

Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.
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Uloha 2.7.12 Kuzelosecka je dana sttedem S, osou 0; a te¢nou e s bodem dotyku E.
Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky:.

Uloha 2.7.13 Kuzelosecka je dana stiedem .S, osou 07 a pélem P s polarou p. Sestrojte
vSechny vrcholy kuzelosecky.

Uloha 2.7.14 Parabola je dana osou o a dvéma vlastnimi body A, B. Sestrojte vrchol
V' paraboly.
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Uloha 2.7.15 Parabola je dana osou o a tecnou a s bodem dotyku A. Sestrojte vrchol
V' paraboly.

Uloha 2.7.16 Parabola je ddna osou o a pdélem () s polarou ¢. Sestrojte vrchol V
paraboly.
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Uloha 2.7.17 Elipsa je ddna sdruzenymi praméry m, n s krajnimi body M, M’ a N, N'.

Sestrojte osy 01,09 a vrcholy A, B, C, D elipsy.

Uloha 2.7.18 Hyperbola je ddna sdruzenymi pruméry m,n s krajnimi body M, M’,
resp. nahradnimi krajnimi body N, N’. Sestrojte asymptoty u, v hyperboly.
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Uloha 2.7.19 Parabola je dana teénami a,b s body dotyku A, B. Sestrojte osu o a
vrchol V' paraboly.

Uloha 2.7.20 Kuzelosetka je dana osami oy, 09 a te¢nou a s bodem dotyku A. Sestrojte
ohniska Fi, Fy kuzelosecky.
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Uloha 2.7.21 Parabola je dana osou o a te¢nou a s bodem dotyku A. Sestrojte ohnisko
I paraboly.

Uloha 2.7.22 Kuzelosecka je dana osami 07,09 a pélem P s polarou p. Sestrojte oh-
niska F, Fy kuzelosecky.




Uloha 2.7.23 Parabola je dana osou o a pdélem P s poldarou p. Sestrojte ohnisko F
paraboly.

Uloha 2.7.24 Kuzelosecka je dana tfemi tecnami a, b, ¢ a ohniskem F'. Sestrojte osu o
kuzelosecky.

Uloha 2.7.25 Kuzelosetka je dana tecnou a s bodem dotyku A, tecnou b a ohniskem
F. Sestrojte osu o kuzelosecky.
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