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Predmluva

Tato skripta jsou urcena zejména studentiim navazujiciho studia matematic-
kych oborii na PfF UP v Olomouci. Jedna se o druhé pfepracované vydani ptivod-
niho textu , Teorie ¢isel“ z roku 1997. Predpoklada se znalost algebry v rozsahu
zékladniho kurzu, pficemz nékteré kapitoly je mozno studovat bez jakékoliv pred-
chozi pripravy, a lze tedy predpokladat, Ze skripta najdou uplatnéni i pfi vyuce
ve vybérovych seminéfich na stfednich skolach ¢i pfi pripraveé na feseni nékterych
uloh MO.

Jelikoz problematika teorie ¢isel je velice obsahla, bylo do né€j mozno zaradit
pouze nékteré vybrané partie.

Kapitola 1. je vénovana zavedeni zakladnich pojmt a fakti z teorie délitel-
nosti v oborech integrity, které jsou v nékterych smérech rozsirenim znalosti ze
zékladniho kurzu.

Ve druhé kapitole jsou studovana prvocisla zejména z hlediska jejich hustoty
v mnoziné N a prvocisla ve specialnich tvarech — Fermatova a Mersenneova.

Nejobsahlejsi 3. kapitola se zabyva fesenim nejriznéjsich typt kongruencénich
rovnic a jejich soustav pomoci aparatu fetézovych zlomki.

V kapitole 4. jsou zavedeny primitivni kofeny prvki a je ukdzana jejich uzi-
tecnost zejména pii feSeni exponencialnich kongruencnich rovnic.

Dalsi kapitola se zabyva moznostmi aproximace realnych ¢isel ¢isly racional-
nimi uzitim aparatu nekonec¢nych fetézovych zlomki. Teorie je aplikovana pii
feseni Pellovych rovnic.

Teorie iracionalnich a transcendentnich ¢isel patii k nejzajimavéjsim oblastem
matematiky a zabyva se ji kapitola 6.

S nékterymi vyznamnymi problémy aditivni teorie ¢isel je ¢tenar seznamen
v nasledujici kapitole a text je uzavien problematikou nékterych vlastnosti tzv.
kvadratickych téles.

Skripta jsou doplnéna kapitolou 9, v niZz jsou prezentovany nékteré zajimavé
(a pfitom snadno formulovatelné) problémy teorie ¢isel a nastinény dalsi perspek-
tivy vyvoje.

Cely text je doprovazen fadou TeSenych i nefeSenych uloh, které by meély
¢tenafi usnadnit pochopeni piislusné problematiky.

Unor 2014
autor
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Kapitola 1

Zakladni pojmy z teorie
délitelnosti v oborech integrity

Uvedme nejprve na uvod seznam zakladnich pojmi a tvrzeni, které 1ze nalézt
v kazdém zakladnim kurzu algebry.

e okruh:

— je algebraickd struktura R = (R, +, -, 0) se dvéma bindrnimi operacemi
+ a -, kde (R, +,0) je komutativni grupa, (R, -) je pologrupa a operace
- je distributivni vzhledem k operaci +

— okruh nazveme komutativni, je-li operace - komutativni

— pokud ma okruh neutralni prvek 1 vzhledem k operaci -, budeme jej
nazyvat okruh s jednic¢kou (nebo také unitarni)

— prvek a # 0 okruhu R nazveme netrivialni délitel nuly, existuje-li v R
prvek b # 0 takovy, ze a-b=0nebo b-a =0

e obor integrity:

— je kazdy alespon dvouprvkovy komutativni unitarni okruh, v némz
neexistuji netrivialni délitelé nuly

e téleso:
— je takovy okruh R = (R, +,-,0,1), kde (R \ {0},-,1) je grupa
e idedl v okruhu:

— neprazdna podmnozina I C R je idedl v okruhu R, plati-li:
1) YVa,bel:a—bel
2)VYael, VbeR:a-bel, b-acl
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— ideédl I # R nazveme maximalni, plati-li pro kazdy ideal J okruhu R
implikace  CJ C R= 1= Jnebo J =R

— ideal I okruhu R nazveme prvoideal, plati-li Va,b € R:

a-bel=a€lnebobel

e kongruence na okruhu:

— ekvivalence # na nosic¢i R okruhu R se nazyva kongruence na R, plati-li
tzv. substitu¢ni podminka:

Va,b,c,d € R: ((a,b) € 0) A ((¢,d) € 0) = ((a+c,b+d) €0, (a-c,b-d) € 0)

e faktorovy okruh R/I okruhu R dle ideélu I:

— je okruh na mnoziné R/I = {r + I,r € R}, kde pro prvek r € R je
r+1={r+i,i€ I}, s operacemi
(r+D@(s+1)=(+s)+1,
(r+1)o(s+1)=(r-s)+1.

1.1. V kazdém okruhu R plati:

— pro idedl I na R je relace 0; = {(x,y) € R* x —y € I} kongruence
na R

— pro kongruenci # na okruhu R je mnozina Iy = {z € R;(z,0) € 60}
ideal v R

— pro kazdy idedl I a kazdou kongruenci 6 na R plati 0, = 0 a Iy, = I,
tj. existuje vzajemné jednoznac¢ny vztah mezi kongruencemi a idealy.

1.2. Faktorovy okruh R/I unitarniho okruhu R dle idedlu I je

— téleso, praveé kdyz idedl I je maximalni

— obor integrity, pravé kdyz ideal I je prvoideal.

1.3. Prinik libovolného systému idealt okruhu R je opét idedl tohoto okruhu.
Pro danou podmnozinu M C R existuje nejmensi idedl I(M) v R obsahujici
mnozinu M, pricemz

I(M) = ({J; ] je idedl v R, M C J}.

Nazyvame jej idedl generovany mnozinou M. Idedly I({m}) = I(m) pro
m € M nazyvame hlavni.



Bud J = (J,+,0,-,1) obor integrity a a,b,c € J:

1.4

1.5

1.6

fekneme, Ze prvek a déli prvek b (zapisujeme a|b), existuje-li prvek c tak,
7Zeb=a-c

prvek j € J, pro ktery plati j|1, nazveme jednotka déleni v J

prvky a, b nazveme asociované, plati-li (alb) A (b|a), piSeme a || b

prvek d € J nazveme spolecny délitel (nasobek) prvki a, b, je-li (d|a) A(d|b)
((ald) A (b]d))

prvek d € J nazveme nejvétsi spolecny délitel prvka a, b, je-li d spolecny

délitel a pro kazdého dalsiho spole¢ného délitele d' prvki a,b plati d'|d;
piseme d = (a, b)

prvek n € J nazveme nejmensi spolecny nasobek prvki a,b, je-li n jejich
spoleény nasobek a pro kazdy spoleény nasobek n’ prvkia a,b plati n|n’;
piseme n = [a, b]

prvky a € J, pro které plati a || 1 nebo a || b, se nazyvaji trivialni délitelé
prvku b

nenulovy prvek, ktery neni jednotka a ma pouze trividlni délitele, nazyvame
ireducibilni (nerozlozitelny)

nenulovy prvek a, ktery neni jednotka, a pro ktery plati implikace
al(b- c) = ((alb) V (alc)),
nazyvame prvocinitel.

Prvek j € J je jednotka déleni v 7, pravé kdyz je prvek j invertibilni v 7,
tj. existuje prvek j~! € J. Mnozina J(J) vsech jednotek oboru integrity J
tvofi vzhledem k operaci - grupu.

Nejvétsi spoleény délitel (nejmensi spoleény nasobek) je v oboru integrity
J uren jednoznacné (pokud existuje) az na asociovanost, tj. jsou-li d,d’
nejvetsi spolecni délitelé (nejmensi spoleéné nasobky) prvka a,b € J, pak
d| d.

Kazdy prvocinitel oboru integrity 7 je ireducibilni prvek, opak vsak obecné
neplati.

Rekneme, 7e obor integrity J spliiuje podminku

existence ireducibilnich rozkladi (EIR), lze-li kazdy prvek a € J, a # 0,
a }f 1, rozlozit na soucin koneéného poctu ireducibilnich prvki.
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jednoznacnosti ireducibilnich rozkladi (JIR), jsou-li kazdé dva rozklady da-
ného prvku a = py - ... - pm = q1 - ... - ¢y v soucin ireducibilnich prvki
asociovany, tj. plati m = n a po vhodném usporadani prvki v rozkladech
plati p; || ¢ proi=1,...,n

prvocinitelovou (P), je-li kazdy ireducibilni prvek z J prvocinitel

existence nejuétsich spolecnych déliteld (ENSD), ma-li kazda dvojice prvkii

z J nejvétsiho spolec¢ného délitele

existence nejmensich spolecnych ndsobki (ENSN), méa-li kazda dvojice prvki
z J nejmensi spole¢ny nasobek

konecnosti vetézcii vlastnich délitelii (KRVD), je-li kazd4 posloupnost prvki

a1y ...,0Qn,... 7z J konecnd, kde pro kazdé 7 je a; je netrividlni délitel a;, 4

pro kazdé i

Obor integrity J nazveme

e Gaussiv, spliluje-li podminky (EIR) a (JIR)

e obor integrity hlavnich idedld (OIHI), je-li kazdy idedl v J hlavni

o cukleidovsky obor integrity (EOI), existuje-li takova funkce 6: J\ {0} — Ny,

1.7.

1.8.

1.9.

7e pro kazdé dva prvky a,b € J, b # 0, existuji prvky ¢,r € J tak, ze
a="0b-q+r, kde r = 0 nebo §(r) < 6(b) (takova funkce na J se nazyva
eukleidovska)

V kazdém oboru integrity plati tyto vztahy:

— (KRVD) = (EIR) — (G) = ((KRVD) A (ENSD))

— (P) = (JIR) — (G) & ((KRVD) A (P))

— (ENSD) < (ENSN) — (OIHI) = ((KRVD) A (ENSD))
— (ENSD) = (P) — (EOI) = (OIHI) = (Q)

V kazdém oboru integrity hlavnich idealt J jsou ekvivalentni podminky:

— prvek p € J je prvocinitel
— ideél I(p) je maximdlni
— ideél I(p) je prvoidedl.

V kazdém eukleidovském oboru integrity J lze nejvétsiho spolecného déli-
tele (a,b) prvki a,b € J, b # 0, najit pomoci tzv. Eukleidova algoritmu:

a =baptr, 5() < 8(0)
b =rq +r, 0(r2) < d(r1)
ric1 = Tiq; + Tig1, 0(riy1) < d(ri)
Tn—2 = Tp—1qn—1 + Tn, 6(Tn) < 5(7””*1)

'n—1 = Tndn,

10



pricemz (a,b) = (r1,b) = (r1,72) = ... = (rn_2,"n-1) = (Th_1,7Tn) = Tn.
Pro prvky a,b € J navic existuji prvky x,y € J tak, ze plati
@ m+boy=(ab).

1.10. Z je eukleidovsky obor integrity s eukleidovskou funkeci
0: Z\ {0} = N,0(2) = |z].

Cela ¢éast realného cisla

Mé¢jme déana cisla a,b € Z, b € N. Jelikoz obor integrity Z je dle 1.10. euklei-

dovsky, existuji ¢isla q,r € Z tak, ze plati
a=b-qg+r, 0<r<hb,

tj.
a_ .
b 1Ty
kde 0 < ; <lag< §<gqg+1L Cislo ¢ je mozné interpretovat jako nejveétsi
celé ¢islo neptevysujici zlomek §. Nazyvame jej celd cdst raciondlniho Cisla § a
znacime q = [§].

Pro realné ¢islo a podobné definujeme jeho celou ¢ast [a] jako nejmensi celé
¢islo neprevysujici a, tj.

o] <a<[a]+ 1.

Hledejme nyni mocninu prvocisla p, v niz vystupuje v kanonickém rozkladu ¢isla
n!. Vsech ¢isel mensich nez n délitelnych ¢islem p v pravé k-té mocniné je pravé

[ﬁ], tedy exponent prvocisla p v rozkladu ¢isla n! je prave

ord, n! = [E} + {%} +...+ [ﬁk},
p p p

kde k je nejvétsi pfirozené ¢islo vlastnosti p* < n.

Cviceni
1. Najdéte mocninu daného prvocisla v rozkladu daného cisla:
a)Tv89  b)5v313 ) 11v887  d)3v 569!
Urcete, kolika nulami kond¢i ¢isla 295! a 299!.
Najdéte kanonické rozklady ¢isel 10! a 20!.
Najdéte nejvétsi ptirozené ¢éislo z spliiujici vlastnost 137|201 - 202 - ... - 700.
Dokazte, ze [x +y] > [z] + [y] a obecné [x +y + ...+ 2] > [z] + [y] + ... + [2].
Dokazte, ze pro redlna éisla «, 8 plati [2a] 4+ [26] > [a] + [8] + [a + B].

(2m)! (2n)!
m!n!(m+m)!

Dokazte, ze pro libovolné realné ¢islo = a prirozené ¢islo n plati

Dokazte, ze pro pfirozena ¢isla m,n je ¢islo celé.

® N o otk W

[z] + {x—i—ﬂ +...+[m+nT_1} = [nx].

11



Okruhy zbytkovych tfid a kongruence v Z

Z 1.10 a 1.7 vyplyva, ze Z je oborem integrity hlavnich idedlt a kazdy ideal
v Z je tvaru I(n) = {k-n;k € Z} pro n € N. Kazda kongruence na Z je dle 1.1
tedy ve tvaru

Orny = {(2,y) € Z%: 2 —y € I(n)} = {(2,y) € Z*: n|z — y}.

Kongruenci 0,y byva zvykem znacit symbolem =, a vlastnost (z,y) € =, bu-
deme zapisovat
r=y (modn)

(¢teme x je kongruentni s y modulo n). Faktorové okruhy Z/ =, znacime Z,
a nazyvame okruhy zbytkoviych trid modulo n. Prvky okruhd Z, budeme znacit
symboly @ pro a € 7Z, pfitom Z, ma pravé n prvku. Operace v Z, jsou definovany
formulemi

a+b=a+b, a-b=a-b

V okruhu Z vzhledem k vlastnosti (FOI) splyvaji prvocinitelé a ireducibilni prvky
a nazyvaji se prvocisla. Rozlozitelné prvky v Z pak nazyvame cisla sloZend.

7 1.8 dale vyplyva, ze okruh Z, je télesem, praveé kdyz n je prvocislo, ptricemz
pro slozené n neni Z, ani obor integrity. (Pro¢?)

1.11 Zakladni vlastnosti kongruenci:
1) plati-li a =a’ (mod m), b =¥ (mod m), pak také
at+b=d +V (mod m), a-b=d-b (mod m).
Diikaz: Tato vlastnost je substitucni podminka relace =,,.

2) plati-li a = b (mod m), d|a, d|b, (d,m) =1, pak

(mod m).

SIS

a
d

Diikaz: Plati m|(a —b) = d - (a1 — b1), kde a; = §

, by = %. Vzhledem
k podmince (m,d) = 1 plati nutné m|(a; — by) = % — 2.

3) plati-lia=b (mod m), pak a-c=0b-c¢ (mod m - c).
Diikaz: Je-li m|(a —b), pak m-c[(a —b)-c=a-c—b-c.

4) plati-li a = b (mod m), d|a, d|b, djm, pak

2=t (%)

Diikaz: Jestlize polozime a; = 5, by

= g, my = %, pak z m|(a — b) plyne
mq - d’d . (a1 — bl), odkud m1|(a1 — bl)
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5) plati-li a = b (mod m;), kde {m;} je koneéna mnozina prvki z N, pak

a=b (mod [{m;}]).

Diikaz: 7 podminek m;|(a — b) plyne [{m;}]|(a — b).

6) plati-li a =b (mod m), d|lm, pak a =b (mod d).
Diikaz: 7 vlastnosti d|m, m|(a — b) plyne d|(a — b).

7) plati-li a = b (mod m), d|a, d|m, pak d|b.
Diikaz: Polozime-li a; = §, m; = %, pak z podminky m, - d|(a; - d — D)
plyne a; -d — b =my -d -t pro néjaké t € Z, odkud b = ay -d —my - d - t,
tj. d|b.

8) plati-li a = b (mod m), pak (a,m) = (b,m).
Diikaz: Dtisledek vlastnosti 7.

9) plati-lia-d=0b-d (mod m), pak a = b (mod md))
Diikaz: Necht k = (m,d),m; = 2,d, = E' Pak plati a-dy -k =0b-dy - k

k0
(mod my - k), odkud dle 4) dostaneme a - d; = b+ d; (mod m;). OvSem

(m1,dy) = 1, tedy dle 2) je a = b (mod my).

Nésledujici tvrzeni popisuje nedélitele nuly, resp. vSechny invertibilni prvky
v okruzich Z,,:

Véta 1.12. Necht n € N\ {1}, a € Z. Ndsledugici podminky jsou ekvivalentni:

(i)
(i) (a,n) =
) @

(iii

je nedélitel nuly v Z,,

a je invertibilni prvek v Z,

(iv) @ je generdtor grupy (Z,,+,0).

Diikaz: (i) = (ii) Necht @ je nedélitel nuly v Z,, a nechf (a,n) = d # 1. Pak
existuji prvky u,v € Z, u # n, tak, ze d-u=mn, a = d - v. Pak

a-u=v-d-u=v-n=v-0=0.

Jelikoz @ je nedélitel nuly, nutné @ = 0, spor.

(ii) = (iii) Plati-li (a,n) = 1, existuji dle 1.9 prvky z,y € Z takové, ze
a-z+n-y=1Pakoviema-Z+n-y=a-T=1,tedy T =a L.

(iii) = (i) Necht @ je invertibilni prvek v Z, a pro b€ Z,platia-b=0.
Vynéasobenim posledni rovnosti prvkem @—! dostaneme b = 0, tedy @ je nedélitel
nuly.
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(iv) = (i) Je-li @ generator uvedené grupy, pak fad prvku a je roven n (tj. je
roven fadu grupy). Nejmens{ p¥irozené ¢islo k vlastnosti k x @ = 0 je tedy k = n.
Pro0<b<n—1tudizb-a#0, odkud @ je nedélitel nuly.

(i) = (iv) Je-li @ nedélitel nuly, pak pro 0 < b < n —1je b-a # 0, tedy
nejmensi prirozené ¢éislo k, pro néz je k x a = 0, je k = n. O

Eulerova funkce

Dokazali jsme, Ze pocet invertibilnich prvki, resp. nedélitelti nuly, resp. rtz-
nych generatori grupy (Z,,+) je roven poctu pfirozenych ¢isel mensich nez n
nesoudélnych s n. Funkci ¢: N — N, ktera kazdému prirozenému ¢islu n € N pri-
fadi pocet prirozenych ¢isel mensich nez n a nesoudélnych s n, nazyvame Eulerova
funkce. Ukazme nékteré zékladni vlastnosti funkce ¢, vedouci k jejimu vycisleni
z kanonického rozkladu ¢isla n.

Véta 1.13. Je-li C cyklickd grupa 7ddu a, H cyklickd grupa 7ddu b a (a,b) = 1,
pak direktni soucin C x H je cyklicka grupa Tadu a - b.

Diikaz: Budte g, resp. h, generatory grupy C, resp. H. Jelikoz je (a,b) = 1, plati
[a-b] = a-b. Ukdzeme, Ze a - b je ¥ad prvku (g, h) v grupé C x H. Evidentné plati

(9. h)* = (g°°,h*) = (1, 1n).

Je-li ¢ nyni takové pfirozené ¢islo, ze plati (g,h)¢ = (1g,1ly), pak ¢¢ = 1g,
h¢ = 1p. Jelikoz a, resp. b, je f4d prvku g, resp. h, je nutné alc, blc, odtud
la,b] = a - blc. VSechny generatory grupy C x H jsou pfitom ve tvaru (g, h), kde
g, resp. h, je generator grupy C, resp. H. O

Disledkem je nésledujici véta.

Véta 1.14. Funkce ¢ je multiplikativni, tj. pro a,b € N, (a,b) =1, je

¢(a-b) = ¢(a) - $(b).

Diikaz: Pole dikazu pfedchozi véty 1.14 mé cyklickda grupa tadu a - b prave
¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b) navzdjem riznych generatort. O

Dalsim dtisledkem je pak véta:

Véta 1.15. Je-lin = pi* -...ph* kanonicky rozklad ¢isla n, pak plati
o - pt) = o) - d(pE"),

pricemz
o(p) = p —p !

Diikaz: Pfirozend ¢isla mensi nez p;*, ktera jsou s n soudélna, jsou pravé 1 - p;,
2-pi, ., PN py, aje jich tedy prave pliTt O
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Uplny a redukovany systém zbytki

Mnozinu celych éisel {aq,...,a,} nazveme uplnyg systém zbytkda modulo n,
plati-li @; # @; pro @ # j.

Piiklad. Zfejmé mnozina {0,1,...,n — 1} je uplny systém zbytkt modulo n.
Pro sudé n je také {O,il,...,:lz(%n — 1),%7@} uplny systém zbytki, pricemz
se jedna o uplny systém s nejmensimi absolutnimi hodnotami. Podobné pro n
liché je {0,£1,...,+1(n — 1)} Gplny systém zbytkd s nejmensimi absolutnimi

hodnotami.

Véta 1.16. (Prvni véta o zbytcich linearni formy) Probihd-li x uplny
systém zbytki modulo n, pak pro a,b € Z, (a,n) = 1, probihd mnoZina a - x + b
take uplny system zbytkd modulo n.

Diikaz: Necht pro prvky x, ' plati a-z+b = a-2'+b (mod n). Pakjea(z—2') =0
(mod n). Jelikoz (a,n) = 1, je @ nedélitel nuly v Z,, tedy plati x = 2’ (mod n).
U

Mnozina prvka {ai, ..., aym)} se nazyva redukovany systém zbytki modulo n,
je-li mnozina {@, ..., @4@)} mnozinou pravé vsech nedéliteltt nuly v Z,.

Priklad. Jak jsme odvodili, je pocet prvki kazdého redukovaného systému zbytku
modulo n roven ¢(n); v Zqo je mnozina {1, 3, 7,9} redukovany systém zbytki, pii-
tom mnozina {1, 3, —3, —1} je redukovanym systémem s nejmensimi absolutnimi
hodnotami.

Véta 1.17. (Druha véta o zbytcich linearni formy) Probihd-li x redukovany
systém zbytka modulo n, pak pro a € Z, (a,n) = 1, probiha mnoZina a - = také
redukovany system zbytkid modulo n.

Diikaz: Jelikoz (a,n) = 1, je prvek a invertibilni v Z,,. Kazdy z prvki 7 je také
invertibilni, tedy i prvky @ -  jsou invertibilni. Kdyby platilo @ - = @ - 71, pak
by @- (T —T;) = 0, coz vzhledem k invertibilité prvku @ znamend T = ;. O
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Kapitola 2

Vlastnosti prvocisel

2.1 Obecné vlastnosti prvocisel

Nékteré vlastnosti prvoéisel byly zndmy uZ ve starovékém Recku. Eratosthe-
nes napt. vypracoval velice jednoduchou metodu, zvanou FEratosthenovo sito, pro
hledani prvocisel v fadé vsech pfirozenych cisel. Bral postupné vsechna cisla a
z posloupnosti viech piirozenych éisel vyskrtaval vsechny jejich nasobky. Cisla,
ktera mu zustavala, byla pravé prvocisla. Hledani prvocisel umozni nasledujici
véta.

Véta 2.1. Cislo n je slozené, prdvé kdy? je délitelné nékterym prvocislem p < /n.

Dikaz: Je-li n slozené, pak ma alespon dva netrivialni délitele u, v, tj. n = wwv.
Je-li napf. u < v, pak n = uv > u?, tedy u < \/n. 0

P1i rozhodovani, zda je dané ¢islo n prvocislem tedy staci vysettit délitelnost
pouze vSemi prvocisly, kterd jsou mensi nebo rovna /n.

Otéazka o konecnosti ¢i nekonec¢nosti poc¢tu prvocisel byla vyresena také uz ve
starovéku, a to Eukleidem:

Véta 2.2. Prvocisel je nekonecné mnoho.

Diikaz: Predpokladejme sporem, Ze py, . . ., p,m jsou vSechna prvocisla. Kdyby ¢islo
P1:P2--. .. Pm+ 1 bylo prvocislem, pak by se muselo rovnat nékterému z prvocisel
p;. OvSem ¢islo py - pa - ... pm + 1 dava po vydéleni cislem p; zbytek 1, coz je
spor. Kdyby uvedené ¢islo bylo slozené, pak je délitelné nékterym z prvocisel p;
a dostaneme opét spor. 0]

Dalsi zajimavou otazkou tykajici se prvocisel je problém, zda pro posloupnost
prirozenych cisel existuje néjaka konstanta k takova, ze kazda po sobé nasledujici
prvocisla od sebe nejsou dale nez k. Jak snadno zjistime, zadna takova konstanta
neexistuje. Uvazujeme-li totiz cisla

(n+1)1+2,(n+D1+3,....(n+ 1)+ (k+1),
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dostaneme pro k£ > n posloupnost k po sobé nasledujicich pfirozenych ¢isel, ktera
jsou vSechna slozena. Plati tedy:

Véta 2.3. Pro kaZdé k € N existuje v posloupnosti prirozenych cisel k clent této
posloupnosti jdoucich za sebou, jeZ jsou vSechna sloZend.

Tato véta vypovida o nepravidelnosti usporadani prvocisel v posloupnosti
prirozenych cisel. Pfirozené také matematikové hledali formuli, pomoci niz by
bylo mozno generovat prvocisla, zvlasté pak se hledaly polynomy s celociselnymi
koeficienty, nabyvajici pouze prvoc¢iselnych hodnot. L. Fuler (1707-1783) si napf.
povsiml, Ze polynom f(x) = 2% 4+ z + 41 nabyva prvociselnych hodnot pro x =
0,...,39. Snadno se d4 ovétit, Ze 41| f(40). Podobné polynom g(y) = y? — 79y +
1601 nabyva prvociselnych hodnot dokonce pro y = 0,...,79 a polynom h(z) =
42?4+ 22+ 41 pro x = 0, ..., 19. UkaZme, Ze najit takovy polynom, aby pro skoro
vSechny hodnoty x nabyval prvociselnych hodnot, neni principialné mozné.

Véta 2.4. Neexistuje polynom s celociselnymi koeficienty rizny od konstanty tak,
aby nabyval prvociselnych hodnot pro skoro vsechna n € N.

Diikaz: Necht f(x) = apa™ + -+ + a1x + ag € Z[z] a necht a,, > 0, tj. f(n) — oo
pro n — oo. Je tedy f(n) > 1 pro vSechna n > N pro nékteré N € N. Necht
x > N a polozme y = f(z) = a,a™ + -+ + a1z + ag > 1. Uvazujme hodnoty

flry+x) = an(ry +2)" + -+ ai(ry + =) + ao
pro r € N. V okruhu Z, pak plati y = 0, odkud
fory+2) =ag+2)" + + @Gy +7) + @G = 7"+ +az+a =7 =0,
tedy y|f(ry+x) pro kazdé r. Jelikoz f(ry+z) — oo pro r — oo, nabyva polynom

f(z) nekoneéné mnoha slozenych hodnot pro libovolné velka x. 0

Za zminku stoji, ze v r. 1976 byl nalezen polynom 25. stupné o 26 proménnych,
jehoz vsechny kladné hodnoty v celoc¢iselnych nezapornych bodech jsou prvocisly

[6].

Oznacme nyni pro n € N symbolem p, n-té prvocislo, tedy p; = 2, ps = 3,
atd. Zabyvejme se dale otazkou odhadu n-tého prvocisla pomoci prvocisel pred-
chazejicich.

Véta 2.5. Je-li p, n-té prvocislo, pak ppo1 <p1-... -pn+ 1.

Dikaz: Oznaéme p = py - --- - p, + 1. Je-li p prvocislo, pak vzhledem k tomu, ze
p>pjproj =1,...,n,je p,y1 < p. Je-li p slozené, pak je délitelné nékterym
prvocislem vétsim nez p,, (prvoéisly pi, ..., p, totiz ¢islo p délitelné neni). To ale
opé€t znamena, ze p,i1 < p. 0
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Véta 2.6. Pro kazdé n € N plati p, < 2%".

Diikaz: Tvrzeni dokdzeme indukci. Ziejmé p; < 4. Predpokladejme, ze pp < 22"
pro kazdé k < n. Dle predchoziho tvrzeni pak dostaneme

Pott SP1- e Py H 1 <2222 p 1 = 2T 02T 2
]. n n
21'22+1+1<22+1.
0

Ozna¢me nyni pro kazdé x € R, z > 2, symbolem 7(x) funkci udavajici pocet
prvocisel mensich nebo rovnych nez x (je tedy 7(3) = 2, 7(4) = 2, m(5) = 3 atd.).
Tato funkce hraje v teorii ¢isel dtlezitou roli. Podil @ udava hustotu prvocisel
v mnoziné vsech prirozenych ¢isel mensich nez x a hodnota

lim M
r—00 I

udava hustotu prvocisel v mnoziné vsech prirozenych cisel.
Véta 2.7. Pro kazdé © > 2 plati m(z) > Inln x.

Diikaz: Z¥ejmé pro 2 < x < e je w(x) = m(2) = 1 > Inlnz. Ke kazdému = € N,
z > e, existuje n € N tak, ze e < z < . P¥itom pro n > 4 plati e"~* > 27,
tedy e¢" ' > 22", Pak

w(z) > (eenfl) > (22") > w(p,) = n.

Ovsem z < e, tedy Inlnx < n a celkem 7(z) > Inln . O

Inz

Véta 2.8. Pro kazdée x > 2 plati > .
éta ro kazdé x > pazw(a:)_Zlnz

Diikaz: Pro n € N necht v(n) je mnozina vSech prvociselnych délitelt ¢isla n a
necht P je mnozina vSech prvocisel. Ozna¢me pro S C P symbolem fs(z) pocet
¢isel n mensich nebo rovnych z takovych, ze v(n) C S. Necht dale mnozina S
mé pravé t prvki a necht n = m?s, kde s uZ neobsahuje v rozkladu kvadraty.
Pak m < \/n < \/x. Z podminky ~(n) C S plyne, ze v rozkladu ¢isla s se mohou
vyskytovat pouze prvocisla z S a to nejvysSe v prvni mocniné. Jelikoz S ma pravé
t prvkd, l1ze prvek s vybrat nejvyse 2¢ zpisoby. Protoze m < \/x, lze prvek m
vybrat nejvyse \/x zpusoby, a tedy n nejvyse fs(z) < 2'\/x zptsoby. Je-li nyni
w(x) = m, tj. pmi1 > x, pak pro S = {p1,...,pm} je fs(x) = z, tedy

< 2™/x =27 /x.
odkud logaritmovanim dostaneme dokazovanou nerovnost. 0
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S funkei 7(z) tésné souvisi funkce

O(x) =) Inp,

p<w

kde v sumé s¢itame pfes vSechna prvocisla p < = (pfedpokldddme x > 1 a
definitoricky klademe 6(1) = 0). Zabyvejme se dale jejim hornim odhadem:

Véta 2.9. Pro kazdé x > 1 plati 0(z) < (41n2)x.
Diikaz: Uvazujme kombina¢ni &sla (*") = w Ziejmé pro kazdé prvocislo
p, n < p < 2n, plati p[(i?) Dale

22— (14 1) = i (2;7) > <2:>

j=0
odkud
m, p<2n
22" > >
( ; ) I »
p>n
tj.
p<2n
2nln2 > Z Inp =6(2n) — 6(n).
p>n
Se¢tenim poslednich nerovnosti pro n = 1,...,2™"! dostaneme

m — 1
0(2™) =0(2™) —0(1) < 2In2- (1 + ... +2™ 1) =2In2 ST =

=In2- (2" -2) <In2.2™".
Je-li 2™~ < ¢ < 2™ pak
0(z) < 0(2™) <In2-2™" =41n2.2"! < (41n2)x.
Ptedchozi odhad funkce # mé velky vyznam pro popis funkce 7(x):

Véta 2.10. Existuje konstanta ¢ > 0 takovad, Ze pro x > 2 plati
cw

Diikaz: Nejprve si uvédomme, Ze pro funkci 7 plati nerovnosti 7(y/z) < /z, a
tedy —m(y/x) > —+/x, a ze rozdil 7(z) — w(y/x) udava pocet prvocisel mezi ¢isly
Vv a z. Odtud odvodime nerovnost

p<z

O(x) > Y Inp>Inye(r(z) - 7(vr)) > myrr(e) - Ve Ve,

P>V
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Pak ale vydélenim predchozi nerovnosti hodnotou In+/z a uzitim véty 2.8 dosta-
neme

0(z) 20(x) (8In2)z
W(x)gm—i_ﬁzm—i_ﬁg—lnx

Pro x > 2 ale plati vz < 2% (je totiz Inz < 2y/z), odkud

+ V.

2z 2
BIn2)e 2 — (8In2+2)—— =c——

m(z) < Inzx Inx’ 0

Inz Inz

Jakozto bezprostredni disledek predchozi véty dostavame nasledujici tvrzeni:

m(x
Véta 2.11. Plati lim Q =0.
r—oo I
Definice. Je-li A néjaka podmnozina mnoziny vSech pfirozenych ¢isel a pro kazdé
n € N je A(n) pocet téch ¢isel z A, kterd jsou mensi nebo rovma n, pak se limita
An
h(A) = lim Aln)
n—oo n
(existuje-li) nazyva hustota mnoZiny A v mnoziné N. Je-li pfitom tato limita
rovna 0, nazyvame mnozinu A 7idkou v N.

Oznacime-li P mnozinu vSech prvocisel, lze Tvrzeni 2.11 preformulovat takto:
Véta 2.12. Mnozina P je 7idkd v N.
Cebysev dokézal v roce 1852 nésledujici vétu:

Véta 2.13. FExistuje konstanta c* > 0 takovd, Ze

x
x) > c—.
(@) Inx
I kdyz nebudeme uvadét diikaz, zminme alespon, Ze existence konstant c z véty
2.10 a ¢* z 2.13 sehrala dtlezitou roli pii dikazu zdkona asymptotického rozde-
leni prvocisel. Rekneme, 7e funkce f(z) a g(z) (definované na néjakém intervalu
(a,00)) jsou asymptoticky ekvivalentni, plati-li
f(@)

lim —+ =1

)

a zapisujeme f(z) ~ g(x). Na zdkladé hypotézy zformulované Gaussem (bylo mu
tehdy 15 let) dokézal v r. 1896 Hamard nésledujici vétu:

Véta 2.14. (Zakon asymptotického rozdéleni prvocisel) Funkce 7(x) a ¢~
jsou asymptoticky ekvivalentni.
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Uvedme pro zajimavost rozdily ve funkénich hodnotach funkci 7(z) a = pro
nékteré hodnoty cisel x:
v 100 10° 107
m(x) | 168 78 498 50 847 478
£ | 145 72 382 48 254 942

Inx

Ze zékona asymptotického rozdéleni prvocisel lze odvodit asymptoticky odhad
n-tého prvocisla p,.

Véta 2.15. Plati p, ~ n(lnn).

Diikaz: Oznaéme y = ;. Pak Iny = Inz — Inlnz. Odtud plyne
1 Inl 1
lim =¥ — lim (1— n”) —1— lim =% 1,
rz—oo IN T T—00 Inz r—00 I

tedy Iny ~ Inz. Déle pak x = ylnz ~ ylny a dle véty 2.14 je y ~ w(x), tj.
x ~ m(z)Inw(x) a koneéné

DPn ™~ W(pn) In W(pn) =nlnn. -

Poznamka. Snadno se d& ukézat, Ze funkce = je asymptoticky ekvivalentni

funkeci s q
li = — dt.
i() /1 Int

Uvedena funkce se nazyva logaritmusintegrdl. Dle tvrzeni 2.13 tedy plati, Ze
funkce 7(z) ali(z) jsou také asymptoticky ekvivalentni. Poprvé si této skutecnosti
vsiml Gauss pfi zkoumani tabulky prvocisel.

Velice dtilezitou tlohu v teorii ¢isel hraji nasledujici tii tvrzeni.
Véta 2.16. (Eulerova) Jsou-lia € Z, n € N, (a,n) =1, pak
a®™ =1 (mod n).

Diikaz: Dle 1.12 vime, Ze podminka (a,n) = 1 znamend, Ze prvek a je nedélitel
nuly v Z,. Necht @r, ..., @) jsou vSichni nedélitelé nuly v Z,. Zfejmé kazdy
z prvkl a-a; je také nedélitel nuly. Kdyby platilo @-@; = @-@; pro nékteré indexy
i, 7, bylo by také @; = @;. Jsou tedy také prvky @ -@; vSichni nedélitelé nuly v Z,.
Pak ale plati

AQ-Q1- .o G Apn) = G+ ... Qg(n),
tj. a®™ =1 (mod n). O

Dtisledkem je pak nasledujici véta.
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Véta 2.17. (mala Fermatova véta) Pro prvocislo p a ¢islo a € Z, (a,p) =1,
platt
a?'=1 (mod p).

Diikaz: Je-li p prvoéislo, pak ¢(p) =p — 1. O

Véta 2.18. (Wilsonova véta) Pro prvocisio p plati (p — 1) = —1 (mod p).

Diikaz: Dokazme nejprve, ze a> = 1 v Z, pravé kdyz @ = 1 nebo a = p— 1.
Je-li@® =1, pak (a—1) - (@+ 1) = 0. ProtozZe Z, je téleso, je bud @ = 1 nebo
@ = —1=p— 1. To znamena, 7e pro p > 2 je kazdy z prvktia € Z,,2 < a < p—2
rizny od prvku k nému inverzniho, tedy

odkud

neboli (p — 1)! = —1 (mod p). O

Okruhy Z(i) a Z(w)

Nékteré dulezité vlastnosti prvocisel lze odvodit pii studiu délitelnosti ve spe-
cidlnich oborech integrity. Takovymi jsou obory integrity Z(i) a Z(w) celych al-
gebraickych ¢isel v télesech Q(i) a Q(w), kde i = v/—1 a w = —% + 1i/3 (jedna
se o specidlni kvadratickd télesa, o nichz pojednavé kapitola 8). Obor integrity
Z(i) = {a + bi;a,b € Z} se nazyva obor integrity Gaussovych celych cisel. V ka-
pitole 8 je dokéazano, ze Z(i) je EOI s eukleidovskou funkei n : Z(i) \ {0} — N,
kde pro a = a + bi je

n(a)=a*+v¥ =a-q,

pficemz @ = a — bi je komplexné sdruzené ¢islo k a. Jednotky déleni v Z(i) jsou
pravé ty prvky a, pro néz je n(a) = 1, tj. jsou to prvky +1, +i. Hledejme nyni
vSechny prvocinitele (tj. dle 1.8 také vSechny ireducibilni prvky) v Z(i). Je-li o
takovy prvek, pak z vlastnosti n(a) = « - @ bezprostfedné plyne a|n(«). P¥itom
n(a) je pfirozené ¢islo. Provedeme-li kanonicky rozklad ¢isla n(«) v N na soudin
mocnin prvocisel, pak vzhledem k ireducibilité prvku o déli nutné o nékteré
z nich. Ukazme, ze o nemuze délit dvé rtizna prvocisla pi, po. Kdyby tomu tak
bylo, pak vzhledem k (p;,p2) = 1 by z 1.9 a 1.10 plynula existence celych ¢isel
u,v tak, ze pyu + pov = 1. Platilo by tedy také «|(pju + pov = 1), tj. a by byla
jednotka, coz je spor s ireducibilitou a. Dokézali jsme tak nasledujici vétu:

Véta 2.19. Pro ireducibilni prvek o € Z(1) existuje jediné prvocislo p tak, Ze o|p.

Vé&ta 2.20. Bud p prvocislo. Pak bud p je prvocinitel v Z(i) nebo p = a® + V?,
kde a + bi, a — bi jsou prvocinitelé v Z(i).
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Diikaz: Vime, ze Z(i) je EOI s eukleidovskou funkci n(a + bi) = a® + b*. Bud
P = q ... q rozklad p na soucin ireducibilnich prvka g¢i,...,q:. Pak plati
n(p) = p* = n(q) - ... n(q). Jelikoz n(g;) jsou piirozena ¢isla, je nutné k < 2.
Pro k = 1 je p = ¢, a tedy p je ireducibilni prvek v Z(i). Pro k = 2 je
n(q1) = n(g) = p. Je-li g1 = a + bi, pak

p:n(ql):a2+b2:(a+bi)-(a—bi):ql-qg.

Vzhledem k jednoznacnosti rozkladi v Z(i) je g2 = a — bi. O

Ireducibilni prvky v Z(i) jsou tedy délitelé prvocisel. Sta¢i tudiz prozkou-
mat, kterd z prvocisel jsou ireducibilni v Z(i). Uvazujeme-li prvocislo p = 2, pak
2 = (1+1)(1—1), kde (1 — 1), resp. (1 + i) jsou ireducibilni prvky. Pro licha
prvocisla lze dokazat nasledujici vétu.

Véta 2.21. Bud p lich€ prvocislo. Pak p je ireducibilni prvek v Z(i) pravé kdyz
p=3 (mod 4).

Diikaz: Necht p = 3 (mod 4). Neni-li p ireducibilni, pak dle pFedchozi véty existuji
a,b € Z tak, ze p = a®>+b?. Kvadraty celych ¢isel pfitom mohou dat pouze zbytky
0 nebo 1 po déleni 4 (ovéite!), tedy a® +b? = 0,1,2 (mod 4), spor. Je tedy prvek
p ireducibilni.

Necht nyni p =1 (mod 4). Pak plati

%(p+1).(%(p+1)+1)~...-(p—1): H L= H (p—1).

i=1(p+1) i=1

Polozme z = (3(p — 1))!. Protoze p = 1 (mod 4), je &slo 3(p — 1) sudé, tedy

3(p—1) 3(0—1) p—1
v= [ o= 1] e-9= ]
1=1 =1 iZ%(p—O—l)

nebot p —i = —i (mod p). Celkem 2% = (p — 1)! = —1 (mod p) (dle Wilsonovy
véty), a tedy je 2> +1 =0 (mod p). To ale znamend, Ze p|(x —1i) - (x +i). Kdyby
byl prvek p ireducibilni v Z(i), pak by p|(z — i) nebo p|(x + i), coz neni mozné
(ovétte!). Tedy prvek p neni ireducibilni. O

Jakozto dtisledek predchozich dvou tvrzeni dostaneme nasledujici vétu:

Véta 2.22. (Fermatova) Je-li p prvocislo, p = 1 (mod 4), pak existuji celd
¢isla a, b tak, Ze p = a® + b°.
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Véta 2.23. Ireducibilni proky v Z(i) jsou aZ na asociovanost pravé
(i) 141, 1—1,
(ii) wsechna prvocisla p =3 (mod 4),
(i) netrividlni délitelé prvocisel p =1 (mod 4).

Jiz vime, Ze prvocisel je nekone¢né mnoho. Vime také, ze pro kazdé liché
prvocislo p je bud p =1 (mod 4) nebo p = 3 (mod 4). Ukazme nyni, Ze v obou
trfidach je prvocisel nekone¢né mnoho.

Véta 2.24. Eristuje nekonecné mnoho prvocisel p =3 (mod 4).

Dikaz: Predpokladejme sporem, Ze pq,...,p. jsou pravé vSechna prvocisla = 3
(mod 4). Uvazujme ¢islon =4-p;y - ... - pp — 1. Zfejmé je n = 3 (mod 4). Necht
déle jen =¢qy - ... - gy rozklad ¢isla n v soudin prvocisel. Kdyby ¢; =1 (mod 4)

pro kazdé i = 1,...,m, pak by také n = 1 (mod 4). Existuje tedy prvocislo
pln, p = 3 (mod 4). Dle predpokladu p = p; pro nékteré i = 1,... k, tedy
platilo by n = 4px — 1 = —1 (mod p), coZ je spor s p|n. O

Véta 2.25. Nechta,b € Z, (a,b) = 1, a bud p liché prvocislo. Plati-li p|(a®+b?),
pak p =1 (mod 4).

Diikaz: Ukazme nejprve, ze (a,p) = 1. Kdyby platilo p|a, pak vzhledem k pied-
pokladu p|(a?+b?) by platilo také p|b, coz by byl spor s (a,b) = 1. Dle Fermatovy
véty tedy plati a?~! =1 (mod p). Déle, b* = —a® (mod p), odkud plyne

(aP72b)? = (a2 = (e’ H)?(—a®) = —(a*1)* = -1 (mod p).

To ale znamena, ze prvek a?=2b je fadu 4 v multiplikativni grupé télesa Z, fadu
p — 1. Plati tedy 4|(p — 1), neboli p =1 (mod 4). O

Dtisledkem je pak nasledujici tvrzeni:

Véta 2.26. Ezistuje nekonecné mnoho prvocisel p =1 (mod 4).

Diikaz: Predpokladejme sporem, Ze pq,...,pr jsou pravé vsechna prvocisla = 1
(mod 4). Uvazujme &islo u = p? - ... - p? + 4. Je-li p|u pro prvocislo p, pak
pl(py- ... pp)?+ 2% Dale plati (py - ... pi,2) = 1, tedy dle vty 2.25 dostaneme

p =1 (mod 4). Kdyby nyni platilo p = p; pro nékteré i, pak bychom z p|u dostali
p|4, coZ je spor s tim, Ze p je liché. Existuje tedy prvoécislo p =1 (mod 4), p # p;,
Spor. [

Podobnymi ivahami lze dokézat, Ze existuje také nekonec¢né mnoho prvocisel
ve tvaru 6k + 1, 8k + 5, 10k + 7 atd. Obecné lze dokazat nasledujici vétu.

Véta 2.27. (Dirichletova véta) Jsou-li a,b € Z, a > 0, (a,b) = 1, pak existuje
nekonecné mnoho prvocisel ve tvaru an + b.
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Mnohem prekvapivéjsi je nasledujici tvrzeni z r. 2008:
Véta 2.28. (Green—Taova véta) Pro kaZdé prirozené k obsahuje mnoZina pr-
vocisel aritmetickou posloupnost délky k.

Silu Green—Taovy véty lze nahlédnout jiz hledanim posloupnosti malych délek.
Snadno jisté najdeme aritmetickou posloupnost prvocisel délky 5:

5,11,17, 23, 29.

vvvvvv

199,409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089.

Nalézt posloupnost napt. délky 100 uz je zajisté velka vyzva.

Podobné lze dokézat, ze obor integrity Z(w) = {a + bw;a,b € Z} je EOI
s eukleidovskou funkef 6 : Z(w) \ {0} = N, kde pro @ = a+bw = (a— 3b) + 2biv/3
polozime

§(a) =a-a=a*—ab+ 17

pficem# @ = (a — £b) — 2biV/3 je ¢&islo komplexnd sdruzené k ¢islu . Prvky
Z(w) nazyvame Eisensteinova celd ¢isla. Elementarnimi tavahami lze odvodit, Ze
mnoZina jednotek v Z(w) obsahuje pravé prvky {+1, +w, (1 + w)}.

Hledéame-li ireducubilni prvky v Z(w), daji se z vlastnosti a|d(a) podobné
jako v Z(i) dokazat nasledujici véty:
Véta 2.29. Je-li « ireducibilni prvek v Z(w), pak existuje jediné prvocislo p tak,
Ze alp.
Véta 2.30. Pruvocislo p je bud v Z(w) ireducibilni nebo existuji ¢isla a,b € N tak,
Yep=a®—ab+ b =qa-a, kde a, @ jsou ireducibilni proky v Z(w).

Staci se tedy opét zabyvat pouze otazkou, ktera z prvocisel ze Z jsou prvocisly
v Z(w). Odpovéd na tuto otdzku dava véta:
Véta 2.31. Prvocislo p je ireducibilni prvek v Z(w) prdvé kdyz p = 2 (mod 3).
Kazdé z prvocisel p=1 (mod 3) lze vyjddrit ve tvaru p = a* — ab + b?.
Dikaz: Provedeme jen nastin diikazu, protoze se déla podobné jako pro okruh
Z(i). Prvoéislo 3 je mozno v Z(w) rozlozit v soucin 3 = —w?(1 — w)?, kde 1 — w
je ireducibilni prvek v Z(w). Vyraz a® — ab + b? dava v modulu 3 pouze zbytky
0, 1 (ovétte!), tedy prvocisla p = 2 (mod 3) jsou nutné ireducibilni v Z(w). Po-
dobnymi tvahami se dokaze, ze prvocisla p = 1 (mod 3) nejsou ireducibilni. [
Celkem tedy mtizeme na zakladé shora uvedenych tvrzeni charakterizovat
ireducibilni prvky v Z(w):
Véta 2.32. Ireducibilni proky v Z(w) jsou aZ na asociovanost pravé
(1) 1- W,
(i) prvocisla p =2 (mod 3),
(ili) netrividlni délitelé prvocisel p =1 (mod 3).
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Cviceni
9. Uzitim piiblizného vzorce 7(x) ~ = urcete:

a) m(107)
b) m(10%)

10. Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel typu 4n + 3.
11. Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel typu 6n + 5.

12. Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel typu 6n + 1.

2.2 Fermatova a Mersenneova prvocisla

P1i zkoumaéani vlastnosti prvocisel se matematikové zabyvali také otazkou, kdy
budou prvocisla v predepsaném tvaru nabyvat prvociselnych hodnot. Mezi prv-
nimi byla studovana ¢isla ve tvarech a™ + 1 proa € N, a > 2.

Véta 2.33. Je-li cislo ve tvaru a™ + 1 prvocislem, pak a je sudé an = 2™ pro
m € N.

Dikaz: Kdyby a bylo liché, bylo by a™ + 1 sudé, a tedy by nebylo prvocislem.
Neni-li n mocninou 2, pak zfejmé existuje liché ¢islo k # 1 tak, Ze k|n , tj. n = ki
pro nékterd k,l € Z. Pak ale plati " + 1 = a* + 1 = (a')* + 1. Obecné pro liché
¢islo k plati a + 1|(a* + 1), tedy také a' 4+ 1|(a™ + 1) a ¢islo a' + 1 je netrividlnim
delitelem cisla a™ + 1. U

Uvazujme tedy na zakladé predchozi véty ¢isla ve tvaru F, = 22" 4+ 1 a nazy-
vejme je Fermatova. Prvocisla ve tvaru F,, budeme nazyvat Fermatova prvocisla.
Fermat vyslovil (nepravdivou) domnénku, Ze vSechna prvocisla ve tvaru F,, jsou
prvodisla: L. Euler jiz v roce 1732 ukézal, 7e plati 641|F5 = (2*° + 1). Navic od-
vodil, Ze kazdy faktor ¢isla F), musi byt ve tvaru k - 2! + 1 (pozdé&ji upfesnéno
Lucasem na tvar k - 2"72 + 1).

Prvodiselnost Fermatovych ¢isel se zd4 byt spiSe vyjimecnou vlastnosti, nebot
Fy = 65537 je dosud nejvétsi znamé Fermatovo prvocislo.

Cislo Fy; je dosud nejvétsi Fermatovo ¢islo se zndmym prvociselnym rozkla-
dem (Brent, Morain, 1988).

F5 747 497 je dosud nejvétsi znamé slozené Fermatovo ¢islo, jeho prvociselnym
faktorem je ¢islo 57 - 277499 4 1 (Bishop, 2013).

Fermatova ¢isla F, pro n € {5,...,32} jsou vSechna slozené. P¥itom pro
¢islo Fy4, majici pres 5 milioni cifer, neni dosud znam zadny prvociselny faktor.
Uvedme pro zajimavost, Ze vypocet si vyzadal provedeni asi 10! aritmetickjch
operaci, a byl to asi jeden z nejrozsahlejsich vypocti, jehoz vysledkem byla jed-
nobitova odpovéd ANO-NE.

Dodnes neni znamo, za Fermatovych prvocisel je kone¢né ¢i nekone¢né mnoho.
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Fermatova prvocisla byla do az do 1796 brana spise jako matematicka kurio-
zita. Nabyla na vyznamu zejména v souvislosti s problémem konstruovatelnosti
pravidelnych n-thelnikti pouze pomoci pravitka a kruzitka: Gauss ve svych 17 le-
tech nalezl konstrukci pravidelného 17uhelnika. Na pocest tohoto objevu je na
podstavci Gaussovy sochy v rodném Braunschweigu zobrazena pravidelnéd 17cipa
hvézda. Ta byla zvolena proto, ze pravidelny 17thelnik se podoba jiz témér kruz-
nici. Obecné byla otazka konstruovatelnosti feSena az s rozvojem Galoisovy teorie:

Véta 2.34. Pravidelny n-uhelnik lze sestrojit pouze pomoci pravitka a kruZitka
praveé kdyZzn > 3 pron = 2" -py-...-p;, kde m € Ny a pro kazdé i = 0,...,j
Jsou cisla p1,...,p; Fermatova prvocisla.
Véta 2.35. Je-li ¢islo ve tvaru a—1 prvocislem, pak nutné a = 2 an je prvocislo.
Diikaz: Z¥ejmé a — 1]|a™ — 1, tedy nutné a = 2. Kdyby n = kl bylo slozené, pak
2" — 1 = (2%)! -1 je délitelné ¢islem 2% — 1, coz vzhledem ke k # 1 by znamenalo,
ze ¢islo 2% — 1 je netrividlnim délitelem. U
Podobné jako v predchozim pripadé budeme uvazovat ¢isla ve tvaru M, =
= 2" — 1 a nazyvat je Mersenneova cisla. Prvocisla v tomto tvaru pak budeme
nazyvat Mersenneova prvocisla. Jak snadno nahlédneme, ne vSechna Mersenne-
ova ¢isla M, pro p € P jsou prvodisla: napf. ¢islo 2! — 1 je délitelné 23. Véta 2.34
tedy udava pouze nutnou a nikoliv postacujici podminku pro to, aby Mersen-
neovo ¢islo bylo prvocislem. Neni opét znamo, zda Mersenneovych prvocisel je

kone¢né nebo nekonecné mnoho. Vice se lze o Mersenneovych prvocislech docist
v kapitole 9.

Funkce o a 7
Pro n € N oznacme o(n) soucet délitelt ¢isla n, a 7(n) pocet délitela ¢isla n.

Véta 2.36. Je-lin =pi* -...-p.* kanonicky rozklad ¢isla n, pak

(P —1) (T - 1)
=1 (x—1)

Diikaz: Kazdy délitel d ¢isla n je ve tvaru d = p[* - ... -pg’“, kde 0 < §; < «;. Pak
ovsem

T(n)=(an+1)-... (g +1).

o(n) =

a(n) = Z P = ) (Ut D) =
Bl 7777 51@
- ( t111+1_1)_”._(pgk+1_1)
G- (- 1)

Cislo B; 1ze vybrat pravé a; + 1 zpiisoby, tedy pocet déliteli ¢isla n je
(an +1)-...-(ap +1).
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Cviceni

13.

14.

15.

16.

17.

Urcete pocet délitela cisla n:
a) 378, b) 2 205, c) 5 775, c) 36 000, d) 31 652.
Urcete pocet feseni kongruencnich rovnic:
a) 59 =23 (mod z),
b) 173 =47 (mod x),
) 159 =75 (mod 2x),
) 319 =39 (mod 3x).

C

d
Urcete pocet feseni kongruencnich rovnic:
a) 127 =87 (mod z),

b) 127 =87 (mod 2x),
¢) 167 =68 (mod 5z),

Dokazte, ze 7(n) je rovno poctu celoéiselnych bodi hyperboly zy = n v prvnim kvad-
rantu.

Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo s pravé 10 déliteli.

Kazdé cislo n € N ma alespon dva rtizné trividlni délitele, 1 a n, a tedy
vzdy plati o(n) > n + 1. Z hlediska hodnot o(n) lze pfirozena ¢isla rozdélit do
nasledujicich skupin:

1)

2)

3)

deficitni ¢isla — pro né je o(n) < 2n . Takovymi jsou napf. vSechna prvoéisla
nebo &isla ve tvaru 2% pro k € N.
abundantni ¢isla (nadbytecna ¢isla) — pro né je o(n) > 2n. Ukazme, Ze Cisla

ve tvaru n = 2¥ - 3 pro k > 1 jsou nadbyte¢na: dle tvrzeni 2.35 dostaneme

2kl 1 32 -1
2-1 3-1

O'(n): :4(2k+1_1):3.2k‘+1+2k+1_4>3.2k}+1:2n'

Nejmensi liché abundantni ¢islo je 945, obecnéji kazdé ¢islo ve tvaru 945k

pro k nedélitelné 3,5, 7 je liché abundantni (dokazte!).

¢isla dokonald (¢isla perfektni) — pro né je o(n) = 2n, tj. n je rovno souctu
vsech délitelt ¢isla n riznych od n.

Z predchozich avah plyne, Ze existuje nekonecné mnoho sudych i lichych abun-
dantnich i deficitnich ¢éisel. Oznacime-li 2(A) hustotu abundantnich ¢isel, v roce
1998 byl odvozen vztah (M. Deléglise)

0,2474 < h(A) < 0,2480,
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tedy vétsina prirozenych ¢isel je deficitnich. Uvedme jesté pro zajimvost, ze kazdy
vlastni nasobek dokonalého ¢isla a kazdy nasobek abundantniho ¢isla je ¢islo opét
abundantni, kazdé cislo vétsi nez 20 161 je souctem dvou abundantnich ¢isel.

Dokonala ¢isla byla zkouméana uz Pythagorejci, dnes je zndmo 48 dokonalych
¢isel (leden 2013), z nichz vSechna jsou suda. Neni dosud znamo ani jedno liché do-
konalé ¢islo. Dosud nejvétsim zndmym dokonalym ¢islem je 257885161 (957885161 1)
(leden 2013). Pti hledani vSech sudych dokonaljch ¢isel se ukazala jejich souvis-
lost s Mersenneovymi prvocisly:

Véta 2.37. (Eulerova) Sudé ¢islo n je dokonalé, pravé kdyz je ve tvaru
n=D,=212°-1),
kde My = 2° — 1 je Mersenneovo prvocislo.

Diikaz: Je-li M, prvoéislo, pak 2571(2% — 1) je prvociselny rozklad &isla n. Pak
podle véty 2.35 dostaneme
(n) 2°—1 M2-1
n)= . =
7 21 M, -1
tedy ¢islo n je dokonalé. Obracené, necht n je dokonalé ¢islo. Uvédomme si nej-

prve, ze Cislo ve tvaru n = 2% nemutze byt dokonalé pro zadné o € N, plati
totiz:

(2° = 1)(M, +1) = 2°(2° — 1) = 2n,

2a+1 -1 1 1
cf(n):—2 ] =29 — 14297 =2n.
V prvociselném rozkladu ¢isla n musi nutné tedy byt alespon jedno liché prvocislo.
Pak n = 2% pi* - ... - pp*, kde p1,...,pg jsou rtznd lichd prvoéisla. Polozme
l=pi* ... p*F (zfejmé [ > 1 al jeliché) a s = a+ 1. Dle 2.35 je
2a+1 -1 ai+1 1 ap+l 1
o(n) = i B T Do) =21 (1)
2-1 p1—1 pe— 1

~

a()

Z posledni rovnosti plyne, ze 2°|(2° — 1)o (), ovSem (2°,2° — 1) = 1, tedy 2°|o (1),
tj. o(l) = 2°q pro néjaké ¢ € N. Dosazenim této rovnosti do (1) dostaneme
(2°—=1)-q =1, neboli 2°-q = [+ ¢. Kdyby [ = ¢, pak by platilo 2°-q = 2[. Ale [ je
liché a s > 2, coZ neni mozné. Je tedy | # q. Ze vztahu o(l) = 2°q = [ + ¢ plyne,
ze jedinymi déliteli ¢isla [ jsou ¢isla [ a q. Tedy [ ma pravé dva rizné délitele,
tudiz [ je prvocislo a ¢ = 1. Koneéné mame [ = 2° — 1, n = 2571(2° — 1), kde [ je
Mersenneovo prvocislo. [l

Pro licha dokonala ¢isla je znama pouze nasledujici nutna podminka:

Véta 2.38. Je-lv n liché dokonalé cislo, pak

n = pt+l. N2

kde k > 0, p je prvocislo ve tvaru 4s + 1 a (N,p) = 1.
30



Bylo také dokazano, ze pokud existuje néjaké liché dokonalé ¢islo, musi byt
nutné vétsi nez 103 (v soucasné dobé se vyzkum zabyva diikazem pro hodnotu
10°%%). Navic by takové ¢islo muselo mit nejméné 75 délitelt, alespoti 9 rtiznych
prvociselnych déliteltt a nejvétsi prvociselny délitel by musel byt vétsi nez 10%
(2006).

S dokonalymi ¢isly tzce souvisi dvojice tzv. sprdatelenych cisel. Dvojici ¢isel
a,b € N nazveme spratelend, je-1li soucet pravych délitelt ¢isla a roven b a naopak,
tj. plati

neboli
o(a) =0o(b) =a+b.

Prvni sptratelena ¢isla byla nalezena uz Pythagorem — dvojice 220 a 284, dnes jich
znédme vice nez 12000000. Pfitom neni zndma ani jedna dvojice nesoudélnych
spratelenych cisel. Bylo dokazano, takova dvojice by musela mit soucin vétsi nez
107,

Prvni obecny vzorec pro generovani spratelenych cisel byl vytvoren r. 830
arabskym astronomem a matematikem Thabitem:

Véta 2.39. (Thabituv vzorec) Jsou-lip = 3-2"1—1,¢q = 3-2" — 1,
r=9-2""1 1 pron > 1 prvocisla, pak ¢isla 2"pq a 2™r jsou sprdtelend.
Diikaz: Provedte sami pomoci tvrzeni 2.4. d

Pro n = 2 dostaneme z predeslé véty prave dvojici spratelenych cisel 220, 284,
obdrzenou Pythagorem.

Zabyvejme se nyni stejné jako u prvocisel otazkou hustoty dokonalych a spra-
telenych ¢isel v mnoziné N (viz. def. na str. 21). Uvedme nejprve nékteré zakladni
vlastnosti hustoty:

Véta 2.40.
(i) KaZdd konecnd podmnoZzina v N je ridkad,
(ii) h(L) = h(S) = 3, kde L, resp. S jsou lichd, resp. sudd ¢isla,
(iii) MnoZina Qp = {n*;n € N} wvsech k-tijch mocnin prvki z N je pro k > 1
ridkd,
(iv) Jsou-li A, B C N, A C B, a existuji-li hustoty h(A), h(B), pak h(A) < h(B);
specidlné, podmnoZina Tidké mnoZiny je opét ridka,
(v) Je-li h(A) = h(B) =0 pro A, BCN, pak h(AU B) =0,
(vi) Je-lia>0,d>0aA={a+kdkeN}, pak h(A) = 1.
Diikaz: (i) Je-li |[A] = k € N, pak A(n) < k pro kazdé n € N. Odtud dostaneme
0< # < %, coz vzhledem k lim,, % =0dava h(A) = lim, # =0.

(i) Zfejmé S(2n) =n—1a S(2n+ 1) = n.
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Pro limity plati lim,, % = lim,, . 5(2%_:‘11) = %, existuje tedy
S(n) 1
h(S) = lim —= = —.
()= lm == =3

Podobné se dikaz provede pro licha cisla.
(iii) Necht s je nejvétsi piirozené ¢islo s vlastnosti s* < n, tj. s < ¥/n. Ziejmé
s = Qr(n), a tedy 0 < Q"T(”) < %ﬁ Pfitom
Qi(n) Vn Vvn

lim ——= < lim — < lim — =0,

n—o0 n n—oo M n—oo 1

odkud h(Qy) = 0.
(iv) Je-li A C B, pak A(n) < B(n), a tedy

B0

1) = i A0 < 1y 20— ()
(v) Plati (AU B)(n) < A(n) + B(n), odkud
WAUB) = tim B0 AW B0 o2
n—00 n n—oo N n—oco N

(vi) Bud s nejvétsi pfirozené ¢islo vlastnosti a +sd < n. Pakn < a+ (s+1)d
a A(n) = s. Odtud dostaneme

n—a An) n-—a

An)=s< <
(n)=s< d " n — nd’
podobné =% — 1 < s = A(n), tj. # > = — % Konecné tedy
1 i n—a 1 . A(n) oo n—a 1
i _ )< il A < B
g () < A = <
odkud h(A4) = 1. O

Véta 2.41. Mnozina vsech dokonalych cisel je ridka.

Diikaz: Ozna¢me D mnozinu vSech dokonalych &isel, Dy, resp. D;, necht je mno-
zina vsech sudych, resp. lichych dokonalych ¢isel. Ziejmé plati D = D, U D;.
1) Dokazme, ze D; je ¥idkd mnozina. Dle véty 2.37 plati

D; C {p*™ N?;p je prvoéislo, (p, N) =1, p=1 (mod 4)}.

Uvazujme libovolné N € N a ukazme, zZe k nému existuje nejvyse jedno prvo-
¢islo p a nejvyse jeden exponent a € N tak, Ze (p, N) = 1 a p*N? je dokonalé.
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Predpokladejme, Ze existuji dvé prvodcisla p, ¢, (p, N) = 1 = (¢, N), a exponenty
a, B € N, pro néz jsou p*N? a ¢° N? dokonalé. Pak plati

poHrl -1

o(p*N?) = ————0(N?) = 2p*N?,
p—1
o(¢°N?) = o(N?) = 2¢° N2
q —
v ’ , , ~ ’ ’ ve,s a+l_q
Vydélenim levych a pravych stran pifedchozich rovnosti a uZitim vztahu £ pa el

= p® +p* ! + ...+ 1 déle dostaneme

pa—i—po‘_l—i—...—l—l_po‘

PP+ +1 B

Z posledni rovnosti odstranénim zlomku snadno vidime, ze p|¢® (p®+p*~1+. . .+1),
coz vzhledem k nesoudélnosti p a p® + p®~1 + ... + 1 dava p|q. To ale znamena,
7e p=gq. Pak ale plati p® +p* '+ ... +1=p +p 1+ ... +1, atedy a = 5.
Celkem jsme dokazali, ze lichych dokonalych ¢isel neni vice nez kvadrata pri-
rozenych C&isel. Vzhledem k tomu, ze kvadraty tvoii dle Véty 2.39(iii) fidkou
mnozinu v N, je nutné dle 2.39(iv) D; jakozto jeji podmnozina také Fidka.
2) Ukazme, Ze D, je ¥idk&d mnozZina. Dle tvrzeni 2.36 plati

D, C {2°71(2* —1);s € N}.

Bud ¢ nejvétsi ptirozené éislo takové, ze 2071(28 — 1) < n, tj. pak Dy(n) < t.
VyteSenim této nerovnosti (uzijte substituce y = 2!~!) dostaneme

In (3(1+v1+8n))

<1+ .

In2
To ovSem znamena, Ze
In(3(1+v1+38
Ds(n)<£<n(4( +vV1+ n))_}_l_}o
n - n_ nln?2 n
pro n — oo, tedy Dy je fidkd mnozina. 0

Bez diikazu alespon uvedme, Ze mnozina vSech spratelenych cisel je také ridka.
O obtiznosti dikazu svédci fakt, ze uvedené tvrzeni bylo dokazano az v r. 1955
madarskym matematikem Paulem Erdosem.

V analytické teorii ¢isel byl zkouman nasledujici problém: je dobfe znamo, ze
fada )7, % diverguje (jde o tzv. harmonickou fadu). Je tedy pfirozené ptat se,
zda Tada ZpEP % diverguje ¢i konverguje.

Véta 2.42. Rada Zpe]?% diverquge.
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Diikaz: Ozna¢me pro x € N symbolem N;(z) pocet piirozenych ¢isel mensich nebo
rovnych z, kterd nejsou délitelnd zadnym z prvocisel pocinaje p;;1, tj. délitelnymi
pouze nékterymi z prvocisel py,...,p;. V ditkazu véty 2.8 bylo ukdzano, ze plati
N;(x) < 274/x. Pfedpokladejme nyni, Ze uvazovana fada konverguje. Pak k ¢islu
% existuje index j tak, ze

1 1 1
—+—F ... <=
Pj+r1 Dj+2 2
Pocet ¢isel mensich nebo rovnych = délitelnych prvocislem p je nejvyse roven %,
tedy pocet cisel < x délitelnych nékterym z prvocisel p;.1, ..., je nejvyse
z T 1
+ +...< =z
Pi+1 Dit2 2
Odtud ale plyne, Ze pocet c¢isel < x nedélitelnych zadnym z prvocisel p;1,..., je

- 1,,_ 1
alesponl ¥ — 5o = 5z, tedy

1 .
3 < N;(x) < 2/,

odkud z < 2%%2, Zvolime-li tedy dostateéné velké x, dostaneme spor. O

Podobny analyticky problém lze zkoumat pro tzv. prvociselnd dvojcata. To
jsou takové dvojice prvocisel, lisici se o hodnotu 2. Takovymi jsou napi. dvojice
(2,3), (3,5), (5,7), (17,19) atd. Z predeslé véty vime, ze soucet prevracenych
hodnot vSech prvocisel roste nade vSechny meze. Evidentné ne ke kazdému prvo-
¢islu existuje prvociselné dvojce, ma tedy smysl otazka, jak to bude se souctem
prevracenych hodnot vSech prvociselnych dvojcat. V roce 1919 bylo dokézano
nasledujici tvrzeni:

Véta 2.43. (Brunova véta) Rada
Sl <1+1>+(1+1)+
g \3 5 5 7/ 7

kde sc¢itame pres vSechny dvojice prvociselnych dvojcéat vyjma proni (2,3), kon-
verguje k hodnoté B, nazyvané Brunova konstanta.

Priblizna hodnota Brunovy konstanty B=1,90216054. .. byla vy¢islena v roce
1976 R. Brentem. Ptfedchozi vysledek znamené, ze prvociselné dvojcata se v po-
sloupnosti prvocisel vyskytuji velmi fidce, nicméné dlouho otevienym problémem
je otazka, zda je jich kone¢né nebo nekonec¢né mnoho.
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Cviceni

18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

Dokazte, Ze pro prvocislo p z podminek p|(a + b) a plab vyplyva, Ze pla a pl|b.

Dokazte, 7ze pro prvoéislo p z podminek pla a p|(a? + b?) vyplyva, Ze p|b.

Dokazte, Zze pro prvocislo p z podminek (a,bp) = d a (a,b) = 1 vyplyva, ze d = 1 nebo
d=np.

Dokazte, ze jestlize (a,b) = 1, pak (a + b,ab) =1 a (a — b,adb) = 1.

Dokazte, ze (a + b, abp) je rovno 1 nebo p, plati-li, Ze (a,b) =1 a p je prvodislo.
Dokazte, 7e jestlize (a,b) = 1, pak (a + b,a? — ab + b?) = 1.

Dokazte, ze (a,b) = (a + b, [a, D]).

Dokazte, ze druhou mocninu libovolného prvocisla vétsiho nez 3 lze vyjadiit jako 12k +1.
Najdéte vsechna prvocisla p takova, aby ¢isla p + 10 a p + 20 byla také prvocisla.
Dokazte, ze pro n > 2 nemohou byt ¢isla 2 — 1 a 2™ + 1 zaroven prvocisla.

Cisla p a 8p? + 1 jsou prvoéisla. Dokazte, Ze 8p? + 2p + 1 je také prvodislo.

Dokazte, ze kladné celé ¢islo a, které lze vyjadiit jako 3k + 2, ma prvociselného délitele,
ktery lze vyjadrit stejnym vyrazem.
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Kapitola 3

Kongruenéni rovnice

3.1 Zakladni pojmy
KazZdou rovnici ve tvaru
f(z) =0 (mod m) (1)

s neznamou = € Z, kdem € Nym > 1, f(x) = a,a"+...+a1x+ap je polynom ze
Z|z] a a, Z 0 (mod m), nazyvame kongruencni rovnice stupné n s nezndmou x.

Poznamka. Je-li © € Z feSenim rovnice f(z) =0 (mod m) a z =y (mod m),
pak vzhledem k vlastnostem kongruenci je y také feSenim této rovnice. Proto
feSenim uvazované rovnice rozumime celou tfidu T € Z,,. Rovnici (1) je tedy
mozno chapat jakozto algebraickou rovnici nad Z,, ve tvaru

f@)=a,72"+...+@T+a =0 (2)

pro @, # 0. Nebudeme tedy rozliSovat mezi tvary rovnice (1) a (2) a budeme
pouzivat vzdy ten tvar, ktery se nam v dané situaci bude lépe hodit.

Odtud také okamzité plyne, zZe rovnice (1) nemuZe mit vice nez m FeSeni
(pocet prvkl Z,, je totiz pravé m).

Priklad. Reste kongruenéni rovnice
a) 223+ 3xr —5=0 (mod 7),
b) 22+ —2=0 (mod 5).
Reseni:

a) Hledame vSechny t¥idy ze Z; vyhovujici této rovnici. Pro zjednoduseni bu-
deme uvazovat Uplny systém zbytk Z; majicich nejmensi absolutni hod-
notu, tj. Z7 = {0, 41, £2, +3}. Snadno se ovéti, Ze vyhovuje pouze z = 1,
tj. rovnice ma jediné feseni.

b) Podobné uvazujeme tplny systém zbytki Zs = {0, £1, £2}. Rovnici vyho-
vuji prvky z = 1,2 = —2. Plati tedy 2> + x — 2= (z — 1) - (z + 2).
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Mize se stat, ze kongruenéni rovnici (1) vyhovuji vSechny zbytkové t¥idy ze
Zpy. Takové rovnice nazyvame identické. Prikladem takovych rovnic jsou napf.
rovnice

2 —x=0 (mod p)

(v dtsledku malé Fermatovy véty) nebo rovnice (1), v niz jsou vSechny koeficienty
a; nasobky cisla m.

Poznamka. Pii tpravach kongruenénich rovnic je tfeba dat pozor na skutec¢nost,
Ze pfi nasobeni obou stran rovnice ¢islem soudélnym s modulem m nemusime
dostat ekvivalentni rovnice, napt. 2° — 2 +1 =0 (mod 3) a 3z®> — 32+ 3 =0
(mod 3) nejsou ekvivalentni, nebof prvni nema zadné feseni a druhd je identicka.

3.2 Kongruencni rovnice 1. stupné,
retézové zlomky

Obecny tvar kongruenc¢nich rovnic 1. stupné je
ar=b (mod m),
kde a # 0 (mod m). Ve tvaru (2) ma linearni rovnice tvar
a-T=0 (3)
V Zy, pro @ # 0.

1. Pfedpokladejme nejprve, ze (a,m) = 1.
V tom ptipadé vime, ze prvek a je invertibilni v Z,,. Vynasobime-li obé strany
rovnice prvkem @ !, dostaneme T = ba !, tedy rovnice (3) mé jediné resen.

Piiklad. Re$me rovnici 5z = 7 (mod 8).
Reseni: Vidime, Ze (5,8) = 1. Z tabulky pro nasobeni v Z,, zjistime, 7e 5= 5,
odkud T = 57 = 3, neboli z = 3 (mod 8).

2. Nechf nyni (a, m) = d > 1. Mohou nastat dvé moznosti:

a) d 1 b — v tomto pfipadé rovnice nemd FeSeni, nebot obé strany rovnice musi
mit s modulem stejné spolecné délitele.

Piiklad. Rovnice 62 =7 (mod 15) neni fesitelna, nebot 3 = (6,15) 1 7.

b) d|b — v tomto piipadé d|ax, d|b, d|m, plati tedy

gx zg (mod %) kde (%%) — 1. (4)
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Jak vidime, vydélenim obou stran rovnice a modulu ¢islem d prevede piipad
b) na piipad a), ovSem uz v modulu %. Rovnice (4) md tedy v Z= jediné feseni
T =1 (mod %), tedy x = xy + 7t, t € Z. Probiha-li ¢ uplny systém zbytki
modulu d, tj. t € {0,...,d— 1}, dostaneme pravé vSechna navzajem rizné reseni
rovnice (1) v Zy,, tj. rovnice (1) ma prdvé d resent, a to

fte{fl—f—@f; te{O,...,d—l}}.

Pi¥iklad. Resme rovnici 152 = 35 (mod 55).
Resent: Plati d = (15,55) = 5|35. Rovnici prevedeme na tvar (4)

3r =7 (mod 11).
V Z1, je 37! =4,tedy r=4-7=6 (mod 11).
Cisla t volime z mnoziny {0, 1,2, 3,4}, odkud

Shrneme-li shora uvedené ptipady, plati:
1) je-li (a,m) = 1, pak ma rovnice (3) jediné feSeni,
2) je-li (a,m) =d > 1, pak

a) pro d t b rovnice (3) neni feSitelna,

b) pro d|b méa rovnice (3) pravé d feseni.

Reseni kongruenénich rovnic 1. stupné metodou tpravy
koeficientu

Nékdy byva vyhodné rovnice ve tvaru (3) upravit tak, abychom na pravé
strané rovnice dostali nasobek ¢isla a. V tom pfipadé je mozno bud celou kongru-
encni rovnici (i s modulem) nebo pouze obé strany kongruence kratit ¢islem a.
Musime ovSem davat pozor na to, zda dostavame rovnici ekvivalentni s ptivodni
¢l ne.

Piiklad. Resme kongruenéni rovnici 5z = 7 (mod 8).

Reseni: Tato rovnice je ekvivalentni rovnici 5z = 7+ 8 = 15 (mod 8), (5,8) =1,
tedy + =3 (mod 8).

Piiklad. Resme kongruené¢ni rovnici 7z = 6 (mod 15).

Reseni: V rovnici je (6,15) = 3, tedy nutné 3|7z. To ale vzhledem k (3,7) = 1
znamena, ze 3|x. Zvolime tedy substituci x = 3y a dosadme do ptvodni rovnice:
7-3y = 6 (mod 15), tedy 7y = 2 (mod 5), 2y = 2 (mod 5), (2,5) = 1, tedy
y=1 (mod 5), z = 3y = 3 (mod 15) (uvedené tpravy jsou ekvivalentni, nebot
(3,5) =(2,5) =1).
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ResSeni kongruené¢nich rovnic 1. stupné pomoci Eulerovy
véty

Uzite¢nou, i kdyz ne vzdy efektivni metodou feseni kongruencnich rovnic prv-
niho stupné je metoda uziti Eulerovy véty. Ta ndm tika, ze pro (a,m) = 1 plati
a®™ =1 (mod m), kde ¢ je Eulerova funkce. V fei zbytkovych t¥id lze Eulerovu

vétu prepsat do tvaru a®(m =1 v Z,,. Lze ji také interpretovat tak, Ze k prvku
a existuje v okruhu Z,, prvek inverzni, pricemz

al = a1
Vynasobime-li obé strany kongruence prvkem b, dostaneme
a®™b=b (mod m),
odkud srovnanim s rovnici (3) méame
r=a®™71b  (mod m).
Piiklad. Re$me rovnici 3z =7 (mod 11).
Resend: Pro danou rovnici postupné dostavame
r=3000"1. 7 =37
r=3.7=(3%)*.-3-7=16-3-7=6 (mod 11).
Piiklad. ReSme rovnici 172 = 25 (mod 28).
Reseni: Pro danou rovnici mame
r=179"1.25 (mod 28),
kde ¢(28) = ¢(4)-¢(7) = 2-6 = 12, tedy z = 17" -25 (mod 28). Déle, 17 = —11,
177=121=9, 17" =92 =81 = -3, 11 =9, 17 =9.9 = -3, 17! =
= (—11)(—3) = 5. Celkem tedy z = 5- 25 = 13 (mod 28).
Poznamka. Uvedené priklady ukazuji, Ze pro velké moduly funkce ¢ nabyva vel-
kych hodnot a byva ¢asto obtizné urcit, do které zbytkové t¥idy v tomto modulu
padne ¢slo a®™~1h. Ani jedna ze shora uvedenych metod tedy neni pro velké
moduly efektivni. V tomto pfipadé je vyhodné uzit napi. metody Fetézovych
zlomk.

Cviceni

30. Reste metodou dosazovaci kongruenéni rovnice:

a) 3z =1 (mod 7), f) 15z =11 (mod 36),
b) 5z = —2 (mod 11), g) 11z =15 (mod 36),
c) 4x =7 (mod 17), h) 183z =1 (mod 15),
d) 7x =5 (mod 8), i) 21z =4 (mod 35),
e) 15z =25 (mod 35), j) 4z =21 (mod 35).
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31. Reste metodou tipravy koeficientti kongruence:

a) 27x = 14 (mod 25), d) 7z =5 (mod 24),
b) 13z =10 (mod 11), e) 162 =19 (mod 31),
¢) 52 =3 (mod 11), f) 19z =12 (mod 35).

32. Reste kongruence uzitim Eulerovy véty:
a) 7x =5 (mod 17), b) 13z = 3 (mod 19), ¢) 27z =7 (mod 58).

Retézové zlomky

1. Cela a zbytkova cCast racionalniho cisla

Jelikoz 7 je eukleidovsky obor integrity s eukleidovskou funkci rovnou abso-
lutni hodnoté, existuji pro kazdé a € Z, m € N jednoznacné urcené prvky q,r € Z
tak, ze plati a = mq + r, 0 < r < m. Tuto rovnost lze prepsat ve tvaru

a T r

m m m
7 147 11 79 __ 6
Priklad. F—8+ﬁ7 _ﬁ—_5+ﬁ

Ziejmé ¢ < L < g+1, je tedy q nejuétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez <. Cislo
m m
q nazyvame celd cdst c¢isla < a znaci se ¢ = [i] . Rozdil £ = 2 — ¢ nazyvame
m m m m

zbytkovd cast cisla - a znafime - = {%} . Plati tedy

a a a
2= (2] {2
m m m
2. Rozklad racionalniho ¢isla do fetézového zlomku

Uvazujme libovolné racionélni ¢islo ¥, b > 0. Aplikaci Eukleidova algoritmu
pro prvky a, b dostaneme

a = bqy + 1o, 0<ry<bd

b = 1rogs+ s, 0<rg <ry
Tn—2 = Tn—1Qn—1 1 Tn, 0<r, <rpi
'n—1 — T'ndn-

Prepisem téchto rovnosti dostaneme

a T _ 1
; =at+7F =g+,
)
b _ T _ 1
y Tt = G2+ 13,

Tn—2 __ T _ 1
rn = Gn—1 + 5 qn + Tm—1 )
n—1 — 7’”1

Tn—1

"Tm—1 __
L = gy
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Postupnym dosazovanim levych stran rovnic do rovnic predchézejicich dosta-

neme
1

a/_
__QI+ 1

b
Q2 + 1 (1)
Qg+...+—

1
n—1 + —
n
Takové vyjadieni ¢isla § se nazyva retézovy zlomek ptislusny ¢islu 7. Vidime,
ze v Tetézovém zlomku se vyskytuji pouze celé c¢asti ¢isel ¢y, ..., q, Eukleidova
algoritmu pro zlomek ¥, pficemz q; € Z, ga, . . ., ¢, € N. Konecnost mnoziny cisel
qi, - - -, qn je zarucena konecnosti algoritmu postupného déleni. Je tedy vhodnéjsi

fetézovy zlomek (1) piepsat do piehlednéjsiho tvaru

a

g:(qlv"'aqn>-
Ztejmé plati
T
i, ...,qn) =q1 T+ 77—
(QZa"'ac_Zn)
Cisla qi, . . ., g, nazyvame prvky retézového zlomku (qi, ..., qn).
Priklad.
95 11 1 42 9 1
R TpTctE no ot oo
11—1—%—2—1+1 9—4+ —4+1
9 9 2 2 -2
Tedy
95 1
522—1— 1 =(2,3,1,4,2).
3—1——1
1+
443

Zabyvejme se nyni otazkou jednoznacnosti fetézového zlomku pro dané racio-
nalni ¢islo. PovS§imneme si nejprve, ze je-li ¢, > 1 v fetézovém zlomku (q1, . . ., ¢,),

pak vzhledem k rovnosti
1
n — 4n — 1 T
q q + 1

plati (¢1,...,q.) = (q1,-..,¢, — 1,1), a tedy pfipustime-li na poslednim misté
fetézového zlomku ¢islo 1, vyjadieni nebude jednoznacné.

Ukézeme, Ze za podminky ¢, > 1 existuje jeding fetézovy zlomek (q1,. .., q,)
reprezentujici ¢islo 7:

1) je-lin =1, pak [(¢1)] = [¢1] = q1;
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2) je-lin =2 pak (¢1,02) = @1 + 5 ¢ > 1, atedy [(¢1,¢2)] = 15
3) je-li n > 2, pak

( AR
Qs Gn) =@+ ——;
(q2>"'7Qn)

v posloupnosti (ga, . .., ¢,) jsou alesponn dva prvky, coz vzhledem k ¢, € N
znamena, ze (qa,...,qn) > 1, a tedy [(q1,.-.,qn)] = @1

Necht nyni (q1,...,¢x) @ (P1,---,Pm); Gn,Pm > 1, jsou dva Fetézové zlomky
reprezentujici totéz cislo §. Dokazali jsme, Ze [§] = ¢1 = p;. Plati tedy nutné
(G2, -+, qn) = (P2, ..., Dm)- Celé asti téchto Cisel jsou opét stejné, tj. g = po. Tak
postupujeme déle a kdyby m # n, napt. m > n pak by bylo (pyi1,...,pm) =0,
coz neni mozné.

Poznamka. Pii rozkladu zaporného zlomku je vzdy ¢; < 0, ¢o,...,q, € N, pro
m € Z je m = (m) a zlomek = = (0,m) pro m > 0.

3. Parcialni zlomky retézového zlomku

Opacnou tlohou k tloze vyjadfit ¢islo ¢ fetézovym zlomkem je pro dané hod-
noty ¢isel ¢1 € Z, qa, .. . ¢, € N nalezeni hodnoty fetézového zlomku (qi, ..., q,).
Tu 1ze pochopitelné uréit z formule (1), ovSem pfi vétsim poétu prvki Fetézového
zlomku neni vypocet efektivni. Pro feSeni této tlohy hraji dilezitou roli zlomky

1 1
h=q, o=q+—, 3=q+—7, ...,
42 @+ o

neboli

51 = (Q1)7 52 = (QhQZ)a 63 = (Q17Q27(13)> HEE 571, = (Qh s 7Qn) (2)

Zlomky (2) nazyvame parcidlni zlomky fetézového zlomku (g, . . ., g, ), pFi¢emz &y,
nazyvame parcialni zlomek radu k. Dokazme nyni rekurentni formule pro vypocet
parcialnich zlomk:

_ Py _ QP11+ Py
Qr  @Qr1+ Qo
P, =q P+ Pra, Po=1, PL=q, (3)

Qr = @Qr—1+ Qr—2, Qo =0, Q1 =1

O

Dikaz provedeme matematickou indukci.
Prok =1jed =2 =q,prok =2je P, = ¢Pr+ Py = o + 1,

q1

Q2 = Q1 + Qo = q2, tedy 02 = %,
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Predpokladejme nyni platnost vzorce (3) pro nékteré k. Pak zlomek 05,1 do-
staneme ze zlomku J, zaménou ¢ + ﬁ za q, tedy

1
S — Peyr (2 + qu)P’f*l + Pis Q1 (e Pro1 + Pr_a) + Pry
kb1 = = = =
i Qr+1 (C]k + qki_l)Qkfl + Qr—2 W1 (@Qr-1+ Qr—2) + Qi1
_ G Bt Do
Qer1Qr + Q1

Prakticky se vypocet zlomki d, provadi pomoci nasledujici tabulky:

o el |e2|loas|a| |«
Pk PO =1 P1 = ({1 Pg e Pk_g Pk—l Pk . Pn
Qr | Qo=0| Q1=1]Q2|... | Qr—2 | Qr_1 | Q& | Qn
Priklad. 2 = (2,3,1,4,2)
| | 2] 3 | 1 | 4 | 2
P, | P = 213.241=7]1-7T42=9]4-947=43]2-434+9=95
Q| Qo=0[1]3-140=3|1-34+1=4[4-44+3=19|2-19+4=42

Uvedme nékteré dulezité vlastnosti parcidlnich zlomki, kterych budeme uzi-
vat v dalsim textu.

a) Oznatme PyQr_1 — Pr_1Qr =Ag. Dosazenim za Py a @y z formuli (3) do-
staneme

A= (@ Po1+Pr—2)Qr—1—Pro1 (e Qr-1+Qr—2) = —(Peo1Qr—2—FPr—2Qk—1),
tedy A= — Ap_1 .
Plati oviem A= P,Qy — Q1P = —1, celkem tedy Ap= (—1)*.
B) Z posledni rovnosti
A= (—1)" = P.Qy_1 — P Qs

plyne, 7e (Py, Q)|(—1)%, tedy (Py, Q) = 1. KaZdy parcidini zlomek je tedy
v zdkladnim tvaru. Déle odtud plyne, Ze je-li zlomek § v zdkladnim tvaru,
plati a = P,, b = Q,.

7v) Pocitejme rozdil sousednich parcidlnich zlomki:

- P, P, o A . (—1)k
O = O0p—1= =~ — = = ,
Qr Qi1 QrQr—1  QrQr—
tedy
N p—
T Qe
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Reseni kongruenénich rovnic 1. stupné pomoci fetézovych
zlomku

Jak jiz bylo zminéno v predchéazejicim textu, dosud uvedené metody feseni
kongruencnich rovnic 1. stupné

ar=b (modm), (a,m)=1 (1)
nejsou v pripadé velkych moduld m efektivni. Ukazme, jak je mozno v tomto
ptipadé pfi FeSeni rovnic (1) uzit fetézovych zlomki.

Predev§im lze predpokladat, Ze navic v rovnici (1) je a > 0. V opacném

ptipadé je totiz vzdy moZno najit ¢islo a* € N tak, ze a = a* (mod m), a tedy

prvek a lze nahradit prvkem a*.

Nejprve rozlozime cislo ™ v fetézovy zlomek (qi,...,q,) a necht 6, = %

jsou jeho parcidlni zlomky. Jelikoz (m,a) = 1, plati vzhledem k vlastnosti )
fetézovych zlomku P, = m, @), = a. Protoze

PQn-1 — P @y = (—1)",
je mQn_1 — P,_1a = (—1)", odkud
aP,_1 = ()" 14+ mQ,_, = (-1D)"' (mod m).
Vynésobenim posledni rovnosti ¢islem (—1)""!b koneéné dostaneme
a((=1)"""P,—1) =b (mod m),
coZ porovnanim s rovnici (1) znamen4, Ze
r=(-1)""1P,_1b (mod m). (2)

Pi¥iklad. ReSme rovnici 285z = 177 (mod 924).
Resent: Plati (285,924) = 3, 177 = 59 - 3, dostaneme tedy ekvivalentni rovnici

95x =59 (mod 308).

Dale
m 308
a 95’
tedy
308 : 95 : 23 : 3 : 2 : 1
3 4 7 1 2’
odkud

M (3,4,7,1,2)

a

45



(do horniho fadku jsou zapisovény zbytky po naznacenych délenich, do dolniho
pak netiplné podily). Sestavime tabulku pro vypocet parcialnich zlomki, pficem?z
nas vzhledem ke vztahu (2) zajimé pouze ¢len P,_; (v naSem pfipadé je n = 5,
jde tedy o ¢len Py):

3 4 7 1 2
P, 1 3 13 94 107 308

Dosazenim Py = 107 do vzorce (2) dostavame
r=(-1)*-107-59 (mod 308),
x =153 (mod 308).

Ptvodni rovnice mé pak feseni z = 153, 153 + 308, 153 + 2 - 308 (mod 924),
neboli
x =153, 461, 769 (mod 924).

Cviceni
33. Najdéte celou a zlomkovou ¢ast Cisel:
a) 3L b) —47,3, ) 0,73, d) -1
34. Najdéte pocet bodt s celociselnymi soufadnicemi, které jsou umistény mezi osou = a
ptrimkou
3xr+5y —4=0,
jestlize maji z-ovou soufadnici: (a) 17, (b) —33. Nakreslete graf.
35. Najdéte pocet bodi s celociselnymi sourfadnicemi, které jsou umistény mezi osou y a
ptrimkou
5 + 3y — 8 =0,

jestlize maji y-ovou soutadnici: (a) 23, (b) —28. Nakreslete graf.

36. Rozlozte zlomek § v periodicky fetézovy zlomek a najdéte jeho parcidlni zlomky, je-li
rovno:
317 52 247 313 77 53
a) 55, b i 9%, D% o ) oan

37. Reste kongruence:
a) 67z =64 (mod 183),
b) 89z =86 (mod 241),
c) 213z =137 (mod 516).

38. Reste kongruence:
a) 111z = 81 (mod 447),
b) 186z = 374 (mod 422),
c) 129z = 321 (mod 471).
39. Reste kongruence:
a) —50x = 67 (mod 177),
b) —73x =60 (mod 311),
c) —53z =84 (mod 219).
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Uziti kongruenc¢nich rovnic 1. stupné pri reseni neurcitych
rovnic 1. stupné se 2 neznamymi

Uvazujme nejprve nasledujici jednoduchou tlohu z praxe. Mame dvé nadoby
o objemech 51 a 71 a tfeti ndadobu dostatecné velkého objemu. Ptame se, zda je
mozno pouze pomoci prvnich dvou nadob do treti nadoby nalit 8 1 vody. Jedno
z moznych feSeni muze vypadat tak, ze nejprve nalejeme do treti nadoby 4 nadoby
o objemu 7 1 a pak odebereme ze tfeti nddoby 4 nadoby 5 litrové. Kdybychom
méli ale prvni dvé nddoby o objemech 12 1 a 20 1 a chtéli do tfeti nddoby pomoci
nich dostat 38 1 vody, nikdy se ndm to nepovede (¢tenaf necht to radéji nezkousi
a pfecte si dalsi text).

Ulohy uvedeného typu vedou k feseni rovnic ve tvaru

ar + by = c, (1)

pfi¢emz a, b, ¢ € Z jsou dané ¢isla a hleddme vSechny uspofadané dvojice (z,y) €
€ Z? vyhovujici rovnosti (1). Rovnice (1) nazyvame neurcité rovnice 1. stupné
o dvou nezndmgjch nebo také linedrni diofanticke rovnice o dvou nezndmgjch.

Z rovnice (1) okamzité dostaneme kongruenc¢ni rovnici 1. stupné

ar =c (mod b). (2)

Vyuzijeme nyni toho, co uz vime o feSeni rovnic (2). Jestlize d = (a,b) 1 ¢, pak
rovnice (2) (a tedy ani rovnice (1)) neni fesitelnd. V opa¢ném piipadé lze celou
rovnici (1) vydélit ¢islem b a zabyvat se pouze pfipadem, kdy (a,b) = 1.

Jak uz vime, rovnice (2) ma v tom piipadé jediné feSeni

r=2z; (modb), tjx=uz+0bt teZ.

Dosadime-li nyni za = do rovnice (1), dostaneme pro y vyjadieni

y:C_baxl—at:yl—at, teZ.

Ziejmé y, = L € 7Z, nebot blc — ax; (71 je totiz FeSenim rovnice (2)), a tedy
obecné Teseni rovnice (1) je ve tvaru

r=x+ bt

y=uy —at, t €”Z.
Piiklad. Resme rovnici 53z + 17y = 25.

Reseni: Plati
53x =25 (mod 17),

neboli
r=4 (mod17), x=4+17t, t € Z, 1 =4.
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Proto
531 + 17y, = 25,

odkud y; = —11. Obecné Teseni rovnice je ve tvaru
x=4+17t
y=—11->53t, t € Z.
Obecné lze uvazovat rovnice typu
ax1 + Ao + ...+ apx, = b, (3)

kde aq, ..., a,,b jsou dand cel ¢isla, feSenim jsou vSechny n-tice (z1,...,x,) € Z"
vyhovujici vztahu (3). Rovnice (3) nazyvame neurcité rovnice 1. stupné s n ne-
zndamymi nebo linedrni diofantické rovnice o n nezndmgch. Pro fesitelnost rovnic
(3) lze dokéazat nasledujici vétu.

Véta 3.1. Rovnice (3) je tesitelnd pravé kdyz d = (aq, ..., a,)|b, pFicemZ feseni
zavisi na n — 1 nezdvislych celociselnych parametrech.

Diikaz: Platnost implikace (=) je zfejma. Obracenou implikaci dokdzeme indukci
dle n.

Ptipad n = 2 byl feSen v predchazejicim textu a TeSeni rovnice zavisi na
2 —1 =1 parametru. Pfedpokladejme platnost tvrzeni pro n a dokazme platnost
pro n + 1. Uvazujme rovnici

a121 + sy + ... + apxy, + Q1T =0 (4)

a necht d = (ay,...,a,, a,,1)|b. Oznacme déle d; = (aq, ..., a,)|b.
Evidentné d|d; a di|(a1z1 + ... + anxy), a tedy

a1x1 + agry + ...+ apx, =0 (mod dy),

odkud
Upi1Tpi1 = b  (mod dy). (5)

Ziejmé (a,41,d;) = d|b, tedy rovnice (5) je TeSitelna a existuje jeji jediné FeSeni
v modulu %1. Je tedy

Up1Tpe1 = b+ dity, 11 € Z. (6)
Dosazenim vztahu (6) do rovnice (4) dostaneme
a1r1 + asxg + ... + apx, = b—b— dltl = —dltl.

Vzhledem k tomu, ze d; = (ay,...,a,)|dit1, je posledni rovnice dle indukéniho
predpokladu fesitelné a jeji feSeni zavisi na n—1 parametrech. Pfidame-li k témto
parametrim parametr ¢;, dostaneme, Ze rovnice (4) je feSitelna a jeji feseni zavisi
na n parametrech. 0
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Poznamka. Rovnice (3) je pro (aq,...,a,) # (0,...,0) rovnici nadroviny v eu-
kleidovském prostoru &,. Resit rovnici (3) tedy znamena najit véechny body této
nadroviny s celoc¢iselnymi soufadnicemi. Takovym bodtm fikame mriZovée body
nadroviny.

Priklad. Najdéte vSechny miizové body nadroviny 9z — 15y + 42 = 6 v &s.
Reseni: Plati (9,—15,4) = 1, tedy rovnice je fesitelnd. Déale d; = (9, —15) = 3,
odkud 4z = 6 (mod 3), neboli z = 0 (mod 3) a z = 3ty, t; € Z. Dosadime z do
puvodni rovnice: 9 — 15y = 6 — 121, neboli

3 — by = 2 — 4. (7)
Odtud
3r=2—4t; (mod 5),
tedy
3r = —-3—-9t; (mod 5),
r=-1-3t (mod?5),
t.

r=—1—3t +5ty, ty €Z.
Kone¢né dosazenim za = do (7) dostaneme

y:—l—t1+t2.

Cviceni
40. Reste diofantické rovnice:

a) 17z — 16y = 31, d) 18z — 33y = 26,
b) 23z + 15y = 19, e) 1llx + 16y = 156.
c) 12z — 37y = -3,
41. Urcete den narozeni, znate-li soucet S ¢isla mésice nasobeného ¢islem 31 a dne mésice
nasobeného 12, napf. pro S = 436.
42. Pro ktera nejmensi celd kladnd &isla a, b ma neurcitd rovnice ax + by = 31 feSeni (5,9)?
43. Na piimce az 4 by = ¢ najdéte mnozinu celoé¢iselnych bodi lezicich mezi body (a1,y) a
(CLQ, y)
a) 8¢ — 13y +6 =0, a; = —100, az = 150,
b) Tz — 29y =584, a; = —20, ay = 160,
c) 90x — T4y = 50, a3 = —100, a2 = 200.
44. Dokazte, Ze pocet celo¢iselnych bodu lezicich na tsecce s koncovymi body A = (x1,y1), B =
(z2,y2) je roven d — 1, kde d = (y1 — ya2, 21 — x2).
45. Kolika celo¢iselnymi body prochdzi trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou v bodech A = (2,1),
B =1(20,7)aC = (8,15)7
46. Najdéte vzdalenost r mezi sousednimi celociselnymi body lezicimi na piimce az+by = ¢,
kde (a,b) = 1.
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Soustavy kongruenc¢nich rovnic 1. stupné

P1i feseni praktickych tloh se setkdvame nejen s kongruenc¢nimi rovnicemi,
ale také s jejich soustavami. Uvedme alespon jednu motivacni tlohu.

Einsteinova uloha: UvazZujeme schodisté majici nasledujici vlastnosti: budeme-li
prechazet po dvou schodech najednou, zistane nam na konci jeden schod, piujdeme-
li po trech schodech, zustanou nam nakonec dva schody, pujdeme-li po ctyrech,
zustanou tri schody, po péti zustanou ctyri schody, po Sesti pét schodi a te-
prve prekrocili bychom-li najednou sedm schodu, dosli bychom na konec schodisté.
Kolik schodi md schodisté?

Snadno je vidét, ze Einsteinova tloha je ekvivalentni nalezeni vSech pfiroze-
nych ¢isel vyhovujicich néasledujici soustavé kongruen¢nich rovnic 1. stupné:

r=1 (mod 2), r=2 (mod 3), r=3 (mod 4),
r=4 (mod b5), r=5 (mod 6), =0 (mod 7).

Uvazujme systém kongruencnich rovnic 1. stupné s neznamou x € 7Z
Az = B; (mod my), ..., Arx = By (mod my). (1)

Z ptedeslych tvah je ziejmé, ze pokud je soustava (1) Fesitelnd, je fesitelna kazda
z rovnic soustavy, a ma tedy smysl zabyvat se pouze soustavami ve tvaru

x=0b (modmy), ..., x =0, (mod my). (2)

Soustavu (1) nazgvame soustava linedrnich kongruencnich rovnic 1. stupné.
Ukazme, ze v piipadé Fesitelnosti soustavy (2) lze feSeni vzdy hledat ve tvaru

r=2z; (mod [my,...,mg]).

Rozeberme nejprve pripad dvou rovnic. Z prvni rovnice plyne, ze x = by + myt
pro nékterd t € Z. Dosazenim do druhé rovnice dostaneme

bl + mlt = b2 (mod mz),

tedy
mit = by — by (mod my).
Posledni rovnice je fesitelna pravé kdyz d = (mq, ms)|(by — by). V tom pFipadé je

%t = b2 ; by <mod %) ,  kde (%, %) = 1.

Pak

t=1t (mod %)
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pro néjaké t; € Z, tj. t = t; + “2r, kde r € Z. Po dosazeni t do vztahu pro z
dostaneme

mim
$=b1+m1t:b1+m1t1—|— Ll

r = by + maty + [my, molr,

tj. x = 21 (mod [my, ms]) pro xy = by + myt.
Tvrzeni pro obecny pocet rovnic se analogicky dokaze matematickou indukeci
s vyuzitim pripadu pro dvé rovnice.

Priklad. Resme soustavu
x =5 (mod 18)
x =8 (mod 21).
Resent: Z prvni rovnice mame x = 5 + 18t pro néjaké ¢ € Z, odkud dosazenim

do druhé rovnice mame
5+ 18t =8 (mod 21),

neboli
t=-1 (mod7), t=-1+T7r reZ,

Dosazenim ¢ do x konecné mame x = —13 + 1267, t;.
r=-13 (mod 126).

Priklad. Resme Einsteinovu tlohu.

Resend: Z prvni rovnice plyne z = 2k + 1, k € Z. Dosadime-li  do druhé rovnice,
pak 2k +1 =2 (mod 3), odkud 2k =1 =4 (mod 3), coz vzhledem k (2,3) =1
dava k = 2 (mod 3), tj. k = 3l + 2, | € Z. Dosadime za k do vztahu pro = a
dostaneme = = 6/ + 5. Opét x dosadime do tfeti rovnice:

6/4+5=3 (mod4), 3l=-1=3 (mod 2),

tj. vzhledem k (3,2) =1jel =1 (mod 2), neboli [ = 2m + 1, m € Z. Dosazenim
za | do vztahu pro x pak z = 12m + 11. Z nasledujici rovnice plyne

12m+11=4 (mod 5), m=4 (mod 5),

tedy m = b5r+4, r € Z a x = 60r+59. Dalsi rovnice dava kongruenci 60r +59 = 5
(mod 6), ktera je splnéna pro kazdé r € Z. Odtud koneéné dosazenim do posledni
rovnice je

60r +59=0 (mod 7), r=1 (mod7), r=7s+1

a tedy
r=420s + 119, se€ Z,

Nejmensi mozny pocet schodii schodisté je tedy 119 a vSechna pfirozena x v uve-
deném tvaru vyhovuji nasi tloze.
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Pripad vzajemné nesoudélnych modulu

Zabyvejme se nyni soustavami (2), v nichz jsou moduly po dvou nesoudélné,
tj. plati (m;, m;) =1 pro i # j.V tomto pfipadé ziejmé plati

my,...,mgl=mq-...-mp=M

a z predchozich tvah vyplyva, Ze feSeni soustavy (2) lze hledat ve tvaru
r=u1z9 (mod M).
Polozme M; = mM proi=1,...,k. Vzhledem ke vzajemné nesoudélnosti moduli
plati (m;, M;) = Zl (ovéfte!). To ovSem znamend, Ze existuji prvky M} tak, ze
M;-M;=1 (mod m,)

(prvky M, jsou totiz invertibilni v Z,,). Polozme

wo = MyM;iby + ...+ MyM:b,.

Pak xg = M M;b; = by (mod my), nebot M), =0 (mod m;) pro j # k. Podobné
xo = b; (mod m;) pro kazdé j =1,... k, tedy

r=u1x9 (mod M).
PovSimnéme si pfitom, Ze ¢isla M;, M viibec nezaviseji na ¢islech b;.
Priklad. Resme soustavu

r =20 (mod 21)
r =3 (modb5)
r =5 (mod 8).

Reseni: Plati M = 21-5-8 = 840, My = & = 40, My = ¥ = 168, M3 = 4 = 105.
Postupné tak dostavame:

40M7 =1 (mod 21)
—2M7 = —20 (mod 21)
M7 =10 (mod 21)

168M; =1 (mod 5)

3M; =6 (mod 5)
M; =2 (mod 5)
105M; =1 (mod 8)
M; =1 (mod 8)
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Odtud
2o =40-10-20+168-2-3+105-1-5=293 (mod 840),
x =293 (mod 840).

Na zavér jesté uvedme, ze soustavy typu (2) vyjadiuji zadani staré ¢inské
ulohy: nayjit cislo, které po vydélent cislem my ddvd zbytek by, atd., aZ po vydéleni
¢islem my, dd zbytek by,. Resitelnost soustavy (2) Ize shrnout do nésledujici véty:

Véta 3.2. (¢inska véta o zbytcich)

Budte mq, ..., my po dvou nesoudélnd prirozend c¢isla a by, ..., by libovolnd k-tice
celych cisel. Pak je soustava linedrnich kongruencénich rovnic (2) tesitelnd a jeji
resent lze najit v modulu m =mqy - ... - M.

Cviceni

47. Reste soustavu kongruenénich rovnic:
a) =06 (mod 15), 2z =18 (mod 21), =z =3 (mod 12);
b) x =13 (mod 14), =z =6 (mod 35), =z =26 (mod 45);
c) =19 (mod 56), x =3 (mod 24), =z =7 (mod 20);
d) =19 (mod 22), x=8 (mod 33), x=14 (mod 21).
48. Najdéte prirozena ¢isla < 1000, ktera pfi déleni danymi ¢isly daji uvedena zbytky:
a) &isla: 3, b, 8; zbytky: 2, 4, 1;
b) ¢&isla: 5, 7, 9; zbytky: 4, 6, 1;
c) Cisla: 15, 14, 11; zbytky: 11, 3, 5;
d) d&isla: 13, 21, 23; zbytky: 9, 1, 13.

49. Mezi ¢isly 200 a 500 najdéte vsechna, kterd pii déleni ¢isly 4, 5, 7 daji odpovidajici
zbytky 3, 4, 5.

3.3 Kongruencni rovnice 2. stupné obecného typu

Zabyvejme se nyni feSenim kongruencnich rovnic 2. stupné. Jejich obecny
tvar je
Az*+ Br+C=0 (mod M), (1)

kde A, B,C € Z jsou dan4 ¢isla, A # 0 (mod M) a nezndmé = € Z.
Ukazme, ze kazdou rovnici tvaru (1) je mozno prevést na tvar

r*=a (mod m) (2)
pro néjaké a € Z. Rovnici (1) nejprve vynasobime ¢islem 4 A:
4A%0* + 4ABx +4AC =0 (mod 4AM), (3)
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ktera je ekvivalentni s rovnici (1) (pro¢?). Z rovnice (3) plyne
(2A7 + B)* = B* — 4AC  (mod 4AM).
Substitucemi y = 2Ax + B, D = B% — 4AC dostaneme
y>=D (mod 4AM), (4)

kterd je uz rovnici tvaru (2). Je tfeba si uvédomit, ze TeSitelnost rovnice (4)
jesté neznamend feSitelnost puvodni rovnice (1). Je-li totiz y; FeSenim rovnice
(4), y = y1 (mod 4AM), pak po dosazeni za y dostaneme rovnici 2Ax = y; — B
(mod 4AM), ktera v pfipadé 2A t (y; — B), neni fesitelna. Dale je tfeba mit na
paméti fakt, ze FeSeni rovnice (4) jsou v modulu 2M, kdezto feSeni rovnice (1)
hleddme v modulu M. Pocet Feseni rovnice (4) se tedy pfechodem k ptivodnimu
modulu mize zmensit.

Piiklad. Re$me rovnice:
a) 422 — 11z — 3 =0 (mod 13), b) 22 — 5z +6 =0 (mod 24).
Reseni:
a)
42° —24r — 16 =0 (mod 13),
7 —6r—4=(x—-3?-13=0 (mod 13),
(x—3)>=0 (mod 13).
Vzhledem k tomu, Ze 13 je prvocislo, je x —3 =0 (mod 13), tj.
r=3 (mod 13).
b) Vynasobenim rovnice ¢islem 4 dostaneme
42 — 202 +64 =0 (mod 96),
(22 —5)* = -39 (mod 96),
y? = -39 (mod 96)

pro y = 2x — 5. Aniz se budeme zabyvat feSenim posledni rovnice, uvedme,
ze jejimi FeSenimi jsou y = 421, £+27 (mod 96). Odtud snadno dostaneme, Ze
x =13, =8, 16, —11 (mod 48), coz v ptivodnim modulu 24 dévé feseni

r=13,16 (mod 24).
Je-1li rovnice (2) Fesitelnd pro a # 0 (mod m), nazyvame ¢islo a kvadraticky

zbytek modulo m; v opac¢ném pripadé se nazyva kvadraticky nezbytek modulo m.
Reseni rovnic (2) vede pfi slozeném modulu m k feseni nésledujicich rovnic:

(i) 22 = a (mod p), kde p je liché prvodislo,
(ii) 22 = a (mod p®), a > 1, p je liché prvodislo,
(iii) 22 = a (mod 2%), a > 1.

Nejprve se podivejme na piipad (i).
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Kongruenc¢ni rovnice 2. stupné v lichém prvociselném
modulu p

Uvazujme tedy rovnice

?=a (modp), (2,p)=1, (a,p)=1 (1)

Snadno se vidi, Ze je-li T; feSenim rovnice (1), pak také t¥ida —7; je jejim FeSenim
a plati T; # —7;. Kdyby totiz platilo 7; = —Z;, pak by 27, = 0 v Z,, tj. p|2z1,
coz vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo a (2,p) = 1 znamen4, Z%e p|zr;. Pak ale
71 =0aa=0, coZ je spor s (a,p) = 1.

Ukézali jsme tedy, Ze ma-li rovnice (1) FeSeni, pak ma alesponn dvé feSeni.
Jelikoz p je prvocislo, je Z, té€leso. Algebraickd rovnice 2. stupné nad télesem
ovSem nemuze mit vice jak dva kofeny, proto mé rovnice (1) v pfipadé fesitelnosti
pravé dveé reseni.

Reseni rovnice (1) jsou prvky nékterého redukovaného systému zbytkd mo-
dulo p. Uvazujme redukovany systém s nejmensimi absolutnimi hodnotami, t;j.
jde o systém {£1,+2,...,41(p — 1)}. Rovnice (1) ovSem nezavisi na znaménku
Cisla x, proto jeji feSeni hleddme v mnoziné M = {1,2, ..., %(p —1)}. Dosazenim
kazdého z prvka z M do rovnice (1) dostaneme na levé strané ¢isla

1
127227"'a (5(1)_1)) (2)
Je ziejmé, Ze kazdé z Cisel v posloupnosti (2) je kvadratickym zbytkem modulo p
a 7e vSechny kvadratické zbytky modulo p jsou prvky posloupnosti (2). Ukazme,
Ze prvky posloupnosti (2) jsou pravé vSechny kvadratické zbytky modulo p, tj. ze
zadné dvé z cisel v (2) nejsou kongruentni modulo p. Pfedpokladejme opak, tj.
ze pronékterda 1 < k <[ < %(p — 1) plati
k> =1* (mod p).
Pak by platilo p|(k +1) - (I — k), coz vzhledem k p € P dava
pl(k+1) nebo p|(l—k).

Prvni pfipad neni vzhledem k 1 < £k + 1 < p — 2 mozny, druhy neni mozny
vzhledem k 1 <1 —k < $(p — 1) — 1. Dokézali jsme tedy, zZe

2

pocet kvadratickych zbytku modulo p je prave %(p — 1) a jsou to pravé vsechny
proky posloupnosti (2).

Podobné plati

pocet kvadratickych nezbytkid modulo p je %(p — 1) a gsou to pravé viechny prvky
redukovaného systému zbytkd nepatiici posloupnosti (2).

Priklad. Kvadratickych zbytkid (mod 17) je pravé 1(17 — 1) = 8 a jsou to &isla

12=1,22=4,32=9,4>=16,52=25=28,6%2 =36 = 2, 7 = 49 = 15,

82 = 64 = 13. Kvadratické nezbytky jsou potom &sla 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14.
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Eulerovo kritérium pro kvadratické zbytky

Je pFirozené, Ze pri feSeni rovnic (1) se v prvé fadé zajimame o to, kdy je rov-
nice Tesitelna. Jak jiz bylo uvedeno, feSitelnost rovnic (1) je ekvivalentni hledéni
kvadratickych zbytkd modulo p. Nasledujici véta je kritériem pro kvadratické
zbytky:

Véta 3.3. (Eulerovo kritérium) Bud a € Z, (a,p) = 1. Pak

i) a je kvadraticky zbytek modulo p, pravé kdyz
a2 =1 (mod p),
it) a je kvadraticky nezbytek modulo p, pravé kdyz
a2 = _1 (mod p).
Diikaz: Podle Fermatovy véty pro a € Z, (a,p) = 1, plati a?~! =1 (mod p), tedy
(@2@D — 1) (a2* D +1)=0 (mod p).

Ovsem Z, je t€leso, tedy bud

NI

qz1) =1 (mod p) nebo a2 = -1 (mod p) (3)-

Ziejmé také

az® D 41 £ q2") ] (mod p),
nebot 1 #Z —1 (mod p) pro p # 2, a pro a tedy plati pravé jedna z moznosti (3).
Je-li a kvadraticky zbytek, pak existuje z € Z, (z,p) = 1, tak Ze a = 2* (mod p),

odkud
qzP-1) = (x2)%(p_l) =27"'=1 (mod p).

Jelikoz kvadratickych zbytki je prave %(p — 1), mé rovnice az®P-D =1 (mod p)
(chdpeme-li a jako neznamou) alespori %(p — 1) feSeni a jelikoz je stupné %(p —1),
ma jich pravé 3(p—1). Zadny kvadraticky nezbytek tedy této rovnici nevyhovuje
a spliiuje tedy rovnici a2 = —1 (mod p). O

Priklad. Urcete, zda je TeSitelna rovnice x> = 7 (mod 19).
Resent: Zjistime, zda 7 je kvadraticky zbytek mod 19: %(19 —-1)=09,

7?=49=11 (mod19), 7 =77=1 (mod19), 7= (7)*=1 (mod 19),
tedy dle Eulerova kritéria je rovnice fesitelna.
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Legendriav symbol

Pro velké moduly p je Eulerovo kritérium velmi nepraktické. Efektivni zptisob
feSeni umoznuje vypocet tzv. Legendrova symbolu. Ten je pro a € Z, (a,p) = 1,
definovan takto:

p

a\ 1, je-li a kvadraticky zbytek modulo p
—1, je-li a kvadraticky nezbytek modulo p,

a Cteme jej ,,a nad p“.
Nl : b4 A4 7 — 5 p—
Priklad. Sami ovérte, ze (E) =1, (ﬁ) =—1.

Diky Eulerové kritériu dostaneme zakladni vlastnosti Legendrova symbolu.

1. Plati
(2) = gz~ (mod p). (I)

£)-¢)

2. Je-li a = b (mod p), pak
Tato vlastnost vyplyva z toho, ze Cisla z téze zbytkové tiidy jsou zaroven
kvadratickymi zbytky ¢i nezbytky. Lze ji také vyjadiit ve tvaru

§)- (). ves
(%) = 1. (111)

Rovnice 22 = 1 (mod p) je vzdy FeSitelnd, jejim fesenim jsou ¢isla x = +1
(mod p). Je tedy 1 kvadratickym zbytkem.

4. Plati .
(=) = vien. )

p

3. Plati

Dle vlastnosti (I) je

(_—1) = (—1)%(1’_1) (mod p).
p
Vyrazy na obou stranach kongruence nabyvaji hodnot +1, coz vzhledem k tomu,
ze 1 # —1 (mod p) znamend, ze v kongruenci nastane rovnost.

Z této vlastnosti vyplyva, ze pro prvocisla p = 1 (mod 4) je %(p — 1) sudé,
a tedy (_71) = 1, pro prvodisla p = 3 (mod 4) je 3(p—1) liché, a tedy (_71) =—1.
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Priklad.
a) Rovnice 72 = —1 (mod 433) je fesitelnd, nebot 433 = 1 (mod 4).
b) Rovnice 22 = —1 (mod 587) neni fesitelnd, nebot 587 = 3 (mod 4).

a-b a b
(5)-G)6) »
p p p
Diky vlastnosti (I) plati

(“va = (ab)2®P D) = g2~ . pa(r-D) = (%) : (g) (mod p).

Obé strany nabyvaji hodnot £1, opét 1 # —1 (mod p) a obé strany jsou si
rovny. Jako diisledek pak plati

()= (5)-0)

(2) = oo, V1)

p
Tuto vlastnost dokédzeme pozdéji. Ma tyto disledky:

5. Plati

6. Plati

e je-lip=+1 (mod 8), je p=8m £ 1, tedy

p?—1 B (8m+1)> -1 B 64m? £ 16m
8 8 B 8
tj. 2 je kvadraticky zbytek mod p;

=8m?>+2m =0 (mod 2),

e je-li p =43 (mod 8), je p = 8m £ 3, tedy

PP —1 (8m=£3)*—1 64m?>+48m + 8
8 8 N 8

tj. 2 je kvadraticky nezbytek mod p.

Piiklad. Jelikoz 1097 = 1 (mod 8), je 2 kvadraticky zbytek (mod 1097), protoze
1709 = 5 (mod 8), je 2 kvadraticky nezbytek (mod 1 097).

= 8m?+6m+1=1 (mod 2),

7. Zdkon vzdjemnosti pro ruznd licha prvocisla p, q:

(g) . (%) _ (—1)3G-1-3a), (VII)

Dikaz provedeme také pozdéji. Vynasobime-li obé strany v (VII) ¢islem (g) ,

()= ()
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Odtud plyne, ze je-li alespori jedno z prvocisel p,qg = 1 (mod 4), je exponent

v (VII) sudy a plati
9-()
q p)’

plati-li p,¢ = 3 (mod 4), pak je exponent v (VII) lichy a plati

0)--¢)

Poznamejme, Ze zédkon vzajemnosti poprvé dokézal C. F. Gauss a nazval jej
Theorema aureum (Zlaté véta). Jde totiz o velmi silny néstroj pfi vypoctu Le-
gendrova symbolu. Vlastnosti (I)-(VII) jsou pro jeho vypocet plné dostacujici.

Priklad. Rozhodnéte o fesitelnosti rovnice 22 = 426 (mod 491).
Reseni: Cislo 491 je prvodéislo, budeme tedy poéitat hodnotu Legendrova symbolu
($%). Predné 426 = 2 - 3 - 71, tedy podle (V) je

491
426\ [ 2 3 71
491 ) \ 491 491 491 ) °
1) ($) = —1, nebot je 491 = 3 (mod 8),

2) o) =-(F)=-() =-(-D=

nebot 491 = 3 (mod 4), 3 =3 (mod 4) 3 =3 (mod 8), 491 =2 (mod 3).
3) (4%)2—(%):—(%):—(%)'(7—?): (5)- () =-() () =

() ()= —D- () -1 () -

nebof 491,71 =3 (mod 4), 491 = 65 ( od 71 ) 5,13=1 (mod 4);

71 = 1 (mod 5); 71 = 6 (mod 13); 1 (mod 8); 13 = 1 (mod 4);
13 =1 (mod 3).

Celkem tedy

<%>:(—1).1.1:—1

a rovnice neni reSitelna.

Cviceni
50. Pouzitim Eulerova kritéria urcete, zda jsou fesitelné nasledujici kongruence:
a 22 =7 (mod 23), c) 22 =8 (mod 37),
b) 22 =5 (mod 31), d) 2? =37 (mod 43).

59



51. Dokazte, Ze kongruence 2> = a (mod p®), a > 1, (a,p) =1, (2,p) = 1 je Tesitelna a ma
v tom pfipadé 2 feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz je Tesitelnd odpovidajici kongruence pro
a=1.

52. Najdéte nutnou podminku pro feseni kongruence 22 = a (mod 2%), a > 0, (a,2) = 1.

53. Najdéte postacujici podminku pro feseni kongruence 22 = a (mod 2%), a > 0, (a,2) = 1,
a =1,2,3 a odpovidajici feSeni.

54. Urcete hodnoty Legendrovych symboli:
a) (7). D), 9, DGEF). e G
HGE). oG, bR, U6, )E)-

55. Urcete, prochéazi-li nasledujici paraboly celoc¢iselnymi body:

a) T3y = 2% — 37, c) 443y = x? — 152,
b) 83y = 2% — 34, d) 43y = 2% —42.

56. Urcete, jsou-li nasledujici kongruence fesitelné:

a) z2 =37 (mod 93), e) 2 =54 (mod 143),
b) 2?2 =29 (mod 105), f) 22 =20 (mod 171),
¢) 22 =31 (mod 77), g) 22 =23 (mod 1189).
d) 2?2 =51 (mod 175),

57. Pro ktera ¢isla a plati:
a) 3a? —5 je délitelné 17,
b) 7a? + 13 je délitelné 23,
c¢) 13a? — 11 je délitelné 29.

58. Pro ktera lichd prvocisla p je ¢islo 3 kvadraticky zbytek?
59. Pro ktera licha prvocisla p je ¢islo —3 kvadraticky zbytek?

Gaussovo lemma

K diikazu vlastnosti (VI) Legendrova symbolu nam poslouzi nasledujici lemma.
Necht p je prvocislo, (a,p) =1, (2,p) = 1. Jak jiz vime, mnozina

R:{il,...,i%(p—l)}

tvofi redukovany systém zbytkt modulo p. Oznacme M = {1,..., %(p -1}
Z tvard mnozin R a M bezprostfedné plyne, ze pro kazdé x € M existuji ¢isla
. =*lar, € M tak, ze

a -

S
™
8



Ukazme, ze probiha-li x mnozinu M, pak r, také probiha mnozinu M. Jelikoz
(a,p) =1,jea#0v Z,, a tedy pro T # T, je také @ -7 # a - T;. Staci dokazat,
ze pro kazdé r, € M existuji e, = £1 a x € M tak, ze plati (1).

Pro r, € M existuje prvek y tak, ze @ -y = 7,, totizy = a - 7,. Je-li nyni
y kongruentni s nékterym prvkem z M, polozime ¢, = 1 a x = y; v opacném
pripadé polozime ¢, = —1 a © = —y.

Vynésobenim vsech rovnic (1), kde x probihd mnozZinu M, s ptihlédnutim ke
shora zminénym skute¢nostem dostaneme

1

a0 1. Lo w1t
a2 1-... 2(p 1)=%-... Eipn -1 2(p 1),

tedy

_l( —1) — —
2\p = . . e . .
a g1 ... 5%(}7_1) g1 ... 6%(17_1).

Vzhledem ke vztahu
—> =" (mod p)

dale dostaneme
a

(2—)) e R (mod p).

Protoze obé strany posledni kongruence nabyvaji pouze hodnot £1 a plati 1 Z —1
(mod p), plati v ni rovnost, tj.

a
Z_? :E]-."'.E%(p—l)'

Posledni rovnost lze prepsat do tvaru

(%) = -0 @)

kde p1 je pocet zdpornych hodnot mezi éisly e1,...,€1(,_y). Formule (2) se nazyva
Gaussovo lemma.

Priklad. Vypoétéme pomoci formule (2) hodnotu ().
Resend: Platip=19; M = {1,...,9};5-1€ M,5-2¢ M,53¢ M,5-4=1¢€ M,

5-5=6e€ M,5-6=11¢ M,5-7=16¢ M,5-8=2€ M,5-9=7¢€ M.

Celkem tedy p=4a () = (-1)*=1.

Je-li ve vztahu (1) e, = 1, pak @ - T = 7, tedy a - = po vydéleni ¢&islem p da
zbytek r,, kde 0 < r, < %(p -1 < %p. Je tedy

{ax} 1
=1 ¢ — 5 < —.
P 2
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Z nerovnosti 0 < {<*} < 2 plyne 0 < 2{%7} < 1, neboli

=1 {2{‘%}] = 0. (3)

Z rovnosti 4% = [%%] + {2*} ddle dostaneme

o]oe(5) + BB bEN

Z poslednich rovnosti je zfejmé, Ze

{2 {%}} =0 [Q%} =2 [%] & {2%] je sudé cislo,
p p p p

[2{%}] e {2%] _9 [%} e [2@] je liché Hslo.
p P P p

Dohromady tak z vlastnosti (3) plati
g, =1%& [Q%} je sudé cislo, g, =—1& [Zg} je liché cislo,
p p

a muzeme tedy psat

er = (—1)EY . (4)

Z formuli (2) a (4) pak obdrzime

a az
(—) ey ey = (1R, (5)

kde v sumé sc¢itame pies vSechna x € M.

62



Predpokladejme nyni, Ze a je liché ¢islo. Pak

()= (52)- () (52) - (52

— (_1)2[ ) (_1)2[‘%HZI‘

Pritom ] ]
_ _ 2
Zm-l+...+§(p—1)—§(p - 1),

B Q- o

Polozime-li v (6) a = 1, pak

> l%} _ H+___+[M} —04...40=0,

cerr L P p p

odkud dostaneme

odkud jiz dostaneme vlastnost (VI)

(B)-coe

Dokazme nyni zakon vzajemnosti pro lichd prvocisla (VII). Z formule (6)
vyplyva, ze pro liché a a x € M plati

()=

Pro licha cisla p, ¢ tedy dostaneme

(%) —(-1)%, kdea=3" @ ,

zeM -

(0)-e. a5 2]

yeM’ L

pro M’ ={1,...,1(¢—1)}. Odtud

(0)-()-r

a staci dokazat, ze



Uvazujme v soustavé soufadnic body O = (0,0), A = (3p,0), B = (ip, 3q),

1 2 2
C = (07 §Q)

A
p—1)ip

X

Je zfejmé, Z pocet bodu s celo¢iselnymi souradnicemi uvniti obdélnika OAC' D
je pravé (p—1) - 1(q¢ — 1). Ukazme, ze uvnitf tsecky OB neni zadny celociselny
bod. Rovnice pfimky OB je y = %x a pro x € M hodnota y nemtize byt celé
¢islo. Uréeme pocty miizovych bodd uvnitt trojihelniki OAB a OBC.

Mfizové body uvnitt trojuhelnika OAB lezi na pfimkach x = k pro x € M.
Kazda z nich protne OB v bodé (k, %k) a pocet celo¢iselnych bodl na takové

usecce je prave [%] . Proto uvnitf trojuhelnika OAB je pravé

o g e

zeM

celoc¢iselnych bodd. Podobné uvniti trojihelnika OBC' je

e [ 2 )

yeM’

celociselnych bodt. Je tedy

o f= 1) 3la-1),

¢imz je dikaz zakona vzajemnosti hotov.

3.4 Kongruencni rovnice n-tého stupné

Obecnéa kongruencni rovnice n-tého stupné je kazda rovnice

flz)=apa"+...4a1x+ap=0 (modm), (1)
kde a; € Z, m € N, m t a,. Je-lim = p{*-...-pp*, pak je rovnice (1) ekvivalentni
soustave

f(x) =0 (mod pi*), ... ,f(z) =0 (mod p*). (2)
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Fundamentélni vyznam pro feseni obecnych rovnic (1) budou tedy mit rovnice
ve tvaru

f(z) =0 (mod p), (3)
kde p je prvocislo. Zabyvejme se tedy nejprve rovnicemi (3). P¥i jejich feSeni je
vyhodné rovnici nejprve upravit pomoci nasledujicich ekvivalentnich tprav:

i) Kongruené¢ni rovnice (3) je vzdy ekvivalentni rovnici stupné nejvyse p — 1.
Dikaz vychazi z disledku malé Fermatovy véty: je-li p prvocislo, pak plati
2P =z (mod p) pro kazdé x € Z.

Piiklad. Rovnice 2%+ 22" +2° —2* — 2+ 3 = 0 (mod 5) je ekvivalentni rovnici
223 +3 =0 (mod 5), nebot

=z, 2°=2% 2°=2 (mod5).

ii) Koeficienty a,, ..., ao polynomu f(x) lze nahradit prvky z pfislusnych t¥id
(mod p) s nejmensimi absolutnimi hodnotami. Rovnice tim nabude ptehled-
néjsiho tvaru.

Priklad. Rovnice
250 + 1722 — 13 =0 (mod 11)

je ekvivalentni rovnici
32 =522 —2=0 (mod 11),
nebot 25 =3, 17 = -5, —13 = —2 (mod 11).

iii) Je-li (a,,p) =1, pak k prvku @, existuje v Z, inverzni prvek @,'. Nékdy je
vyhodné celou rovnici (3) vynasobit prvkem @, ', abychom dostali rovnici,
v niz koeficient u nejvyssi mocniny x je roven 1.

Wilsonova véta

Ukazme, jak je mozno elegantné dokazat Wilsonovu vétu 2.18 pomoci feseni
kongruencnich rovnic.
Dle Fermatovy véty pro x #Z 0 (mod p) plati 277! = 1 (mod p). Vynésobenim

prvkem z dostaneme 2? = z (mod p) pro kaZdé x € Z,, tj. tato kongruenc¢ni
rovnice ma v Z, pravé p feSeni. Odtud

—zr=2-(x-1)-...-(x—p—1), 2?1 —-I=(@@-1)-...-(x—p—1).
Dosazenim « = 0 do posledni rovnosti obdrzime
1=t (p—1)! (mod p).
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Pro liché p je
—1=(p-1)! (mod p), (4)

prop =2je (p—1)! =1= —1 (mod p), celkem tedy formule (4) plati pro
kazdé prvocislo p. Kdyby ¢islo p bylo slozené a d by byl vlastni délitel ¢isla p,
0 < d < p, platilo by d|(p —1)!, tedy (p—1)!+1=1 (mod d), tj. d4 (p—1)! +1
apft(p—1)!+ 1. Pro slozené ¢islo p tedy formule (4) neplati. Celkem dostaneme

Véta 3.4. (Wilsonova) Cislo p > 1 je prvocislo, prdvé kdyZ —1 = (p — 1)!
(mod p).

Cviceni
60. Zjednoduste nasledujici kongruenéni rovnice (snizte stupeii, zmensete absolutni hodnoty

koeficientli a koeficient u nejvys$si mocniny polozte 1) a feSte metodou dosazovaci:

a) 28z% + 2928 — 2627 + 202* — 172 + 23 =0 (mod 3),
b) 34219 — 2927 + 432* — 192 + 37 =0 (mod 3),
c) 75x13 — 62212 — 532t — 242° + 132 — 27 =0 (mod 7).

61. Rozlozte mnoho¢len na soudéin ¢initeltt v daném modulu:

a) z3+ 32% — 3 v modulu 17,
b) 23+ 1122 + 87 + 3 v modulu 23,
c) ® — 1322 — 3z + 11 v modulu 31.

62. Dokazte, ze pro prvocisla p = 4n + 1 plati:

()] 120

a pro prvocisla p = 4n + 3 plati:

(5 10

63. Dokazte, Ze pro prvodislo p a libovolné celé ¢islo a plati a? + (p — 1)! a =0 (mod p).

64. Dokazte Leibnizovo kritérium pro prvocisla: prirozené ¢islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyz
plati (p —2)! =1 =0 (mod p).

Zabyvejme se nyni otdzkou poctu feSeni rovnice (1), zndme-li pocty FeSeni
rovnic v soustavé (2). Predpokladejme, Ze k-ta rovnice soustavy (2) ma pravé ny
fegeni. Necht b; je libovolné fefeni i-té rovnice. Pak soustava x = b; (mod m;),
kde m; = p}", mé jediné feSeni (viz ¢inskd véta o zbytcich)

r=1x9=MMb+ ...+ MMb, (mod m)
(M; = 2L M7 je inverzni prvek k M; v okruhu Z,,,), které je fesenim rovnice (1).
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Necht déle b} je také feseni i-té rovnice soustavy (2) a dale necht
vt = x5 = MiM{by + ...+ MM;b; (mod m)

je odpovidajici feSeni rovnice (1). Predpokladejme, Ze jsou tato feSeni stejné, tj.

ze plati = z* (mod m). Jelikoz m;|m, plyne odtud x = z* (mod m;), a to
vzhledem k podmince My, =0 (mod m;) pro j # k dava

Ovsem MM = 1 (mod m;), tedy b; = b; (mod m;). Dokéazali jsme tedy, ze
rizné k-tice feSeni rovnic (2) dévaji rtzna feseni rovnice (1), tj. pocet FeSeni
rovnice (1) je pravé ng - ... - ng.

Piiklad. Res$me rovnici f(x) = 32® + 622 + 2 + 10 =0 (mod 15).

Reseni: Rovnice je ekvivalentni soustavé f(x) = 0 (mod 3), f(x) = 0 (mod 5).

Prvni rovnice ma feseni x = —1 (mod 3), druhd ma tfi feSeni = 0,1,2 (mod 5).
Plati M, = 5, My = 3, odkud pro M7, M; postupné dostaneme rovnice

M;M; =1 (mod 3)

5M; =1 (mod 3)
M; = -1 (mod 3),

MyM; =1 (mod 5)

3M; =1 (mod 5)
M; =2 (mod 5).

Proto
Tr = MlMl*bl + M2M;b2 = —5b1 + 662 (mod 15)7

tedy rovnice ma feseni

r1 = (-5)-(-1)+6-0= 5 (mod 15)
zg = (=5)-(-1)+6-1=11 (mod 15)
r3=(-5)-(-1)4+6-2=2 (mod 15).

Kongruenc¢ni rovnice n-tého stupné v modulu p®

Fundamentalni vyznam pro feSeni obecnych kongruencnich rovnic maji rov-
nice tvaru

f(z)=0 (mod p), (1)
kde p je prvocislo. Pro velké hodnoty p a o mtize byt ¢islo p* velké, proto metoda
feSeni rovnic (1) postupnym dosazovanim vsech zbytkovych tiid modulo p* za x
do polynomu f(z) by nebyla efektivni.

Ukazme, jak je mozno ze znalosti feSeni rovnice

f(z) =0 (mod p) (2)
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hledat feSeni rovnice (1). Je-li totiz néjaké x € Z FeSenim rovnice (1), tim spise
bude i feSenim rovnice (2). Bud tedy x; feSeni rovnice (2), tj. x = x; (mod p),
neboli x = x1 + pty, t1 € Z. Obecné ne pro vsechny hodnoty t; je prislusné x
feSenim rovnice (1). Hledejme nyni ta ¢, € Z, kterd vyhovuji rovnici

f(@) = f(z1+pt1) =0 (mod p?).

Provedeme Taylortiv rozvoj polynomu f rozvineme v bodé z1, tj.

/ " (k)
Flar + o) = ) + Dy ¢ L ey L e
Snadno se ovéri, ze vSechna cisla
(@)

/ Z('ml) €Z, proi=1,... k.

Je tedy
fley+pt) = f(an) + f'(z)pti =0 (mod p?). (3)

Jelikoz f(xz1) =0 (mod p), tj. p|f(z1), dostaneme z (3)

Pt = -2 (mod p). (4)

A) V nejobecnéjsim piipadé, kdy p 1 f'(x1) (tj. f'(x1) # 0 (mod p)), ma rov-
nice (4) jediné feSeni t; = t' (mod p) neboli t; = t' + pts, ts € Z.

B) Plati-li v rovnici (4) p|f'(z1), pak mohou nastat dva ptipady:
(i) prava strana rovnice (4) neni délitelnéd p. V tomto pfipadé rovnice (4)
nem4 feseni, a tedy zadné x = z; (mod p) nebude feSenim (1).
(ii) prava strana rovnice (4) je délitelnd p. Pak rovnici (4) vyhovuji véechna
Cisla t; € Z a rovnice (4) ma tedy pravé p feSeni.

V piipadé A) prejdeme déle k feSeni rovnice

f(@) = f(z2+p’2) =0 (mod p*).

Opétovnym uzitim Taylorova rozvoje polynomu f, tentokrat v bodé x,, dosta-
neme

f(x2) +p*taf'(z2) =0 (mod p®),
a jelikoz p?|f(x2), plati

ff;) () =0 (mod p). (5)
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JelikoZ z1 = x5 (mod p), je f'(x1) = f'(x2) (mod p) (ovéite!). Ale dle predpo-
kladu plati f'(z1) #Z 0 (mod p), tedy také f’(z5) # 0 (mod p). Rovnice (5) ma
tedy jediné Treseni

tQ = tl2 —|—pt3, t3 €.

Dosazenim za to do vztahu pro x dostaneme
© =y + pP(th + pts) = x5+ p’ts, =23 (mod p®),

kde x3 = x5 + p*t}.

Uvedeny postup dale opakujeme az do prislusné mocniny p®. Z uvedenych
uvah je také vidét, ze v piipadé A) dava FeSeni rovnice (2) jediné feseni rovnice (1).

V pripadé B)(ii) dosazujeme postupné vSechna FeSeni rovnice (4) do rovnice
f(x) =0 (mod p?) a postupujeme dale stejné jako v piipadé A).

Piiklad. Re$me rovnici f(x) = 22* + 52 — 1 =0 (mod 27).
Reseni: Snadno ovéfime dosazovaci metodou, Ze rovnice f(z) = 0 (mod 3) m4a
jediné Teseni

r=1 (mod3), x=1+3t.

Piitom f'(z) = 823 + 5, tedy f'(1) = 13 a 3 1 13, coz odpovid4 piipadu A). Dle
vySe uvedeného schématu dle (3) plati

f(1)+ 3t /(1) =0 (mod 9),

tj. 6+ 3t; - 13 =0 (mod 9), 13t; = —2 (mod 3), t; = —2 + 3ts.

Dosazenim za t; do vztahu pro x dostaneme
xr = —5 + 9t2, To = —5,
a tedy

f(=5)+ 9 - f'(=5) =0 (mod 27),
1224+ 9t, - (—995) =0 (mod 27),
tg =-1 (mod 3), tg =—-1+ 3t3,

coz opétovnym dosazenim do x dava

r=—14+42Tt;, x=13 (mod 27).
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Cviceni

65.

66.

67.

68.
69.

70.

Reste kongruence:

a) 5rxt+422% —x+17=0 (mod 21),
b) 523 — 722 + 32+ 11 =0 (mod 33),
¢) 222 — Tz +6 =0 (mod 55),

d) 42 — 522+ Tz +21 =0 (mod 105),
e) 322 +7x+5=0 (mod 34).

Reste kongruence prvniho stupné vysetienim systému rovnic jim ekvivalentnich:

a) 43z =59 (mod 112),
b) 37x =162 (mod 245),
¢) 23z =11 (mod 153).

Reste kongruence:

a) 2 =19 (mod 25),
b) 2% =29 (mod 49),
¢) 2% =31 (mod 121),
d) 2% =82 (mod 169).

Dokaite, Ze pro zadné celé &islo « vyraz 2 + 3z + 5 neni délitelny ¢islem 121.
Reste kongruence:

a) 223+ +12=0 (mod 25),

b) 423 + 72 +1=0 (mod 25),

c) 3x3 — 222 — 2z — 21 =0 (mod 49),

d) 523 + 422 — 62 +5=0 (mod 49).

Reste kongruenci
22% — 52 —32=0 (mod 175).
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Kapitola 4

Struktura multiplikativnich grup
okruht Z,, a jejich uziti

4.1 Obecné vlastnosti grup Z; a primitivni
koreny

Pro unitarni okruh R = (R, +,-,0,1) ozna¢me R* mnoZinu vSech jeho inver-
tibilnich prvki, tj.

R={reRIr'cR oz =0 =1}

Snadno se vidi, ze (R*,-) je grupa — tzv. multiplikativni grupa okruhu R.
V této kapitole se budeme zabyvat strukturou grup Z; pro m € N. Ziskané
vysledky pozdéji vyuzijeme pfi feSeni nékterych typti kongruencnich rovnic.
Jsou-li R; = (R;, +4, 4, 0;) okruhy pro i = 1,...,n, lze na kartézském soucinu
mnozin [ [ R; zavést bindrni operace @ a ©® formulemi

(Th cee 7rn) D (rllv U 77":1) = (Tl +1 Ti? T o T':L)7

(T17 s 7rn) © (Tllu e 7T;L) = (Tl ‘1 Tia 5T T;L))

tj. operace jsou na mnoziné || R; definovany ,po slozkach®. Vzhledem k témto
operacim je struktura [[R; = (][] R, &®,®,0) okruhem s nulovym prvkem
0 = (04,...,0,) a nazyva se direktni soucin okruhi Ri,...,R,. Jsou-li navic
1; jednotkové prvky okruht R;, je 1 = (14,...,1,) jednotkovym prvkem okruhu
[[R:. Z dtvodu struénosti znaceni zavedme timluvu, ze budeme operace ve vSech
okruzich R; a [[R; znacit stejné, a to symboly +, -, a 0. Na ¢tenaii ponechame
dtikaz nésledujiciho jednoduchého tvrzeni:

Véta 4.1. Plati [[R: = ([ R:)".
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Budte nyni my,...,m; po dvou nesoudélné piirozena ¢isla. Oznacme I(m;)
idedl v Z generovany prvkem m;. Oznac¢me dale ¢;: Z — Z/I(m;) = Z,, p¥iro-
zeny homomorfismus okruhu Z do okruhu Z,,,, tj.

vi(r) =T =x+1(m;), z€Z.
Definujme déle zobrazeni ¢: Z — || Z,,, predpisem

Y(n) = (W(n),...,¢(n)), neZ.

Snadno se ovérd, Ze ¢ je okruhovy homomorfismus. Zkoumejme, zda je ¢ surjekce:
necht (by, .. bt) € [[Zn, je libovolny prvek. Ma-li pro nékteré n € Z platit

$(n) = (.., b), pak ¥x(n) = by, tedy
n=b; (modm;).

Cinska véta o zbytcich garantuje, Ze v pfipadé po dvou nesoudélnych modulii m;
takové n € Z pro zadané hodnoty b; existuje. Tedy v je surjekce.

Uréime jadro homomorfismu Ker . Necht pro n € Z je ¢(n) = (0,...,0).
Pak n =0 (mod m;) a vzhledem k nesoudélnosti modult m; odtud plyne n =0
(mod m) pro m = myq - ...-my. To ale znamené, ze n € I(m) a Kery = I(m).

7 véty o homomorfismu okruht odtud plyne izomorfismus

Z)Kertp = L =2 | [ Znm,-
Z véty 4.1 pak dale dostaneme nasledujici tvrzeni.
Véta 4.2. Zt, =[] Z,..

Bud nyni m = p{* - ... p{" kanonicky rozklad ¢isla m. Dle tvrzeni 4.2 plati
zy, = HZ aiy & tedy struktura grupy Z;, je plné urcena strukturami grup Z*al.

Budeme tedy déle studovat pouze grupy tohoto typu.

Struktura grup Z;%

Budeme se zabyvat zejména otazkou, které z uvazovanych grup budou cyk-
lické. Uvazujeme-li napf. grupu (Z/I1(5))* = Z%, pak vzhledem k tomu, ze Zj; je
téleso, bude platit

Zt=1{1,2,3,4}.
Grupa Z: je cyklickd, pfidemz kazdy z prvkii 2, 3 je jejim generatorem. Obecné
plati, Ze je-li p prvocislo, pak je Z, téleso a |Z| = p—1. Vime jiz také, ze prvek a
je invertibilni v Z,, pravé tehdy kdyz (a,m) = 1. Takovych prvki je pravé ¢(m),
a tedy tad grupy Z;, je pravé ¢(m).
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Jak je znamo ze zakladniho kurzu algebry, konecna grupa je cyklicka, prave
kdyz obsahuje prvek radu rovného fadu uvazované grupy. Prvek @ je tedy gene-
ratorem grupy Z!, pravé kdyz jeho ¥ad je roven ¢(m), tj. pravé kdyz n = ¢(m)
je nejmensi piirozené ¢islo vlastnosti @* = 1 (mod m). Navic pak bude platit

* _ (=0 =1 —n—17.
z:, ={a,a,...,a" "}
prvek @ pritom nazyvame primitivni koren modulo m.

Zabyvejme se tedy otazkou, ve kterych grupach Z;, budou existovat primitivni
koreny.

Piiklad. Zvolime-li m = 8, pak ¢(8) = 4, Z = {1,3,5,7}. P¥itom plati 3° =T,
5 =1,7 =1, tedy prvky 3, 5, 7 jsou fadu 2. Grupa Z} tedy nema prvek fadu 4
a neni tedy cyklicka.

Véta 4.3. Bud p prvocislo a 1 < k < p. Pak p’ ).

Diikaz: Ziejmé (V) = Wik)!, tedy p! = kl(p — k)!(?). Dale p[p!, p { kl(p — k)!,
tedy p| (i), nebot p je prvocislo. O

Véta 4.4. Je-lil > 1, a="b (mod p'), pak a’? = b (mod p'*1).

Diikaz: Podminku a = b (mod p') lze prepsat do tvaru a = b+ cp!, ¢ € Z.
Z binomické véty dostaneme

al? = b’ + (]13) Ylepl + A,

kde A € Z a p'*?| A. Pfitom p'*!

(21’) vlep', tedy a? = P (mod p'*t). O
Véta 4.5. Je-lil > 2,p # 2, pak pro a € Z je
(1+ap)”  =1+ap™" (mod ph).

Diikaz: Pro [ = 2 tvrzeni evidentné plati. Pfedpokladejme jeho platnost pro [ > 2
a dokazme platnost pro [ + 1. Dle predchozi véty je

[(1 + ap)pu]p =(1+ap™)” (mod p™).

Z binomické véty dostaneme

(1+ap ")’ =1+ @ @+ B

kde B =3"1_, (!)(ap'™)*. Z véty 4.3 mame p|(?) pro kazdé p # k. Je tedy k-ty

élen v sumé B pro k # p délitelny p¢~D+1 a kazdy z nich je délitelny alespoi
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¢lenem p?~V+1 (pro k = 2). Jelikoz | > 2, plati 1+2(1 —1) > [+ 1. Posledni ¢len
v B je roven a”’p"!"). Pro p > 3 ale plati p(l — 1) > [ + 1. Celkem tedy p'™*|B,
odkud

(1+ ap)pl_l =1+ap’ (modp'™).

Jako dusledek pak dostavame nasledujici vétu.
Véta 4.6. Je-li p # 2, (a,p) = 1, pak p'~t je 7dd proku 1 + ap v grupé Zy.
Diikaz: Dle véty 4.5 plati (1 + ap)pl*l =1+ap' (mod p'*?), odkud
(1+ap)’ =1 (modp).
Je tedy fad prvku 1+ ap délitelny p'~!. Na druhé strané oviem z (a,p) = 1 plati

(1+ap)’ " =14ap ' #1 (mod p),

1

tedy zadny vlastni délitel prvku p'~! nemtize byt jeho fadem. ([l

Véta 4.7. Je-li p liché prvocislo, | € N, pak existuji primitivng koveny modulo p'.

Diikaz: Pro l =1 je Zj, téleso. Je znamo, ze multiplikativni grupy konecnych téles
jsou cyklické a existuje tedy primitivni kofen g (mod p).

Primitivnim kofenem (mod p) bude také ¢islo g+p. Kdyby ¢?=* = 1 (mod p?),
pak by

(g+p) =g ' +(p—1g" p=1+(p—1)¢g"?p (mod p?).

Jelikoz p? 1 (p — 1)gP~?p (jinak by platilo p|gP~2, a tedy g2 = 0 (mod p) a
0 (mod p?), coz je spor s g°"1 = 1 (mod p?)), odkud (g + p)P~! # 1
(mod p?). Lze tedy piedpokladat, Ze ¢ je primitivni kofen modulo p vlastnosti
g* ' # 1 (mod p?) (v opa¢ném piipadé bychom misto prvku g vzali primitivni
kofen g + p).
Ukazme, Ze prvek g je je pak jiz primitivnim kofenem modulo p' pro kazdé
I € N. K tomu je tieba dokazat, Ze plati-li ¢" = 1 (mod p') pro nékteré n € N,
pak ¢(p') = p'~t(p — 1)|n (tj. Ze n je nasobek fadu grupy Ly).

gt =

Z podminky ¢! = 1 (mod p) plyne, Ze g?~* = 1 + ap pro nékteré a € Z, a
jelikoZ gP~1 #£ 1 (mod p?), méme (a,p) = 1 a p{ a. Diky disledku 4.6 je p'~* ¥ad
prvku 1+ ap (mod p'). Z¥ejmé

(I+ap)"=("")"=(¢g")"=1 (mod}p),

plati tedy p'~1|n.
Polozme n = p'~!n’. Pak z ¢* = g (mod p) plyne @ =y (mod p) a

/ /

" =¢g" =1 (mod p).
74



Vzhledem k tomu, Ze ¢ je primitivni kofen modulo p (a tedy ¥ad prvku g (mod p)
je ¢(p) = p —1), plati p — 1|n" a celkem p'~1(p — 1)|n. O

Ptedchozi tvrzeni plati pouze pro licha prvocisla. Podivejme se nyni na exis-
tenci primitivnich kofentt modulo 2! pro [ > 2.

Véta 4.8. Primitivni koveny (mod 2') existuji pouze pro | = 1,2, prol > 3
neezistugi. Je-li | > 3, pak mnoZina {(=1)%-5%a € {0,1},0 < b < 272} tvori
redukovany systém zbytki (mod 2'), a tedy grupa Ly, je direktnim soucinem dvou
cyklickiyjch grup, jedné vddu 2 a druhé Fddu 2'=2.

Diikaz: Snadno se oveéri, Ze 1, resp. 3 je primitivni kofen (mod 2), resp. (mod 4).
Predpokladejme, ze [ > 3. Dokazeme, ze

527 =1+42"" (mod 2)). (1)

Pro [ = 3 tvrzeni zifejmé plati. Postupujme déle matematickou indukci, tj. pred-
pokladejme platnost (1) pro [ a dokazme pro [ + 1. Aplikaci véty 4.4. dostaneme

(5272 =577 = (14+21)?  (mod 2*).

Ovsem )
(14271 =142 42%72

aprol>3je2l—2>1+1, tedy (1+271)2=1+2" (mod 2'*!) a celkem
527 =142 (mod 2'). (2)

Tim je formule (1) dokéazana.

Ze vztahu (2) ihned plyne kongruence 5277 =1 (mod 2'), z (1) pak 5270 £1
(mod 2!). To znamena, Ze 2!~2 je fad &isla 5 (mod 2').

Uvazujme nyni mnozinu A = {(—1)?-5%a € {0,1},0 < b < 2!-2} majici 2/-1
prvki. UkaZme, %e 74dné dva z nich nejsou kongruentni (mod 2'). Kdyby totiz
(—1)*-5" = (=1)% - 5" (mod 2), I > 3, pak by (—1)* = (=1)* (mod 4), odkud
a=ad (mod 2).

Je tedy a = @/, nebof a € {0,1}. Z a = a’ plyne 5 = 5 (mod 2'). Jelikoz
2172 je tad 5 (mod 2'), je b = b (mod 2/72), odkud b = b', nebot 0 < b, b’ < 2!-2.

Dokézali jsme tedy, Ze mnozina A je redukovany systém zbytkd (mod 2').
K dokonceni diikazu staci ovéfit, Ze v A neni prvek fadu ¢(2!) = 2! — 2071 = 20-1,
Zrejmé ((—1)* - 5727 = (=1)2277 . (5277) = (52 °) = 1 = 1 (mod 2), tedy
fady prvki z A jsou nejvyse rovny 2172, ¢imz je ditkaz hotov. O

Ptedchozi tvrzeni davaji iplnou odpovéd na otézku struktury grup Z7 :
Véta 4.9. Necht m =2%-pi* - ... p" je kanonicky rozklad ¢isla m. Pak

A=/ Hzgzqi.
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Grupy Z;% jsou pritom cyklicke rddi p?i_l(pz‘ — 1), grupa Z%. je cyklicka grupa
Fddu 1 nebo 2 pro a = 1 nebo a = 2, pro a > 3 je direktnim soucinem dvou
cyklickijch grup, jedné vddu 2, druhé vddu 2°72.

Jako bezprostiedni diisledek dostaneme, které moduly maji primitivni kofeny:

Véta 4.10. Primitivni koteny (mod m) ezistuji pravé pro m = 2,4,p* a 2p?,
kde a € N a p je lich€ prvocislo.

Diikaz: Dle tvrzeni 4.8 je m # 2! pro | > 3. Neni-li m z4dného z uvazovanych

tvart, pak m = my - mg, (my,me) = 1 a my,my > 2. V tom piipadé jsou
cisla p(mq) a ¢(my) suda a plati Z; = Z* x Z . Obé grupy Z;, ,Z, obsahuji

prvky fadu 2 (grupy jsou sudych radi a lze dokazat, ze pro kazdého prvociselného
délitele ¢ fadu kone¢né grupy existuje v této grupé prvek radu ¢). Jsou-li to prvky
ai, az, pak prvky (aq,1), (1, aq) € Z7, jsou navzajem rizné prvky rfadu 2. Cyklicka
grupa ovSem nemuze mit dva rizné prvky fadu 2 (je-li G cyklickd grupa radu
2l a g je jeji generator, pak G = {¢° ...,¢% '}; necht a = ¢g*, b = ¢/, 0 < k,
j < 21—1 jsou prvky fadu 2 v G. Pak ¢?* = ¢% = 1 implikuje 21|2k, 21|25, odkud
l|k, 1|7, coz vzhledem k volbé k,j znamend k = j = [, tedy a = b), tedy grupa
Z}, neni cyklickd. Mame jiz dokdzano, ze 2,4, p* maji primitivni koreny. Jelikoz

* ~ * * ~ *
sp0 2Ly X Ly 2L,

je grupa Zj . cyklickd a existuji tedy i primitivni kofeny (mod 2p?). O

Cviceni
71. Urcete fad prvku a v modulu m. Je a primitivni kofen v modulu m?
a) 3,17, b) 3,19, c) 4,21, d) 5,18, e) 5,23, f) 7,24.
Je a primitivni kofen v modulu m?
72. a) Vite-li, ze 12 je fadu 6 v modulu 19, najdéte ¥ady prvka 123, 124 12° v tomto
modulu.
b) Vite-li, ze 6 je primitivni kofen v modulu 41, najdéte fady prvka 62, 615, 61¢
v tomto modulu.
73. Vite-li, ze pro dva navzajem nesoudélné moduly m; a ms ¢islo a je fadu d; a d2, najdéte
fad 6 prvku a v modulu mims.
74. Najdéte tady pro:
a) 2 v modulu 35,
b) 3 v modulu 35
uzitim vlastnosti vyplyvajici z pfedchozich cviceni a nezavisle na nich.
75. Najdéte pocet t¥id primitivnich koren v modulech:
a) 17, b) 43, c) 73, d) 89.
76. Najdéte pocet t¥id radu:
a) 7 v modulu 29,
b) 9 v modulu 37.
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4.2 Indexy prvku, jejich vlastnosti a uziti

Vlastnosti primitivnich kofenti umozinuji zavést v teorii ¢isel dilezity pojem,
ktery je analogicky pojmu logaritmu.
Je-li g primitivni kofen (mod m), pak ¢(m) je fad prvku g v grupé Z? | tj.

9. .., gomt (1)

je redukovany systém zbytkt (mod m). Odtud plyne, Ze pro kazdé a € Z,
(a,m) =1, existuje jediné v, 0 < v < ¢(m) — 1 tak, Ze

a=g" (modm). (2)

Cislo v nazyvame index prvku a modulo m pro primitivni kofen g a znacime
ind, a. Je-li ziejmé, ktery primitivni kofen g uvazujeme, piSeme jen ind a.

Ptiklad. Pro m = 7 je Z3 = {1,2,3,4,5,6}, g = 3 je primitivni kofen (mod 7),
indexy pro g = 3 jsou postupné 0, 2, 1, 4, 5, 3.
Jsou-li 71,72 € Ny takova ¢isla, ze g7 = ¢7* (mod m), pak pro v3 —y2 > 0 je

g" =1 (modm).

JelikoZ ¢(m) je fad prvku g, plati ¢(m)|y1 — 9, tedy 71 = 2 (mod ¢(m)). Odtud
tedy plyne, ze a = b (mod m) implikuje inda = indb (mod ¢(m)). Obracena
implikace se dokaze analogicky, celkem tedy plati

a=b (modm) <= inda=indb (mod ¢(m)). (3)
Piiklad. Pro m = 7 je ind3 6 = 3. Z kongruenci 55 = 27 = 6 (mod 7) plyne
ind3 55 = ind3 27 =ind36 =3 (mod 6).

Ukazme, Ze indexy maji podobné vlastnosti jako logaritmy.

Vlastnosti indexu

Plati
ind(ay ... a,) =inda; +...inda, (mod ¢(m)) (4)
Diikaz: Ziejmé mame a; = ¢™™4% (mod m), proto
gind(“l"“'“") =a1 ... Qp = gzind“i (mod m),

odkud z vlastnosti (3) plyne
ind(a; -...-a,) =inda; +...inda, (mod ¢(m)).
Vlastnost (4) ma zfejmy dusledek:
inda"=n-inda (mod ¢(m)). (5)
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Tabulky indexu

K tomu, abychom mohli prakticky pro dané a € Z a pro dany primitivni kofen
g (mod m) najit hodnotu ind,a a zpatky k danému indexu najit odpovidajici
¢islo, jsou sestaveny tzv. tabulky indezi.

Priklad. Pro m = 37 a g = 2 vypada tabulka indext takto:

N{O| 1| 2 3] 4| 5| 6| 7] 8] 9
0 1126 223|127 |32] 3|16
11241302811 33|13 | 4| 717135
2125122311529 (10|12| 6|34 |21
31141 9| 5120 81918

O 1| 2 3| 4] 5| 6| 7] 8| 9
11 2] 4| 8|16 32|27 |17 |34 |31
2513126153023 | 918|336 | 35
33129121 5|10,20] 3| 6|12 24
11 (22| 7114|2819

W N = Of b~

Z tabulky vy¢teme , Ze napt. indy 23 = 15 (mod 36), odkud 23 = 2'5 (mod 37).
Zpétky, je-li indy x = 18, pak x = 36 (mod 37).

Tabulky indexti pro prvocisla mensi nez 89 jsou uvedeny v priloze na konci

skripta.

Cviceni
77. Vite-li, Ze 6 je primitivnim kofenem v modulu 13, sestavte pfi zakladu 6 tabulku indext
v modulu 13.
78. Vite-li, Ze 5 je primitivnim kofenem v modulu 18, sestavte prfi zakladu 5 tabulku indext
v modulu 18.
79. Dokazte, ze pro lichy prvociselny modul p plati:

-1
ind(—1)=ind(p—1) = pT (mod p —1).
80. Vite-li, Ze v modulu 71 je ind7 66 = 63 (mod 70), najdéte v tomto modulu ind;5 66 (13
je primitivni kofen v modulu 71).
Uziti indext k feseni kongruencnich rovnic
1. Reseni binomickych kongruencénich rovnic
Zabyvejme se rovnicemi ve tvaru
a-z"=b (modm), (m,a)=1. (1)
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Budeme fesit rovnice (1) pouze pro piipad, kdy existuji primitivni kofeny (mod
m). Aplikujeme-li na rovnici (1) vlastnosti indext (3), (4), (5), dostaneme

inda +n-indz =indbd (mod ¢(m)),

odkud
n-indz =indb—inda (mod ¢(m)). (2)

Rovnice (2) je linearni kongruenéni rovnice vzhledem k ind x a v tabulkach indext
nalezneme prislusné z. Mohou nastat nasledujici pripady:

1) (n,¢(m)) = 1. Pak mé rovnice (2) vzhledem k indz jediné feSeni, tedy
rovnice (1) mé jediné reSeni vzhledem k z;

2) (n,¢(m)) = d > 1. Pak mohou nastat moznosti:

a) d 1 (indb — ind a); pak rovnice (2) nema FeSeni, a tedy ani rovnice (1)
nemd resent;

b) d|(ind b — ind a); pak z rovnice (2) dostaneme

g ‘indz = indb — inda ; inda (mod —(b(;?l)) .

Tato rovnice ma jediné feSeni v modulu @ a v modulu ¢(m) ma

pravé d feSeni, tedy i rovnice (1) méa pravé d resend.

Priklad. Res$me rovnici 23 = 34 (mod 41).
Reseni:
3-indz =ind34 (mod 40)
3-indx =19 (mod 40)
indz = 33 (mod 40).

Z tabulek indexu zjistime z = 17 (mod 41).

Piiklad. Re$me rovnici 392%' = 53 (mod 73).
Reseni:

ind39 + 21 -indz = ind53 (mod 72)

21-indz = ind 53 — ind 39 = 53 — 65 = —12  (mod 72)
indz = —4 (mod 24)
indz = 20,44,68 (mod 72)

x =18,71,57 (mod 73)
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Kritérium fFeSitelnosti rovnice 2" = a (mod m)
Z rovnice ™ = a (mod m) plyne
n-indx =inda (mod ¢(m)).

Je-li (n, (m)) = d, pak je posledni rovnice vzhledem k ind z fesitelna, pravé kdyz
d|ind a, tj.
inda=0 (mod d). (1)

Vyjadiime podminku (1) v zavislosti na ¢islech m,d. Rovnost (1) vynésobime

¢islem @, tj. dostaneme
o(m) inda=0 (mod ¢(m)),
odkud "
inda“@ =0 (mod ¢(m)),
tedy
S =1 (mod m). (2)

Podminka (2) je nutnou a postacujici podminkou feSitelnosti rovnice (1). Pro
pripad n = 2 a m liché prvocislo, dostaneme znamé Eulerovo kritérium pro
kvadratické zbytky.

2. Reseni exponenciilnich rovnic

Uvazujme rovnice ve tvaru

Prechodem k indextim dostaneme
z-inda =indb (mod ¢(m)).

Tato rovnice (a tedy i ptivodni) je fesitelna pravé kdyz pro d = (ind a, ¢(m)) plati
d|ind b.

Piiklad. Res$me rovnici 5* = 17 (mod 31).
Reseni: Dostaneme
z-ind5 =ind 17 (mod 30),

20z =7 (mod 30).

Protoze d = (20,30) = 10, 10 1 7, rovnice neni fesitelna.
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Piiklad. Res$me rovnici 11% = 17 (mod 31).
Reseni: Dostaneme

x-ind11 =ind 17 (mod 30)
23z =7 (mod 30)
r=-1 (mod 30).

Zabyvejme se nyni jesté otazkou poc¢tu primitivnich kofent (pokud existuji)
(mod m). Pro a € Z, (a,m) = 1, oznacme 6(a) ¥ad prvku a v grupé Z*,.

Véta 4.11. Rdd proku 6(a) je definovdn rovnosti
¢(m).
d(a)’

specidlné tedy a je primitivni koren (mod m) pravé kdyZ (ind a, p(m)) = 1. V re-
dukované soustavé zbytki (mod m) existuje tedy pravé ¢(p(m)) primitivnich ko-
rent.

(ind a, p(m)) =

Diikaz: Ziejmé &(a) je nejmensi pfirozené &islo vlastnosti a®® = 1 (mod m).
Tato podminka je ekvivalentni s rovnosti

0(a)-inda=0 (mod ¢(m)) nebo inda=0 ( 5(a) )

To znamend, ze 0(a) je nejmensi délitel ¢(m), pro ktery (l;— déli ind a, neboli

‘b((m)) je nejvétsi délitel ¢(m), délici ind a. Celkem tedy (ind a, p(m)) = 5((";)).
Indexy redukované soustavy zbytkd (mod m) jsou prvky mnoziny inda €
€ {0,1,...,¢(m) —1}. Tedy z podminky pro primitivni kofeny (ind a, p(m)) =1
plyne, Ze existuje pravé tolik primitivnich kofent (mod m), kolik existuje ¢isel
ind @ mensich nez ¢(m) nesoudélnych s ¢(m), coz je pravé ¢(od(m)). O

Piiklad. V redukované soustavé zbytki (mod 41) jsou primitivnimi kofeny ¢isla
a, pro kterd (inda,40) = 1, tj. &isla 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29,
30, 34, 35, jejich pocet je ¢(40) = 16.

Cviceni

81. Reste kongruence pouzitim tabulek indexti:

a) x% =37 (mod 43), d) z'2 =27 (mod 83),
b) 2% =27 (mod 37), e) 22 =61 (mod 732),
c¢) 719 =33 (mod 37), f) 22 =29 (mod 59?).

82. Reste kongruence prvniho stupné pouzitim tabulek indexii:

a) 23z =9 (mod 97), ¢) 53z =37 (mod 79),
b) 47z =23 (mod 73), d) 65z =38 (mod 83).
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83. Reste kongruence pouzitim tabulek indexti:

a) 432" =35 (mod 71), c) 5322 =38 (mod 61),
b) 45212 = 28 (mod 67), d) 2723° =41 (mod 79).

84. Najdéte zbytek po déleni pouzitim tabulek indexi:

a) 341%% po 89, d) 53294317 po 37,
b) 244408 po 73, e) 1751 po 629.
c) 74993 po 79,

85. Najdéte nejmensi celé kladné feSeni exponencialnich kongruenci:
a) 13 =42 (mod 53),
b) 18* =53 (mod 79),
c) 44* =19 (mod 71).
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Kapitola 5

Aproximace realnych cisel
racionalnimi ¢éisly

5.1 Retézové zlomky realnych cisel a jejich
vlastnosti
1. Vyjadreni iracionalnich ¢isel nekoneé¢nymi fetézovymi
zlomky
V predeslych kapitolach bylo ukazano, ze algoritmem postupného hledani ce-
Iych ¢asti je mozno kazdé racionélni ¢islo o = § vyjadrit jakozto konecny fetézovy
zlomek

a
5291‘1‘ 1 = (q1, -+ qn)
Q2 + 1 (1)
Gst .+ ——1
Qn71'+ -

an

a naopak, ze kazdy fetézovy zlomek (1) reprezentuje racionalni ¢islo.
Algoritmus postupného hledani celych ¢asti je mozno aplikovat i pro realna

¢isla obecné. Pro iraciondlni ¢islo o ovSem algoritmus musi byt nutné nekonecény.
Vypocet fetézového zlomku odpovidajiciho iracionalnimu ¢islu a je mozno vyja-
drit nasledujicim schématem:

1

a=0ar=q+ 4, kde ¢; = [a1], 9 > 1,
1
asg’?

as =@+ =, kde o = [ag], a3 > 1,

1
a1’

ap = Qi + kde ¢, = [ag], a1 > 1,
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Je tedy mozno psat

Q2+ 1
3
G+ — )
qr +

11

Posloupnost & = (q1,q2, - - ., q, - - . ) budeme nazyvat nekonecny retézovy zlo-
mek cisla o, ¢isla q1, qo, . . ., Qk, - . ., pak proky retezového zlomku. Poznamenejme,
ze kazdému « odpovida jeding fetézovy zlomek, nebof vypocet celych ¢asti je
jednoznacny.

Jestlize se nekone¢ny fetézovy zlomek pocinaje jistym prvkem zacind opako-
vat, nazyva se zlomek periodicky. Opakuje-li se uz od 1. prvku, nazyva se ryze
periodicky. V opa¢ném pripadé hovoiime o smiseném periodickém zlomku.

Ryze periodicky zlomek (q1,...,qk, ¢1, .., qk, - . . ) zapisujeme zkracené ve tva-
ru ((q1,-..,qx)), smiSeny periodicky zlomek (q1,..., @k @1y @ Qhy -5 qLy---)
ve tvaru (q1,...,qx, (q1,---,4}))-

Priklad. Pro a = v/11 dostaneme o = a; = 3 + é, as > 1, dale pak

_ _1 Viids 1
Qg = Ji1-3 ) _3+a_3’ Qg > 17
a3:\/%73:\/11+3:6+0%4, ag > 1,
_ 1 _ 1143 1
044—\/ﬁ_3— ) _3_'_&_5’ Oé5>17"'

Celkem tedy v/11 = (3, (3,6)).

Cisla ay ve formulich (2) nazyvame zbytkovd cisla Fdadu k rozkladu é&isla a.
Pro nekone¢ny fetézovy zlomek (qi, ..., q, ... ) je mozno opét uvazovat posloup-
nost zlomki 6; = ¢1,02 = (¢1,42),---,0k = (q1,---,qx), . .. nazyvanych parcidlni
zlomky rozkladu cisla a.

Je ziejmé, ze rekurentni formule pro vypocet zlomk d; pomoci zlomkt pred-
chozich zistanou stejné jako v pripadé konecnych fetézovych zlomki, nebot jejich
vypocet zavisi pouze na prvcich qq,...,qx,... a nikoliv na tom, zda posloupnost
nékterym prvkem ¢, konci. Plati tedy:

1)
I S e o

T Q. Qi1+ Qs
Py =qPr1+ P2, FR=1 P =q,
Qr = pQr-1+ Qr—2, Qo=0,01 =1

2) Ay = PQr-1 — QrPr1 = (—1)F,
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B (=
3) G = -1 = QrQr-1

Bereme-li v ivahu formuli (3), je mozno podobné psat
g P+ P
= : (4)
ap1Qr + Qr1
Zajimava nyni bude otazka, jak budou parcidlni zlomky ¢ a ¢islo o usporadany
na ciselné ose.

Véta 5.1. Cislo « lei vidy mezi sousednimi parcidlnimi zlomky 6y, pp1 svého
rozkladu a je vidy blize k dxq1 neZ k .

Diikaz: 7 formule (4) postupné odvodime
o 1Qr + Qi1 = 1 Py + Py,
g1 (@Qr — Py) = Py — aQp,

py1Qk (04 - %) = Q1 (gz_ll - 04) )

ap1Qr(a = 6y) = Qp-1(dr—1 — ).
Pritom a1 > 1, Qr > Qk—1 > 0 (dokéze se snadno indukci), takze

ap1Qr > Qr—1 > 0.

Odtud plyne
1) ¢isla av — 0y, Ox—1 — o maji stejnd znaménka, tedy « lezi mezi §y a ox_1;
2) |Oé - 5k| < |5k—1 - Oé|, tj. 0% je blize 6k nez 5k—1' O

Jelikoz a > 01 = q1, je a < d9, a > 63, ... Odtud dostaneme:

a) « je vétsi nez parcialni zlomky lichého fadu a mensi nez vSechny parcialni
zlomky sudého 1adu;

b) parcidlni zlomky lichého fadu tvoii rostouci posloupnost a sudého fadu
klesajici posloupnost, tj.

0 <03 < << <y <0y

Déle, protoze Qri1 > Q, je klim Qr = 00, tj.
—00

. . 1
A (91 = o] = lim = — =0,
Jelikoz «v lezi ve vSech intervalech (Jg, 0x41), je
0= Jim o

Dokazali jsme tedy nasledujici vétu.
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Véta 5.2. Nekonecnd posloupnost parcidlnich zlomki o), odpovidajici iraciondl-
nimu ¢islu o konverguje k o, pricemz je alternujici kolem c.

Cviceni

86. Najdéte rozklad v fetézovy zlomek a parcidlni zlomky pro a = ‘/32“. Najdéte zako-
nistosti v posloupnosti jmenovateli téchto zlomkt a ukazte, ze tvori tzv. Fibonacciho

posloupnost.
87. Najdéte realné ¢islo a majici parcialni zlomek & a zbytkové ¢islo a1 pro:
a) ¥,v2 b)) 3,5

88. Najdéte rozklad redlného ¢isla a v Fetézovy zlomek, jestlize o mé parcidlni zlomek dy a
zbytkové ¢islo ag41 pro:

SRS $E 4

2. Konvergence nekoneénych retézovych zlomki

Ukézeme, Ze pro libovolny nekoneény fetézovy zlomek (q1, . . ., gk, - . .) posloup-
nost jeho parcidlnich zlomkid konverguje k néjakému iracionalnimu cislu «, tj.
také naopak, ze kazdy nekonecny parcidlni fetézovy zlomek reprezentuje jediné
iracionalni ¢islo.

Dokéazali jsme, ze

(—=1)* 1
0, — 01 = ——— 2 0 — 01| = ——.
R R 9 =01l = 557

Tyto formule ukazuji, ze

1) Oop, > 52]6,1, Do > (52k+1 pro libovolné k € N;

2) ’5k+1 N (5k| - Qk+11Qk < Qkék—l - ‘6k a 5]“71"

Je tedy 03 blize 05 nez 97 a jelikoz d; a d3 lezi vlevo od ds, je 91 < d3. Podobné
54 < 52, atd.

Jelikoz dale je klim (0k — dx—1) = 0, tvori délky intervala (d1,d2), (d3,04), ...
—00

klesajici posloupnost. Musi mit tedy jediny spolecny bod «, ktery je spolecnou
limitou posloupnosti d1,9s, ..., a ds,d4, ... Celkem plati

a= lim(q,...,q).

k—o0
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3. Priblizeni realného cisla zlomky se zadanym ohranic¢enim
pro jmenovatele

Jelikoz mnozina vsech racionalnich ¢isel je hustd v R, 1ze ke kazdému realnému
¢islu a a € > 0 najit racionalni ¢islo § tak, ze

a—§'<6, (1)

tj. realné ¢islo «r 1ze aproximovat racionalnim ¢islem s libovolnou presnosti. Jestlize
ovsem budeme na zlomek § klast jisté omezujici podminky, uz se obecné zlomkem
§ nebudeme zfejmé moci ¢islu « libovolné ptiblizit. Zabyvejme se nasledujicimi
problémy:

(1) jsou-li dana ¢isla « a €, jak velké je nutno vzit ¢ tak, aby platil vztah (1);

(2) jsou-li ddna « a ¢ nebo néjaké ohraniceni shora pro ¢, jak malé mtze byt
Cislo €, aby jesté platil vztah (1).

Zabyvejme se nejprve otazkou, jak ,blizko” jsou parcialni zlomky 9, v rozkladu
a k éislu «, tj. zkoumejme rozdil |a — dx|. Jelikoz o lezi vzdy mezi sousednimi
parcialnimi zlomky &, dx+1 a je vzdy blize k o1, plati

Lt
Qka+1 ‘

Ovsem Qry1 = qri1Qk + Qr—1, kde Q1 > 1, Qi Qr—1 > 0, tedy Qry1 >
> Qr + Qr—1 > Q, odkud m < Q2 Celkem tedy mame

lov = 6p| < |Opy1 — Ok| =

1
k

Zkoumani problémi 1) a 2) za¢néme nésledujicim motivaénim piikladem

Piiklad. Holandsky astronom, fyzik a matematik Christian Huygens (1629—
1695) narazil pii konstrukci modelu sluneéni soustavy pomoci ozubenych kol na
problém, ktery ho ptivedl k objevu dilezitych vlastnosti nekone¢nych fetézovych
zlomki. Predpokladejme, Ze podil thlovych rychlosti dvou kol je . Jelikoz th-
lové rychlosti jsou nepirimo umérné poctu zubi, musi byt podil poctu zubi také
a. Je-li = & zlomek v zakladnim tvaru s velkymi hodnotami N a n (napi.
1828611) pak vzmka technicka obtiz vyroby kol s tak velkym po¢tem zubt. Ulohu je
mozno technicky zjednodusit omezenim poctu zubi, pficemz pomér poctu zubi
by mél byt pfiblizné zachovan. Chceme tedy napf. ¢isla N a n zaménit ¢isly Ny
a ny tak, aby n; < 100. Rozlozime 128 v fetézovy zlomek a uréime jeho parcialni

881
zlomky:
1261

— =1(1,2,3,7,8,2
881 (777)7)
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G 12 3 7 8 2
P, 1 1 3 10 73 594 1261
Q. 0 1 2 7 51 415 881

Vidime, Ze nasim podminkam vyhovuje parcialni zlomek 64 = g—i’, pricemz

1261

o001 Y4

<107%
881

<

01 -415

Ulohu je mozno formulovat i jinak: najit zlomek s co nejmensim jmenovatelem
tak, aby se nelisil od % o vice nez 107%. Je tedy nutné vybrat nejmensi k tak,
aby Q. - Qry1 > 10%. Zjistime, ze k = 4 a tloze pak vyhovuje zlomek dy.

Priklad. Vime, ze /11 = (3,(3,6)). Nahradme /11 zlomkem s presnosti 1073.
Hledame tedy takovy parcialni zlomek o5 = % tak, aby QrQrr1 > 103. Parcilni
zlomky dostaneme z tabulky:

m 3 3 6 3
P, 1 3 10 63 199
Q. 01 3 19 60

Odtud 03 = ?—g je parcialni zlomek s nejmensim jmenovatelem vyhovujici nasi
tloze, nebot 19 - 60 > 103.

Shora uvedené problémy lze formulovat takto:

1) najit co nejlepsi racionalni priblizent ¢isla o parcidlnim zlomkem s jmeno-
vatelem < n;

2) najit raciondlni pribliZzeni parcidlnimi zlomky ¢isla o s co nejmensim jme-
novatelem tak, aby odchylka nebyla vétsi nez €. V tomto pripadé hledame
nejmensi k € N vlastnosti QxQri1 > %

Zakon mozného priblizeni libovolného realného cisla o racionalnim cislem ne-
zavisle na jeho tvaru vyjadiuje nasledujici véta.

Véta 5.3. (Dirichletova) Necht a, 7 > 1 jsou redlnd cisla. Pak existuje zlomek

7 v zdkladnim tvaru tak, Ze

<—, 0<b<T.
bt

Jina formulace: Pro kazda realna ¢isla «, 7 > 1 existuje racionalni ptibliZeni
7 Cisla a s presnosti %, 0<b<T.
Dikaz: Necht 0, = % je parcialni zlomek ¢isla a. Vybereme nejmensi @, tak,
aby @k < 7 a polozime § = J; (uvédomte si, Ze posloupnost @ je rostouci, tedy
takové Qi vzdy existuje). Plati tedy

Qr <7 < Qpy1,
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odkud

b Qr| — QkaJrl br’
neboﬁﬁ<%,@k:b,0<b:Qk§T. O

Ptiklad. Nalezneme piiblizeni ¢isla v/19 zlomkem % s piesnosti
Plati V19 = (4,(2,1,3,1,2,8)), odkud dle tabulky

100b

Qi 4 2 1 3 1 2 8
P, 1 4 9 13 48 61 170
Q. 0 1 2 3 11 14 39
je vidét, Ze nejvetsi jmenovatel @ < 100 je 39. Zvolime tedy § = %.

4. Parcialni zlomky jako nejlepsi priblizeni

Na uvedenych prikladech jsme vidéli, ze parciadlni zlomky realného cisla «
jej dobfe aproximuji. Obecné ukazme, ze v jistém smyslu dévaji nejlepsi mozna
priblizeni.

Uvazujeme-li napt. aproximaci ¢isla o desetinnym dcislem az do n-té cifry
za desetinnou carkou, dostaneme zlomek § s jmenovatelem ¢ = 10", pricemz
odchylka je rovna |ov — §| < %} (zbytek nemuze byt vétsi nez polovina ¢isla 107").

Jak jsme odvodili, je-li § parcialni zlomek ¢isla «, pak

takze pro dané q je odchylka q% mnohem mensi nez %}.

Priklad. Vyjadrete ptiblizné ¢islo m zlomkem s jmenovatelem < 100.

Reseni: Pro desetinné priblizeni je 3,14 = %, odkud |m — 3, 14| < 0,016. Uzitim
desetinného rozvoje ¢isla m na 35 desetinnych mist spocital J. Wallis (1616-1703)

v r. 1685 jeho prvnich 34 parcialnich zlomkii:

= (3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,
2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,1,... ),

odkud 3 22 333

1 1 ) 2 7 ) 3 1067 a
Piitom | — 2| < — 5 < 0,0014. PfibliZeni 2 tedy dava mnohem vétsi presnost
pri daleko mensnn jmenovateli nez %.
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Euler jako prvni odvodil fetézovy zlomek pro ¢islo e:
e=(2,1,2,1,1,4,1,1,....2m,1,1,...) = (2,(1,2m, 1) ) >1.

Vidime tedy, ze pro ¢islo e zndme (na rozdil od éisla 7) jakysi vytvorujici zé-
kon jeho fetézového zlomku. Relativné jednoduchy Hurwitziv ditkaz uvedeného
vytvafeni lze nalézt v knize [8]. Podobnou metodou bylo dokazano, ze

e =(7,2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8,1,1,9,42,...),

neboli e? = (7, (3m — 1,1,1,3m,12m + 6)),>1.
Uvedme pro zajimavost jesté dalsi formuli, odvozenou L. Eulerem (pro a > 1):

e 1
T (a,3a,5a,7a,...),
specialné tedy
241 X
e? + =(1,3,5,7,...), e+ = (2,6,10,14,...).

e—1

Cviceni
89. Pouzitim aparatu fetézcovych zlomku zaménte zlomek % zlomkem % tak, aby n; < 100

a aby %1 bylo co nejblize % Urcete dosazenou chybu e.

S AR SR R

90. Pouzitim aparatu fetézovych zlomkt zaméiite zlomek % zlomkem g—ll s co nejmensim
jmenovatelem n, tak, aby dosazena chyba nebyla vétsi nez e:
a) zadéni z pfedchoziho ptikladu pro € = 0,01;

b) oy, e=0,01; ¢ $H,e=0,001; d) PP, e=0,01

91. Pouzitim apardtu fetézovych zlomkt najdéte pro /a raciondlni pfiblizeni s nejvétsim
jmenovatelem n; < b a urcete dosazenou chybu e:
a) a=15,n; <10; b) a =17, n; < 10;
c) a=23, n; <50; d) a =31, n; <100.

92. Mezi parcidlnimi zlomky rozkladu o najdéte priblizeni k « s co nejmensim jmenovatelem
tak, aby dosazena chyba nepfevysovala e:
a) a=+26,c=0,001; b) a=+/37¢=0,001;
c) a=+29,=0,001; d) a=+19,¢=0,01.

93. Reste totéz jako v piedchozim piikladé pro:

) VB2 e =0,01;  b) a=YALHS o= 01
) a=284U o —001; d) o=Y0UE =001
)

a=YTE2 =001, f) a=Y2H2 o —0 01,

[¢)

94. Najdéte parcidlni zlomek k /10 s piesnosti do 0,01.
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Ze uvedeny vysledek neni nahodny, ukazuje nasledujici véta.

Véta 5.4. Je-li a rediné ¢islo, § = £ raciondlni ¢islo a plati ’a — g‘ < ‘a — %

Q
pro néjakeé k > 1, pak QQ > Q.

Dikaz: Ztejmé o # 9, pro kazdé k € N. Vime, ze « lezi mezi zlomky O, 0ry1 a
pritom « je blize dx;1 nez d;. Je-li § blize k « nez dy, pak d lezi mezi 61 a
(napt. pro k sudé je « blize 0y, nez o1, a tedy 0 € (o« —e, a+¢) pro néjaké ¢ > 0,
e< 5I<: — Oé).

Predpokladejme tedy, Ze k je sudé (pro k liché postupujeme analogicky).
Mame 0 < 0 < g, odkud

1

0<(5—5k,1 <(5k—5k,1:m,
tedy

P P, 1
< = - < ,
Q Qr1  QrQr

PQip-1 — QP < 1
QQr—1 QrQr-1

0 < Qu(PQr1—QP1) < Q.
Jelikoz PQk—l — QPk—l > 0, je Qk < Q [

Ptedchozi tvrzeni nas vede k nasledujici definici: Priblizeni ¢isla o zlomkem
a o gL s e o e i1t .
7 se nazyva nejlepsi pribliZent, jestlize plati: je-li § raciondlni ¢islo a plati

0

0<

o-gl<lo-3
a— - a——|,
d b
pak d > b.
Dokéazali jsme tedy, ze parcidlni zlomky oy ¢isla « jsou jeho nejlepsi priblizend.
Je tieba si pritom uvédomit, ze parcialni zlomky nejsou jedindg nejlepsi priblizeni
¢isla a.
Pro odchylku ¢isel o a §; byl odvozen vztah
1
k
Lze tedy tvrdit, ze pro ¢islo ¢ = 1 a pro libovolné iracionalni ¢islo a existuje

nekonecéné mnoho zlomku g v zékladnim tvaru vlastnosti

< —=. (1)




Takovymi budou napiiklad vSechny parcialni zlomky §; = % ¢isla o. Vznika
otazka, zda existuje mensi ¢islo ¢ nez 1 tak, aby pro kazdé iracionalni ¢islo «

existovalo nekoneéné mnoho zlomkt g v zakladnim tvaru vlastnosti (1).

1

Véta 5.5. Pro kazZdé iraciondlni cislo o exristuje pro ¢ = 5 nekonecné mnoho

zlomki g v zakladnim tvaru s vlastnosti

P c
a——=| < =. 2
o<z ”
Takovymi zlomky mohou byt jen parcidlni zlomky Oy cisla a.

Diikaz: Ukazme, ze z kazdych dvou po sobé nasledujicich parcidlnich zlomku d,
dk+1 (kK > 1) alespon jeden spliluje nerovnost (2).
Predpokladejme opak, tj. nechf plati

1 1
0= 64 > =5, | =B > =
2Qi * 2Qi+1

1 1 1
o = 8l + o = dsa z—(—2+2—).
@ e,

Pak

Jelikoz «v lezi mezi 0y a dpy1, je

1
lov = O] + | = Opq1| = |0k — Opga| = 00’
tj.
1 ( 1 n 1 ) < 1
2\Q; Q) = QuQrsr’
odkud )
( 1 N 1 ) <0
Qn Q1) —
To ovsem pro k£ > 1 neni mozné. O

Predchozi tvrzeni dava postacujici podminku pro to, aby zlomek § v zaklad-
nim tvaru byl parcidlnim zlomkem iracionalniho ¢isla «. Neni to vSak podminka
nutnd, nebot existuji parcidlni zlomky, které vlastnost (2) nemaji (mtzZe jich byt
dokonce nekoneéné mnoho). Jak uvidime déle, pomoci této podminky je mozno
tesit tzv. Pellovy rovnice.

Krajni moznost pro ¢islo ¢ ve shora uvedeném smyslu dava nasledujici véta:

Véta 5.6. (Hurwitz—Borelova) Pro libovolné iraciondlni ¢islo o existuje pro
c= \/ig nekonecné mnoho zlomku g v zdkladnim tvaru vlastnosti
P 1 c
a— —=| < —=— = —. (3)
Q‘ VhQR2  Q?
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. 1 . . . . , ’ v voev . . . v / v
Je-li ¢ < NG pak existuje iraciondlni ¢islo o, pro néjZ existuje jen konecny pocet

zlomki g v zdkladnim tvaru vlastnosti (3).

Diikaz: Provedeme jen naznak dikazu. Nejprve se dokaze, ze z tii po sob€ nasle-
dujicich parcialnich zlomku ¢isla o méa alesponi jeden vlastnost (3). Pro ¢ < \1[

1rac1onalm isla o, pro néz existuje jen koneény pocet zlomkd £ (dle predeslého

tvrzeni je 5 vzdy parcialni zlomek ¢isla a) vlastnosti (3), jsou naprlklad v8echna
iracionalni ¢isla, ktera jsou koreny nékteré kvadratické rovnice s koeficienty ze Z
(tzv. kvadratické iracionality). O

Poznamenejme na zavér, ze z Hurwitz—Borelovy véty plyne fada zajimavych
dtsledk pro teorii diofantickych nerovnic. Uvazujeme-li totiz pro dané awa ¢ > 0
nerovnici

0= <5,

22
kde (z,y) € N x Z, pak mé tato nerovnice pro ¢ > \/Lg vzdy nekonecné mnoho
feSeni, kdezto pro ¢ < \/Lg jich mize mit jen kone¢né mnoho.

5.2 Kvadratické iracionality a periodické
retézové zlomky, Pellova rovnice

Kvadratickou iracionalitou rozumime kazdy iracionalni kofen kvadratické rov-
nice s koeficienty z mnoziny Z. Obecny tvar takového ¢isla je

a—i—\/g

C

kde a,b,c € Z, b > 0, b neni kvadratem zadného prirozeného c¢isla.
Ukazme vztah mezi kvadratickymi iracionalitami a periodickymi fetézovymi
zlomky.

Veéta 5.7. Kazdy periodicky retézovy zlomek je rozkladem nektere kvadraticke
iracionality.

Diikaz: Necht a je smiSeny periodicky zlomek, tj.
o= <q17 s 7Qk70/)7

kde o/ = ((qi, o)) Je ryze periodicky zlomek.

Ozna¢me £t o> resp. Q, parcialni zlomky ¢isel av resp. o. Jelikoz o = (qj, . .., q],
o), plati
I Pl,O/ + Pl,—l
Q'+ QL
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Odtud plyne, Ze o/ vyhovuje kvadratické rovnici s celo¢iselnymi koeficienty (ovéite!),
je tedy o kvadratickd iracionalita. Podobné

PkO/ —|— Pk—l
Q= —,
Qra! + Qr—1

tedy i a je kvadraticka iracionalita. 0

J. L. Lagrange (1736-1813) dokazal, Ze plati i véta obracena:

Vé&ta 5.8. (Lagrangeova) Retézovy zlomek kaZdé kvadratické iracionality je pe-
riodicky.

Diikaz: Necht « je kofen rovnice
aa® +ba+c =0, (1)
kde a, b, c € Z. Pii rozkladu ¢isla « v fetézovy zlomek vime, ze

Pyo/ + Py
o=
Qro! + Qi1

kde o/ je zbytek ¢isla o fadu k + 1. Dosazenim z (2) do (1) dostaneme pro o
rovnici

(2)

Apa”® 4 Brao! + Gy = 0, (3)
kde

Ay = aP} 4+ bPQy, + cQ},
By = 2aPyPi—1 + b(PyQr-1 + Pro1Qr) + 2cQiQr—1, (4)
Cr = aP? | +bP,_1Qp—1 + cQi_,.

Odtud méme C), = A;,_; a
Bi — 4Aka = (b2 — 4ac)(Pka,1 — Pklek)2 = b2 — 4ac. (5)

Jsou tedy diskriminanty rovnic (1) a (3) stejné a nezavisi na k. Idea dikazu
spociva v dikazu omezenosti koeficientit Ay, By, Cy. Bude-li toto platit, pak
koeficienty Ay, By, Cy mohou nabyvat jen koneéné mnoha hodnot (jsou to celd
¢isla), a tedy i rovnic (3) bude jen koneéné mnoho. To ale bude znamenat, Ze
zbytky o mohou také nabyvat jen koneéné mnoha hodnot. Pak existuji zbytky
nabyvajici stejnych hodnot, tj. fetézovy zlomek bude periodicky.

Staci ukazat ohranicenost koeficientt Ay, nebot z Cj, = Aj_; plyne ohranice-
nost Cy a diky (5) pak i ohranic¢enost By. Plati

Py
Qk
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1
2
k

o —




neboli

P, e
Oé—@—Q—%,
kde |e] < 1, tj.
Pk_ €
@—OJ—Q—%.

Z prvni z rovnosti (4) mame

Ap ﬂ 2 By _ & ’ _
Q—%—G<Qk) +b<Qk)+c—a(a Qi) +b< Qk)—i—c

1
= aa? +ba+c—2aa—+a€ ——be

Qi Q. Qi

Jelikoz ac? 4 ba + ¢ = 0, dostaneme

2

ae
Ak§2aa€+‘—
A4l < 2006 +| T

tedy koeficienty Aj jsou ohranicené. O

+ |be| < [2aa| + |al + 18],

Uvedme jesté bez diikazu nésledujici vlastnosti fetézovych zlomki kvadratic-
kyrch iracionalit:

1) perioda fetézového zlomku za¢ind obecné od jeho druhého ¢lenu

2) ryze periodicky zlomek dostaneme pravé tehdy, kdyz

a+ Vb , . , a—+b
>1 azaroven o =
c c

o =

€ (—1,0).

Priklad. Najdéte kvadratickou rovnici tak, aby jeden jeji kofen byl kvadratickou
iracionalitou s fetézovym zlomkem x = ((2,3,1)) a urcete ¢islo x.

Reseni: Z¥ejmé plati x = (2,3,1, 7). Sestavime tabulku pro vypocet parcialnich
zlomki:

2
112
0]1

B 9x + 7
 4r+3’

1‘ T
9|92+ 7
4 | 4x+ 3

3
7
3
Je tedy

tj. 422 — 62 — 7 = 0. Vyfesenim této rovnice dostaneme

(@2.3.1)) = 2V
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Piiklad. Najdéte kvadratickou iracionalitu pro fetézovy zlomek = = (4, (2,1)).
Regeni: Podobné jako v piedchozim pifkladé bude platit * = (4,y), kde je
y = (2,1,y). Pro y dostaneme nésledujici tabulku:

2|1] y
112(3]3y+2
0|11 y+1
Odtud odvodime
3y +2
y_y+17

tj. 2 —2y—2=0,ay =1+ 3. Délex:4+%, odkudx:%g. Pro x tak
mame kvadratickou rovnici

222 — 142 + 23 = 0.

Cviceni

95. Sestavte rovnici tak, aby jeden z jejich kofeni mél rozvoj v fetézovy periodicky zlomek
a, a najdéte odpovidajici iracionalni ¢islo pro:

a) a=((3,2)); e) a=(3,(2,1));
b) a=((1,7)); f) a=(4,(3,2))
c) a=((2,6,1)); g) a=(1,2,(3,4)
d) a=((5,4,3));

b

Reseni Pellovy rovnice

Lagrangeova véta a postacujici podminka pro parcialni zlomky davaji moznost
fesit tzv. Pellovy rovnice. Jde o neurcité rovnice tvaru

2= ay? =1, (1)

kde a > 0, v/a je kvadratickd iracionalita, s nezndmymi z,y € Z.

Rovnice (1) ma vzdy feSeni (1,0), které nazyvame trividlni. Hledejme néjaké
kladné feSeni rovnice (1), tj. FeSeni (z,y) € N x N. Z (1) postupnymi upravami
dostaneme

x? 1
E_GZE

T 1
—_ — a =

Y <§+\/5)'
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Odtud % > /a (pravd strana posledni rovnosti je kladnd), a tedy

1
f+\/5>2\/5>2, 0<£—\/5<—2.
y y 2y

Zlomek i vyhovuje dle Véty 5.5 postacujici podmince pro parcidlni zlomky +/a
(pfic¢emz je evidentné sudého Fadu, nebot % > Va). Vsechna kladn4 FeSeni rovnice

(1) je tedy mozno hledat ve tvaru %, kde k je sudé a % je parcialni zlomek cisla

Va.
Necht v/a = (q1, -, Qk, Qxr1, - - -). Plati

g1 P+ P
Va= k+1L% 2 1,
1@k + Qr—1

kde agy1 = (qry1, - - -) je zbytek y/a Faddu k + 1. Odtud pro k sudé plati

i1 (Pe — Qeva) = Qe_1v/a — Py,

a1 (PE — aQ3) = (Ps + VaQy)(Qr-1va — Pyp_y) =
= (PeQi-1 — QxPe—1)vVa + QxQr—1a — P Py_1,

ayr1(Pf — aQ}) = Va+b,
kde b = QQr—1a — PyPy_1, PyQi—1 — QrPi—1 = (—1)* =1 pro k sudé.

Odtud dale plyne, Ze parcidlni zlomek % = 5 je FeSenim rovnice (1), pravé
kdyz

k1 = Va+b. (2)
Podminka (2) je pfitom ekvivalentni podmince
a1 =Vat+b=(0+aq, a2 G 1) = (Gr15 G2, - - Qs k1))

(uvédomte si, ze celd ¢ast ¢isla g1 je g1 = b+ q1)

Opy1 = ((Qk+1,Q2, . 7Qk704k+1))‘

To ale znamena, ze
\/a: (QI7(q27"'7q]€+1))' (3)

Dvojice (Py, Q) je tedy fesenim rovnice (1), je-li \/a periodicky Fetézovy zlomek
s periodou od 2. ¢lenu a ¢islo k& dostaneme jako délku periody. Obecné jsme
dokazali, Ze Fetézovy zlomek kvadratické iracionality je periodicky s periodou od
druhého ¢lenu, je tedy rovnice (1) vzdy feSitelna, pficemz

1) je-li délka periody k, kde k je sudé, jsou jejim fesenim dvojice (P, Qy),
(Pag, Qar), atd.;
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2) je-li k liché, jsou feSenimi rovnice (1) dvojice (Pox, Qa2x), (Pux, Qar) atd.

Nejmensi kladné feSeni je v prvnim piipadé (Py, Qy), ve druhém piipadé
(Pok, Q2). D4 se navic snadno dokézat, ze je-li (z1,y;) nejmensi kladné feSeni
rovnice (1), dostaneme kazdé kladné feseni (z,,,y,) rovnice (1) z formule

Tn + Yuva = (z1 + y13v/a)".

Ptiklad. Resme Pellovu rovnici 2% — 11y% = 1.
Resent: Plati /11 = (3,(3,6)). Je tedy k& = 2 a nejmensi kladné feseni je
$:P2:10,y:Q2:3

Priklad. Resme Pellovu rovnici 2% — 41y? = 1.
Resent: Plati /41 = (6,(2,2,12)). Je tedy k = 3 a nejmensi kladné Feseni je
tvaru x = Pg = 2049, y = Qg = 320.

Cviceni

96. Najdéte nejmensi kladné Feseni rovnic:

a) x2—26y% =1,
b) 2% —37y% =1,
c) 22 —19y% =1,
d) 2% —29y% =
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Kapitola 6

Algebraicka a transcendentni
¢isla

6.1 Iracionalni d¢isla

Racionalita ¢i iracionalita ¢isla vypovida o jeho utvareni. Zatimco racionalni
¢isla jsou charakterizovana konecnymi nebo periodickymi desetinnymi rozvoji ¢i
konecnymi fetézovymi zlomky, ¢isla iracionalni jsou charakterizovana rozvoji ne-
pertodickymi ¢i nekonecnymi. Tyto vlastnosti mohou byt sice kritérii racionality
¢i iracionality cisla, ale ne vzdy jsou prakticky pouzitelna.

Iracionalita ¢isla v/2 byla dokézéana jiz Pythagorejci. Toto jednoduché tvrzeni
lze nasledovné zobecnit pro libovolné odmocniny:

Véta 6.1. /n je pro k € N, n € N iraciondlni c¢islo, pravé kdyZ n neni k-tou
mocninou Zadného prirozenéeho cisla.

Diikaz: Predpokladejme sporem, ze /n = ¢ je racionélni &islo, kde (a,b) = 1.
Nutné b > 1 (jinak by /n byla k-tou mocninou piirozeného ¢isla). Pak a* = b*n,
odkud b|a*. Je-li nyni p prvociselny délitel b, pak p|a®, tedy nutné p|a. Vzhledem
k (a,b) =1 méme b = 1, coz je spor. O

Priklad. Dikazy iracionality nékterych odmocnin je mozno provést i pomoci
velmi nazornych geometrickych tvah. UkaZzme takovy typ ditkazu pro v/5. Snadno
zjistime, Ze Cislo x = %(\/5 — 1) je fesenim kvadratické rovnice z* = 1 — x. Bude
pfitom platit, Ze v/5 je iracionalni ¢islo pravé kdyz je iracionalni z.

Geometricky to znamend, Ze mame-li danu tsecku AB délky 1, |AC| = x, pak
plati |[AC|? = |AB| - |CB| (nebot 2* = 1- (1 — x), viz obrazek).

Rikdme také, ze bod C' déli tise¢u AB zlatym tezem, tj. plati
|AB| : |AC| = |AC| : |CB|.
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Pti déleni secky AB je zbytek |CB| =1 — x = 2. Déle plati

v=121+(x—2%), kdez—2°=ux(l—1)=2"
=2 1+ (2 —2%), kde 2* —2° = 2*(1 — 2) = 2%, atd.
Geometricky predchozi rovnosti znamenaji toto: sestrojime-li bod C} sou-

mérné sdruzeny s B dle bodu C, je tisecka AC délena bodem C; opét zlatym
fezem, jelikoz

|AC| : |CCy| = : 2 = 2% : (x — 2%) = |CCy] : |AC|.

Sestrojime-li dale bod Cs5 stiedové soumérny s A dle bodu C, déli bod (5 tisecku
CC} zlatym Yfezem, nebot

|CCl| . |0102| = (L’2 . $3 = $3 . ($2 — 373) = |0102| . |CQC|

Uvedeny algoritmus konstrukce bodt C; zfejmé neskonc¢i po konecném poctu
krokt. Kdyby bylo ¢islo x racionalni, byly by tsecky AB a AC' celistvymi né-
sobky téhoz racionalniho ¢isla 6. Totéz by platilo pro tsecky |CC| = |AB|—|AC|
a |C1Cy| = |AC,| — |CCY|, atd. Zkonstruovali bychom nekonec¢nou klesajici po-
sloupnost celistvych nasobki racionalniho ¢isla ¢, coz neni mozné.

Ptedchozi tvrzeni je specidlnim ptipadem tvrzeni:

Véta 6.2. Je-li o redlny koven rovnice 2™ + cia™ 1 + ... + ¢, = 0 s koeficienty
ze 7., pak o je bud cislo celé nebo iraciondlni.

Diikaz: Necht ¢, # 0 a necht { je raciondlni kofen uvedené rovnice, (a,b) =1 a
b > 1 (jinak by ¢ bylo celé ¢islo). Pak

A"+ a4, =0,

a” = —b(cia" M+ . e b,

Odtud plyne bla", a tedy jako v pfedeslém tvrzeni dostaneme spor. 0

Piiklad. Cislo 2z = V2 + V3 je dle predchoziho tvrzeni iracionalni, nebot neni
celé (pro¢?) a je kofenem rovnice s celo¢iselnymi koeficienty x4 — 102? + 1 = 0.

Pro zkoumani racionality ¢i iracionality ¢isel jsou uzitec¢na nésledujici tvrzeni:

Véta 6.3. Pro kazdé raciondlni c¢islo o existuje kladnd konstanta c tak, Ze ne-

rovnost

a—]—?‘z

q

plati pro libovolné racionalni c¢islo § # .

c
q
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Diikaz: Necht o = ¢ # g (tedy ag — bp # 0) a b > 1. Pak dostaneme

K |®‘|H

@ _p|_lag=trl 1 _
bg T bq
Staci polozit ¢ = % O
Z uvedeného tvrzeni plyne postacujici podminka iracionality ¢isla:

Véta 6.4. Jestlize lze pro libovolné kladné cislo c¢ najit alespon jednu dvojici
celych cisel p, q tak, Ze
P

O{—_
q

0< < -,

q

pak « je iraciondlni cislo.

Kromé odmocnin existuji dalsi zajimava iracionalni ¢isla, majici svij ptvod
v matematické analyze. Uvedme alespon dvé z nich.

Iracionalita Cisel e a 7

Je znamo, ze

1 1
ccn(ei b ). .

Diky k > b plati b|k!, a tedy k!-e = ¢ k! € Z. Je tedy c € Z, nebot po roznasobeni
pravé strany v (1) dostaneme celd ¢isla. Z rovnosti (1) ddle mame

1 1
O<C:k!((k+1)!+(k+2)!+"') =

1 1 1 1 1
= + +...< + +.o..=2,
(k+1) (E+1)(k+2) (k+1)  (k+1)2 k

tj. 0 < ¢ < 1, tedy ¢ ¢ Z, co je spor. O

vvvvvv

bertovi pomoci fetézovych zlomkt obecného typu.

Predpoklddejme, Ze ¢islo m = § je raciondlni. Uvazujme funkce

x"(a — bx)"

fla) = T (2)

n!
F(z) = f(z) — f(2) + [T (@) — ...+ (=1)"f)(2). (3)
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JelikoZ se ve funkci f(z) vyskytuje 2 v mocninach od n do 2n, lze psét

2n
1 i
f(ZL‘) = azai—nl‘ )
kde a;_,, € Z. Odtud dostaneme

£(0) = f(0)=...= f"1(0) = 0.

Pro derivace k-tého fadu pro n < k < 2n v bodé 0 bude nenulovy pouze ¢len

u k-té mocniny, neboli
k!
k fe—

Je tedy fU)(0) pro 0 < j < 2n celé &islo. Vzhledem k (2) je f(z) = f(m — ) a
fO(2) = fO(r — 1), tj. f9(x) = fYV(0) € Z. Proto dle (3) jsou F(0) a F(n
celd ¢isla. Z definice funkce F'(z) déle obdrzime
F'(x) = f"(x) = [T (2) + [T (@) — o (1) O (),
odkud
F'(xz) 4+ F(x) = f(x).

Z posledni rovnosti dale plyne vztah

%(F’(x) sinz — F(x)cosz) = f(x)sinz. (4)

Vypoditejme nyni nésledujici integral uzitim rovnosti (4):

= /07r f(z)sinzdz = [F'(z)sinz — F(z) cosz]j =
= F(m) + F(0) € Z.

Na intervalu (0, 7) ovSem dle (2) plati

n N

T™a

f(z)sinz < o

Pro dostatecné velké n ale vyraz na pravé strané nabyva libovolné malych hodnot,
tedy integral I nemuze byt celé ¢islo, coz je spor. O
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6.2 Liouvillova véta, transcendentni cisla

Iraciondlni ¢isla je mozno z hlediska jejich kofenovych vlastnosti rozdélit do
dvou skupin:

1) algebraickd ¢isla — jsou kofeny néjaké algebraické rovnice s koeficienty z Q
(a tedy ze Z);

2) transcendentni ¢isla — nejsou kofenem zadné algebraické rovnice s koefici-
enty z Q resp. Z.

Po dlouhou dobu se predpokladalo, ze vSechna ¢isla jsou algebraicka. Teprve
az r. 1844 dokazal francouzsky matematik J. Liouville (1809-1882), Ze existuji
transcendentni ¢isla, a co bylo nejprekvapivéjsi, Ze jich je dokonce nekonecné
mnoho.

Pro kazdé algebraické ¢islo a existuje polynom stupné n tvaru
folr) = 2" + a, 12"+ ..+ a1z + ap € Q7]

takovy, ze « je jeho kofenem, a pritom « neni kofenem polynomu nad Q niz-
stho stupné. Takovy polynom f,(x) je uréen prvkem « jednoznacné a nazyva se
minimdlni polynom prvku «. Podle stupné n polynomu f, nazyvame prvek «
algebraicky stupné n. Je-li potom a kofenem nékterého polynomu f(z) € Q[z],
pak f,|f. Navic plati, Ze polynom f, je ireducibilni v Q[z] (pro¢?).

Véta 6.5. (Liouvillova) Pro redlné algebraické cislo o stupné n > 2 existuje
kladna konstanta c tak, Ze nerovnost

C
> —
q

a__
q

p ‘
plati pro libovolny raciondlni zlomek g.

Dikaz: Bud f(z) = 2™ + a/,_;2"' + ... + ajz + ay € Q[z] minimaln{ polynom
prvku «. Polynomu f odpovida polynom f*(x) s koeficienty ze Z

() =apx" + ...+ ap_17 + a,.

JelikoZ « je kofenem f*(z), je f*(z) = (z — ) - ¢(x), kde ¢(x) je polynom stupné
n — 1. Polozime-li x = §7 q > 0, pak

b5

Diky nerozlozitelnosti polynomu f* je f*(g) =# 0. Proto

()] = laop” +a1p™ g+ . +ang"| 1
a)| "] g
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nebot ¢islo v Citateli je celé ¢islo rizné od nuly.
Predpokléadejme, zZe § € (a—1,a+1) anecht é je nejvétsi hodnota polynomu
¢(z) v tomto intervalu. Pak [¢(2)[ < é, a tedy

q" q 1 4q
odkud
o — ]2‘ > 2.
q q"
Je-li £ vné intervalu (a—1, a+1), pak [a—£| > L ajelikoz ¢ € N, [a—E[ > 1 > qin.
Vezmeme-li ¢ =max(1, ¢;), bude ¢ hledanou konstantou. O

Povaha iracionalniho d¢isla, nezavisle na jeho algebraic¢nosti ¢i transcendent-
nosti, je dana moznostmi jeho aproximace racionalnimi ¢isly. Jinak feceno, pojem
aproximace je centralni pfi studiu iracionalnich ¢isel. V roce 1909 zavedl Thue
pii studiu jistych typt diofantickych rovnic pojem fad aproximace:

Definice. Nechf o € R and v > 1. Rekneme, Ze « je aprozimovatelné raciondl-
nimi ¢isly do Tddu v, existuje-li ¢ > 0 (zavislé na ¢, ) a nekoneéné mnoho zlomk
v zékladnim tvaru § tak, Ze

C
a-Ll<Z.

q q”

Uvedme nékolik zakladnich postiehi, tykajicich se Fadt aproximaci:

e Je-lli v > v/ > 1, pak aproximovatelnost do fadu v implikuje také aproxi-
movatelnost do fadu v/;

e 7 predchoziho je tedy rozumné zavést pojem rdd aproximace cisla o jakozto
(redlné) ¢islo v(a) = sup{v ; a je aproximovatelné dofadu v };

e Kazdé racionalni ¢islo je aproximovatelné racionalnimi ¢isly do fadu 1 (pro
libovolné ¢ > 1), nikoli v8ak do fddu 1 + ¢ pro € > 0. Tedy v(a) = 1 pro
kazdé a € Q;

e Je-li a redlna iracionalita, pak « je aproximovatelné racionalnimi ¢isly do
fadu 2 (stac¢i polozit ¢ = ¢(«,2) = 1). Jak totiz vime, existuje nekone¢né
mnoho raciondlnich ¢isel (napf. parcidlnich zlomki ) tak, ze |o — 2| < q%.
Tedy pro a € R\ Q mame v(a) > 2;

Liouville uvazoval nasledujici ¢isla: o € R\ Q se nazyva Liouvillovo ¢islo existuje-
li pro kazdé n € N,n > 2, zlomek Z—: v zakladnim tvaru vlastnosti




Jinak Teceno,

e Redalné ¢islo a je Liouvillovo pravé kdyz je aproximovatelné racionalnimi
Cisly do libovolného fadu v > 1, tedy v(«a) = oo.

Uvedme pro ilustraci, Ze napft. ¢isla e, 7 a In 2 nejsou Liouvillova, neni ale
znamo, zda e™ je Liouvillovo ¢i nikoliv.
Ptimo z definice Liouvillova ¢isla a Liouvillovy véty dostaneme

Véta 6.6. Kazde Liouwillovo cislo je transcendentni.

Podivejme se dale, jak je mozno generovat Liouvillova ¢isla. Uvazujme cisla
ve tvaru
a1107" + @210 4+ 43107 + ..,

kde kazdy z koeficientti a; je bud 0 nebo 1 a kde nekoneéné mnoho koeficientt je
rovno 1. Uvedena volba dava dobré aproximace uvedeného ¢isla racionalnimi ¢isly,
které vzniknou jakozto soucty prvnich k sc¢itanci v uvedené sumé. V dusledku
jsou vSechna c¢isla uvedeného typu Liouvillova, a tedy dostaneme

Véta 6.7. Eristuje nekonecne mnoho Liouvillovych cisel.
Primym dtsledkem pfedchoziho tvrzeni je nasledujici:
Véta 6.8. FEuxistuje nekonecné mnoho transcendentnich cisel.

Ukazme nyni jinou konstrukei transcendentnich ¢isel pomoci fetézovych zlomki

a Liouvillovy véty. Definujme ¢islo a rekurentné takto: o = (qq,..., ¢, - . .), pii-
¢emz jsou-li ¢isla qi,...,q jiz ddna (a tedy jsou dany parcidlni zlomky 6; =
= %, - %), pak zvolme g, tak, aby gr1 > QF.
Ukazme, ze « je pak transcendentni ¢islo. Plati
P, 1 1 1 1
oa——| = = < 5 < Ak
Qrl  QrQri1  Qr(GeniQr +Qr1) Qi Q7Q%
neboli .
P, o7
oo Bl 2
Qk Qk

Necht nyni ¢ > 0 je libovolné realné ¢islo a n € N. Jelikoz Q) — oo pro k — oo,
existuje k > n takové, ze

1
Q_% < cC.
Pak dostaneme
N 3 D
Qrl QF — QY

nebot Q¥ > Q7. Dle Liouvillovy véty oviem ¢islo o nemtize byt algebraické stupné
n, a tedy je transcendentni.
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Poznamka. V roce 1874 némecky matematik G. Cantor (1845-1918) v souvis-
losti s rozvojem teorie mnozin dokazal novym zptisobem existenci transcendent-
nich ¢isel. Ukazal, Ze mnozina Q vSech racionalnich cisel je spocetna, tedy i mno-
Zina polynomt s racionalnimi koeficienty je spocetna. Odtud plyne, Ze pocet
kofeniti takovychto polynomi je spocetny a celkem je tedy mnozina algebraickych
cisel spocetna. Jelikoz mnozina realnych cisel je ale nespocetné, je nutné mnozina
transcendentnich cisel nespocetnd. 7 predeslych tvah o konstrukci Liouvillovych
¢isel lze vyvodit, ze dokonce mnoZina Liouvillovyjch cisel je nespocetna. Navic
lze dokazat, ze mnozina Liouvillovych cisel je miry 0, tedy vybereme-li ndhodné
realné cislo, pak pravdépodobnost, zZe bude Liouvillovo, je rovna 0.

Ackoli je mnozina Liouvillovych ¢isel miry 0, plati nasledujici skoro paradoxni
tvrzeni:

Véta 6.9. Kazdé redlné cislo je souctem dvou Liouvillovijch cisel.

Dikaz: Provedeme jen ideu diikazu. Uvazujme libovolné realné ¢islo a. Nezavisle
na tom, je-li « racionalni ¢i iracionalni, lze jej vyjadrit desetinnym rozvojem
s nekonecné mnoha nenulovymi ciframi. Opravdu, mame-li ukonceny desetinny
rozvoj, napr. 0,452, lze jej nahradit nekone¢nym rozvojem 0,451999. ... Zapisme
nyni desetinny rozvoj « jako

I,dydodsd, . . .,

kde I je cela ¢ast a a d; je jeho i-t4 desetinna cifra. Uvazujme déle ¢isla a; a ao
dand desetinnymi rozvoji

a1:],0d2d300OOOOdm...d;»,g0 0,
OéQZO,dl 0 0d4d5d6d7d8d9 0 ... 0 d34d35...,

kde délky s nulami jsou alternacné 1!, 2!, 3!, 4! atd. Vidime, ze o = a1 + as.
Pfitom z konstrukce ¢isel a; a ay lze vyvodit, Ze jde o ¢isla Liouvillova, nebot
libolné dlouhé posloupnosti nul v jejich desetinnych vyjadienich davaji dobré
racionalni aproximace.

OJ

Jak jsme vidéli v pfedchozim textu, neni problém zkonstruovat transcendentni
¢isla. Mnohem vétsi problém je ukazat, ze dané cislo je transcendentni. Tento
problém patii k nejtézsim v teorii ¢isel. Az v roce 1873 Ch. Hermite (1822-1901)
dokézal transcendentnost ¢isla e, v roce 1882 Némec F. von Lindemann (1852-
1939) transcendentnost ¢isla 7.

Dosud uvazovana c¢isla se vyznacovala vlastnosti, ze nékteré jejich desetinné
aproximace byly natolik dobré, Ze vedly k jejich transcendentnosti. AvSak pro
vétsinu realnych cisel jejich nejlepsi racionalni aproximace nepochazeji z jejich
desetinnych rozvoji. Z tohoto divodu jsou ditkazy transcendentnosti ¢isel obecné
dosti slozité, podrobnosti lze nalézt napt. v knize [2].

106



Diikazem transcendentnosti 7 byl fesen problém tzv. kvadratury kruhu, tj. zda
lze pomoci pravitka a kruzitka sestrojit ¢tverec o stejném obsahu, jako je obsah
jednotkového kruhu. Je znamo, ze pomoci pravitka a kruzitka lze zkonstruovat
pouze korfeny algebraickych rovnic s celo¢iselnymi koeficienty. Jelikoz 7 (a tedy i
\/) je transcendentni, nemiize byt takovy ¢tverec uvedenymi prosttedky sestro-
jen.

Na mezindrodnim matematickém kongresu v r. 1900 D. Hilbert (1862-1943)
formuloval jako jeden z aktualnich 23 matematickych problému zjistit, zda jsou
transcendentni ¢isla ve tvaru o, kde o, 3 jsou algebraicka ¢isla, a # 0,1 a 3 je
iraciondlni ¢islo (specialné, jsou-li 2V2 g 7 transcendentni). Tento problém byl
plné vyfeSen nezavisle A. Gelfondem (1906-1968) a T. Schneiderem (1911-1988)
az v r. 1934:

Véta 6.10. (Gelfond—Schneiderova) Cisla ve tvaru of, kde a, 3 jsou alge-
braickd, o # 0,1, B iraciondlni, jsou transcendentnd.

Z uvedené véty mj. vyplyva, ze logaritmy racionalnich ¢isel, pokud nejsou ra-
cionalnimi ¢isly, jsou transcendentni. Kdyby totiz logr = [ bylo algebraické ira-
cionalni &islo pro raciondlni r € Q, platilo by » = 10° a dle Gelfond-Schneiderovy
véty by bylo r transcendentni.

Transcendentni je také ¢islo e™, nebot €™ = —1 = 2, odkud e™ = i~ %.

Poznamenejme na zavér, ze dosud uvazovana transcendenti ¢isla se vyznaco-
vala

Racionalita ¢ iracionalita ¢isel 2¢, 7¢, 7V2 ziistava nadéle otevienym problé-
mem. Nékteré aktualni problémy tykajici se iracionality ¢i transcendentnosti ¢isel
jsou uvedeny v posledni kapitole.

Cviceni

97. Dokazte, ze ¢isla

1 1
= qou Tom T
1 1

ﬂ:ﬁ+ﬁ+"'

jsou transcendentni.
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Kapitola 7
Aditivni problémy teorie cisel

Aditivnimi problémy teorie Cisel se rozuméji takové tlohy, v nichz zkoumame
utvareni prirozenych cisel ze s¢itancit daného typu. V takovych tlohach se zkou-
maji vazby mezi vlastnostmi pfirozenych ¢isel vzhledem k nasobeni (multipli-
kativni vlastnosti) nebo vzhledem ke sé¢iténi (aditivni vlastnosti). Tyto vztahy
jsou Casto velmi slozité a jejich zkoumani vedlo k formulaci zakladnich aditivnich
problémt teorie cisel.

Jednim z nich je tzv. Goldbachova hypotéza. Byla vyslovena uz v r. 1742
petrohradskym matematikem Ch. Goldbachem (1690-1764) a tika, ze

kazZdé celé cislo > 6 lze vyjadrit jako soucet tri prvocisel.
Euler jako reakci na Goldbachovu domnénku vyslovil hypotézu, ze
kaZdé sudé cislo > 2 je soucet dvou prvocisel.

Rozdélime-li Goldbachovu hypotézu na hypotézu pro suda ¢isla (Gg) a pro
lich4 ¢isla (Gp), pak souvislost mezi nimi a hypotézou Eulera (F) je nésledujici:

Gr

/
\

Gs

E

1) jestlize ke kazdému sudému ¢islu > 4 pficteme prvocislo 2, dostaneme
vSechna sudéa ¢isla > 6, tedy E = (Gg; naopak z platnosti Gg plyne, zZe
jeden ze s¢itancu je sudé cislo, tj. 2, odkud Gg = E.

2) jestlize ke kazdému sudému ¢islu > 4 pfi¢teme prvocislo 3, dostaneme
vSechna liché ¢isla > 6, a tedy F = Gp.
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Z uvedeného vyplyva, ze Goldbachova hypotéza je ekvivalentni hypotéze Gg
(a tedy E). Goldbachovu hypotézu je tedy také mozno formulovat tak, ze kaZdé
prirozené cislo > 2 je souctem nejvyse tri prvocisel. Témér dvé stoleti se nepo-
darilo udélat pokrok v jejim feSeni.

Druhym vyznamnym problémem v teorii ¢isel je Waringiv problém. Formu-
loval ho v r. 1770 anglicky matematik E. Waring (1736-1798):

Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 existuje prirozené ¢islo r(n) = r tak, Ze kazdé
prirozene N je mozZno vyjadrit ve tvaru

N=ax+a5+...+2 2, >0,

t3. jako soucet mnejvyse r n-tych mocnin cisel z Ny.

Je tfeba poznamenat, ze pocet sc¢itanci zavisi pouze na cisle n a nezdvisi na
vyjadrovaném cisle N.

Na druhé strané Waringtv problém (jakozto existencni hypotézu) staci fesit
pro dostatecné velkd N, nebot jestlize pro vyjadieni vSech ptirozeych ¢isel N > N,
(tj. dostatecné velkych ) staci r s¢itanct, pak pro vyjadfeni vSech pfirozenych
Cisel neni t¥eba vice nez r’ = max(Ny, r) s¢itanci (kazdé N < Ny je totiz mozno
vyjadiit ve tvaru N séitanca N = 1" +1" 4 ...+ 1").

Nejzajimavéjsi na problému je uréeni ¢isel r(n) pro dané n € N. Jesté v 18. stol.
byl Waringtiv problém fesen pro n = 2 Lagrangem:

kaZdé prirozené cislo je souctem nejvyse ¢tyr kvadrdti, tj. r(2) = 4.

V obecném pripadé byl problém neresen az do pocatku 20. stoleti. Poprvé
byla hypotéza dokazana r. 1909 Hilbertem.

Dalsi vyznamné problémy aditivni teorie ¢isel byly formulovany G.H. Hardym
(1877-1947) a J. E. Littlewoodem (1885-1977):

1) kaZdé dostatecné velké prirozené dcislo, které neni kvadrdtem, je souctem
kvadratu a prvocisla;

2) kazdé dostatecné velké prirozené cislo je souctem dvou kvadrdti a prvocisla.

Druhy z problémi dokazal Rus J. V. Linnik v r. 1959.

7.1 Rozklad na soudet kvadratu

Drtive nez dokazeme Lagrangeovu vétu o rozkladu prirozenych c¢isel na soucet
¢tyt kvadrath, prozkoumame rozklady na soucet dvou kvadrati.

Véta 7.1. Prirozené ¢islo N lze rozloZit na soucet dvou kvadrdti x* + y?, prdvé
kdyz se v kanonickém rozkladu c¢isla N nevyskytuje prvocislo ve tvaru 4k+3 v liché
mocnine.
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Poznamka. Tvrzeni davé odpovéd na otézku, pro kterd prirozené ¢isla IV existuji
na kruznici 22 + y?> = N body s celoéiselnymi soufadnicemi.

Diikaz: (=) Necht 22 + y?> = N. Je-li d = (z,y), pak N = d*(z? + 3?), kde
€Ty = ﬁ,?ﬁ = %, (x1,y1) = 1.

Plati-li p| N} = 22 +y? pro néjaké liché prvodislo p, pak vzhledem k (x1,7;) = 1
plyne z véty 2.25 p = 1 (mod 4). M4 tedy ¢islo N; pouze prvociselné délitele = 1
(mod 4). Jestlize p|N pro p = 3 (mod 4), pak tedy nutné p|d, coz vzhledem
k d?|N znamend, Ze p je délitel v sudé mocning.

(<) Ovéfenim identit

(af + b7)(a3 + b3) = (aras F biba)® + (a1by & asby)?

dostaneme, ze soucin dvou celych cisel, ktera jsou soucty kvadrati, je opét souc-
tem kvadrat®. Cislo N uvedené vlastnosti je soudinem ¢isel tvaru: kvadrati,
dvojky, prvocisel ve tvaru 4k +1. VSechna lze vyjadrit jako soucet dvou kvadrat,
tedy i ¢islo N mé tuto vlastnost. 0

Ukazme, Ze prvocisla ve tvaru 4n + 1 lze charakterizovat pomoci jednoznac-
nosti rozkladu na soucet nesoudélnych kvadrati (jednoznacnost je zde myslena
az na zaménu s¢itancu).

Véta 7.2. (Eulerova) Cislo ve tvaru 4n + 1 je prvocislem, prdvé kdy? jej lze
jednoznacné vyjddrit jako soucet dvou nesoudélnych kvadrdti.

Diikaz: (=) Predpokladejme, Ze
p=ai+y =75+ (1)

je dvoji vyjadteni prvocisla p v soufet nesoudélnych kvadrati. Pak x2y2 —y?z2 =
= p(ys — y1), nebot

pys — i) = (a1 +y) (s — yi) = oTys — aly; +yiys —yi =
=iy — yi (@l + i — v3) = 2iys — yias.

Odtud mame

pl(r1y2 — y122) (2192 + 1172).
Obé zavorky nemohou byt soucasné délitelné p. V opacném ptipadé by totiz
musel byt p délitelny i jejich soucet, tedy p|2x1y2, odkud p|z; nebo p|ys. To by

ale znamenalo dle (1), Ze pak i p|y; nebo p|za, coz je spor s (x1,11) = (22, y2) = 1.
Vynésobenim rovnosti (1) dostaneme

P’ = (2 + u1) (23 + 13) = (z122 £ y192)” + (3152 F y172)° (2)
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Plati-li p|(x1y2 — y172), pak p?|(z1y2 — y112)? a z (2) také p?|(z179 + y1y2)%. Lze
tedy rovnost (2) vydélit p?, odkud

2 2
(951352 + ylyQ) n (l’lyQ - 3/1332) 1
p p

Pak ale x1ys — y110 = 0, a tedy z1y2 = y122. Jelikoz (x1,y1) = (22,92) = 1,
dostaneme 1|y, x|z, odkud x1 = x9, y1 = Yo.

Jestlize p|(x1y2+1122), pak z (2) podobnymi tivahami vyplyne z122—y1y2 = 0,
tj. x1x9 = Y199, odkud x1|ya, yo|z1, Y2 = 21, y1 = 3. Celkem jsme tedy dokazali
jednoznacnost rozkladu.

(<) Kazdé ¢islo ve tvaru 4n + 1, které lze vyjadiit jako soucet kvadrat, ma
dle véty 2.25 pouze prvociselné délitele = 1 (mod 4). Soucin takovych prvoéisel,
napt. p; = 22 + 92, po = 22 + 3, kde 1 > y; > 0, 13 > yo > 0 lze vyjadrit
alespon dvéma zptisoby ve tvaru souctu kvadrati:

pip2 = (2122 £ y192)® + (2192 F y172)%

v/ / v 2 2 2 cy
Staci ukazat, ze (r1x2+1y1y2)° > (T122—y1y2)?, (T1y2 Fy122)?, neboli, Ze rozklady
na pravé strané jsou rtzné.

Prvni nerovnost plati diky nenulovosti ¢isel x1, xo, y1, y2; ukdzeme, zZe

T1T2 + Y1Y2 > T1Y2 + Y1T2 > T1Y2 — Y122.

Mame z1xs + y1y2 — 1Yo — Y122 = (r1 — y1)(x2 — y2) > 0. Budeme-li pokracovat
pro dalsi prvocisla = 1 (mod 4), dostaneme opét rozklad alespon dvéma zptsoby.
O

Véta 7.3. (Lagrangeova) KaZdé prirozené éislo je mozZno wvyjadrit ve tvaru
souctu ctyr kvadratu prirozengch cisel nebo nuly.

Dikaz: Budeme vychazet z identity
(af + b3 +cf +di) (a3 + b5+ c5+d3) = A*+ B>+ C* + D?, (1)
kde
A= a1as + ble + ci1c9 + dldg,
B = —a1b2 + blCLQ — Cldg + dlcg,
C = —aiCy + C1ag — dlbg -+ b1d27
D = —aldg + d1a2 — b162 + Clbg.

(2)

Diky této identité staci ukazat, ze kazdé prvocislo je mozno vyjadrit ve tvaru
souctu ¢yt kvadrati. Jelikoz ¢islo 2 a kazdé prvocislo p =1 (mod 4) je souctem
dvou kvadrati, je tim spiSe souctem ¢ty kvadratt (staci k nim totiz pficist
soucet 0% + 02). Uvedenou vlastnost je tedy tfeba dokézat pouze pro prvocisla
p=3 (mod 4).
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I. Nejprve ukazme, ze pro takové prvocislo p existuje ¢islo m, 0 < m < p tak,
Ze ¢islo mp je souctem ¢tyt kvadrati. K tomu studujme éisla ve tvaru 22, —y% —1,
kde z,y probihaji hodnoty z mnoziny M = {0,1,..., 5(p—1)}. Plati-li pro prvky
T1, 79 € M, 7e 23 = 22 (mod p), pak (z1 + 22)(71 — 22) =0 (mod p). Oviem Z,
je téleso, tedy x; = £z (mod p).

Vzhledem k tomu, Ze mnozina {0, +1, ..., j:%(p —1)} je tplny systém zbytkii
modulo p, je nutné z; = xs. Ze stejného diivodu tedy nejsou kongruentni modulo
p z4dné dva z prvkit —y? — 1. Po dosazeni prvki z M do vyrazi 22 a —y? — 1
dostaneme p + 1 Cisel, tj. nékteré dvé z nich jsou nutné kongruentni modulo p.
Existuji tedy prvky z,y € M tak, ze

2:

x —y2—1 (mod p),

neboli
mp = +y* + 0% + 1%,

kde 0 < m < p, nebot’w2+y2+1>0,x<%p,y<%p,atedy
P+l P41

m = < < p.
p p

Celkem tedy plati
mp = a2+ b+ +di (3)
pro nékteré prvky aq, by, c1,d; € Np.
I1. Ukazme, Ze je mozno v predeslém piipadé volit m = 1, tj. Ze p je souctem
¢tyt kvadrati.
Existuje nejmensi n € N takové, ze ¢islo mp je souctem ctyr kvadrati. Pri-
pustme, Ze m > 1. Je mozno uvazovat m liché, nebot pro m = 2m; jsou d¢isla

ay, by, c1, di bud vSechna suda nebo vSechna liché nebo jedna dvojice je suda a
jedna licha. Ve vSech pripadech bude platit

2 2 2 2
ay + by a; — by c+d ¢ —dy
= (050) < (07) < (450) (057
tj. m1p lze rozlozit na soucet ¢tyt kvadrati.

Ozna¢me ag, bs, o, ds absolutné nejmensi zbytky ¢isel ay, by, ¢1, di (mod m),
neboli

a; = ag, by =by, 1 =9, dy =dy (mod m), (4)
pricemz |as, |ba|, 2], |da| < 3m, (m je liché). Odtud dostaneme
mp=aj+b+ci+di=ai+b5+c5+d;=0 (modm).

Existuje tedy prvek k£ € N takovy, ze

1 \2
mk:a§+b§+c§+d§<4<§m> =m?’. (5)
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Pfitom 0 < k < m, nebot v pfipadé k = 0 by platilo as = by = ¢ = dy = 0,
odkud mlay, by, c1, dy, m?|mp, m|p, coz vzhledem k 0 < m < p neni moZné.
Déle, vynésobenim rovnosti v podminkach (2) a (5) dostaneme

mk -mp = m?kp = (a3 + b2+ +di)(a5+ b5+ c5+d3) = A+ B>+ C* + D?
pro nékterda A, B, C, D dle (1), pficemz z formuli (2) a (4) vyplyne
A=B=C=D=0 (modm).

Vydélenim posledni rovnosti m? obdrzime

AN? B\ [C\® [(D\?
ORCRORG
m m m m
kde %, %, %, % € 7Z. Je tedy mozno ¢islo kp, 0 < k < m, vyjadrit ve tvaru souctu
¢tyt kvadrati, coz je spor s minimalitou ¢isla m. Dokazali jsme m = 1, ¢imz je

dukaz hotov. O

7.2 Schnirelmannova metoda s¢itani posloupnosti

Prvni tGspéchy pri feseni Goldbachovy hypotézy nalezi ruskému matematikovi
L. Schnirelmannovi (1905-1938), ktery vybudoval novy aparat v teorii ¢isel, tzv.
metodu sc¢itdni c¢iselnych posloupnosti. S jeji pomoci dokazal, ze existuje konstanta
¢ (tzv. Schirelmannova konstanta) takova, ze kaZdé prirozené cislo N > 1 je
souctem nejvyse ¢ prvocisel.

Vylozme zakladni principy uvedené metody. Méjme dany néjaké rostouci po-
sloupnosti prirozenych ¢isel s prvnim ¢lenem 0, tj.

ap(=0),a1,...,Qn,. .., (A)
bo(IO),bl,...,bm,..., (B)
co(=0),¢1,. 0y Cmyeen s (@)

Vyberme z kazdé z nich po jednom clenu a ¢isla sectéme. Mnozinu vSech tako-
vychto souctl, kde stejné soucty uvazujeme pouze jedenkrat, mizeme uspotradat
do nové rostouci posloupnosti

no(=0),n1, ..., My e - (N)
Posloupnost N nazveme soucet posloupnosti A, B, ..., C a piSeme

N=A+B+...+C.
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Posloupnost N maé ¢leny tvaru a; +b; + ...+ ¢ a obsahuje vSechny ¢leny danych
posloupnosti A, B, ..., C (staci totiz s¢itat cleny dané posloupnosti s nulovymi
¢leny ostatnich).

Oznac¢ime-li P posloupnost

0,2,3,5,7,11,13, ... (P)

sestavajici se z 0 a vSech prvocisel, je mozno Goldbachovu hypotézu formulovat
takto: Soucet posloupnosti P+ P + P obsahuje vsechna prirozend cisla > 1.

Pak je totiz mozno kazdé prirozené cislo > 1 vyjadrit jako soucet nejvyse tii
prvocisel.

Jestlize soucet k stejnych posloupnosti A obsahuje vSechna pfirozena disla,
nazyvame A bdaze posloupnosti prirozenych c¢isel Tadu k (pak samoziejmé je i bazi
fadu k; > k). Rekneme, Ze je A bdze 7ddu k pro dostatecné velkd p¥irozend cisla
(tj. pro skoro vSechna n € N), jestlize soucet k posloupnosti A obsahuje skoro
v8echna pfirozend ¢isla (tj. po¢inaje jistym ¢lenem vSechna pfirozend n € N).

Ne kazda posloupnost je bazi, napt. posloupnost vSech sudych cisel

0,2,4,6....

neni bazi zddného fadu, nebot s¢itdnim sudych cisel nelze dostat ¢isla licha. Také
posloupnost P vsech prvocisel neni bazi, nebot 1 neni sou¢tem zadnych prvocisel
nebo nuly.

Klicovym pojmem této kapitoly je hustota posloupnosti. Necht

ap(=0),a1,...,Gm, ... (A)

je uvazovana posloupnost. Ozna¢me A(n) pro n € N pocet ¢leni posloupnosti
A mensich nebo rovnych n (¢len ay se nepocitd). Zrejmé pro kazdé n € N plati

0 < A(n) <n, odkud

An
0< A
n
Jelikoz je mnozina vsech ¢isel # ohranicena zdola, mé infimum. Oznac¢me
A(n
a = inf ( ),
n
tj. a je takové redlné éislo, ze a < —AEL”) pro vSechna n € N a pritom, je-li 5 < —AEL")

pro véechna n € N, je 8 < a. Cislo a nazjyvame (Schnirelmannova) hustota
posloupnosti A. Z definice hustoty primo plyne, Ze je-li a; > 1, pak @ =0,
odkud
A(n)
n

Je-1i hustota posloupnosti o = 1, pak A je nutné posloupnost vsech ptirozenych
¢isel (s prvnim ¢lenem 1).

Pro hustotu souc¢tu dvou posloupnosti Ize odvodit nasledujici dilezitou vétu:

a = inf =0.
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Véta 7.4. Jsou-li o, B hustoty posloupnosti A, B a v je hustota posloupnosti
C =A+ B, pak
Y Z a+ B — Q- 57

neboli

1—y<(l-a)(l-7).

Dikaz: Uvazujme v N interval (1,n) pro n € N. Ukazme nékteré prvky tohoto
intervalu pattici posloupnosti C"

1) vSechna ¢isla posloupnosti A lezici v tomto intervalu — téch je pravé A(n)
(staci vzit v souctu by = 0);

2) necht je mezi sousednimi ¢leny ay, axy; posloupnosti A pravé [, piiroze-
nych ¢isel ap + 1, 1 < rp < . Je-li pritom r, € B, pak a, + r, € C.
Takovych ¢lent posloupnosti C' je v intervalu (ax, ar1) pravé B(ly), a na
celém intervalu (1,n) pravé >, B(ly).

Uvedené kategorie ¢isel z C' pfitom nevycerpavaji vSechny prvky z C na in-
tervalu (1,n), nebot vnitini body interval (ay, ax,1) mohou také patiit C'.

Priklad. Uvazujme posloupnosti
0,1%,22 32 ... (A)
0,13,23 33, ... (B)
Pak na intervalu (25;36) lze dle 2) nalézt ¢isla patfici do posloupnosti A + B:
25 +1=26,25+8 = 33.

Pritom ale také 0 4+27 =27 C, 1 +27=28 ¢ C,4+27=31€ C.

Pro n > 1 tedy urcité plati odhad

C(n) < A(n)+ Y B(ly).

k

Ovsem B(ly) > (-l (nebot g je hustota B), odkud dostaneme

> B(ly) 28 I = B(n— An)), (1)

nebot [, je pocet pfirozenych ¢isel v otevieném intervalu (ax, agi1).
Podobné plati také A(n) > a - n, coz po dosazeni do vztahu (1) dava

C(n) > An)+B(n—A(n)) = A(n)(1—p)+6n > a(1-8)n+pn = (a+5—af)n,
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odkud

vzinfcfzn) >a+fp—af.

Posledni nerovnost je mozno pfepsat do tvaru
1—y<(1-a)1-5),

ktery lze zobecnit pro libovolny konecny pocet posloupnosti. 0

Pomoci predchoziho tvrzeni je mozno dokézat nasledujici podminku pro bazi
posloupnosti pfirozenych cisel:

Véta 7.5. KazZdd posloupnost kladné hustoty je bdzi posloupnosti prirozenych
cisel.

Dikaz: Necht A je posloupnost hustoty o > 0. Nechf 7 je hustota souctu k
posloupnosti A (ozna¢me takovou posloupnost Ay), tj. dle pfedchoziho tvrzeni

11—y <(1—a)k

JelikoZz o > 0, existuje k dostatetné velké tak, ze (1 — a)* < %, a tedy v > %
Odtud plyne, Ze na libovolném intervalu (1, n) je r, > %n ¢lenu posloupnosti Ay.
Necht jsou to prvky ci,..., ¢y ). Piidame-li k nim ¢isla 0,n — c1,...,n — ¢(n),
budeme mit celkem 27, +1 > n + 1 ¢isel intervalu (0,n). To ale znamena, ze
alespont dvé z nich jsou stejna, tj.

n—c¢; = ¢,

n==«c¢+c¢

pro nékterd i, j. Pak ale libovolné pfirozené n je souctem prvki z Ag, tj. A je
baze tadu < 2k. OJ

Predchozi tvrzeni pouzil Schnirelmann pfi feseni Goldbachovy hypotézy. Bez-
prostiedné ji vSak pouzit nelze, nebot hustota posloupnosti

0,1,2,3,5,7,11,13, ... (P')

nuly, jednic¢ky a vSech prvocisel je nula. AvSak Schnirelmann dokézal, ze
posloupnost P+ P’ ma kladnou hustotu.
Odtud bezprostiedné vyplyva, ze

posloupnost P + P' (a tedy i P') je bdzi posloupnosti N,
117



tedy

kazZdé prirozené cislo n # 1 je souctem konecného poctu prvocisel nezdvisejiciho

namn.

Uvedme na zavér, ze Linnik v r. 1943 vyfesil uzitim uvedené metody elementarnim
zpusobem Waringtv problém, kdyz dokazal, ze

pro libovolné n € N tvori posloupnost

0,172 ... k™, ... bazi posloupnost N.

Cvicdeni

98.

99.

100.

101.

102.

Ovérte, kterd z prvocisel p je mozno rozlozit v soucet dvou kvadratu:

113, 151, 541, 757, 811, 1091, 1423.
Vite-li, ze 317 = 112 + 142 a 281 = 52 + 162, rozlote na soudet dvou kvadratd ¢islo
N =317 - 281 = 89077.

Podobnou tilohu feste, vite-li, Ze 937 = 192 4 242 a 746 = 112 + 252,

Dokazte, ze neexistuji rtuzné miizové body stejné vzdalené od bodu o soutadnicich
Q = (\/i %)

Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n existuje takovy kruh se stfedem v bodé
Q= (V2, %), Ze uvnit¥ ného lezi pravé n mfizovych bodi.

Rozlozte v soucet ¢tyt kvadrati ¢islo

5220 = (1° + 2% + 3% +4%) (5 + 6° + 7° + 8°).
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Kapitola 8

Kvadraticka télesa,
cela algebraicka cisla

8.1 Zakladni pojmy

Jak jiz bylo uvedeno, algebraickym ¢islem rozumime kazdé komplexni ¢islo «,
které je korenem nékterého polynomu

apx" + ...+ a, € Q|x].
Celym algebraickym cislem je kazdé komplexni ¢islo w, které je kofenem polynomu
2"+ b+ +b,, by,....b, €Z. (1)

Z definice je pritom ziejmé, ze kazdé celé algebraické ¢islo je algebraické, opak
vsak obecné neplati:

Véta 8.1. Raciondlni c¢islo r je celé algebraické, pravée kdyzZ r € 7.

Dikaz: Ziejmé kazdé r € 7Z je celym algebraickym c¢islem, nebof je kofenem
rovnice x —r = 0.

Necht r € Q je celé algebraické ¢islo, nechf je kofenem rovnice (1) a necht
r =5 pro c,d € Z, (¢,d) = 1. Dosazenim za r do (1) dostaneme

A+ bde 4+ b,d" =0,

odkud d|c" a jelikoz (c,d) =1,jed ==+l ar =9 € Z. d

Zabyvejme se nyni otdzkami vlastnosti mnoziny algebraickych (celych alge-
braickych) ¢isel vzhledem k operacim s¢itani a nasobeni. K tomu zavedme nejprve
nasledujici uzitecné pojmy.

Podmnozina V' C C komplexnich ¢isel se nazyva Q-modul, jestlize plati:

Dy, eeVamtypeV

119



Q)veVireQ=ryeV
3) kazdy prvek v € V' je Q-linearni kombinaci nékterych prvka yy,...,v, € V,

t].
7= Z i
i=1

pro r; € Q.

Jinak feceno, V' C C je Q-modul, pravé kdyz je V vektorovym prostorem
kone¢né dimenze nad Q.

Pro prvky 71, ...,7, € V ozna¢me symbolem [v1, ..., 7,] Q-modul generovany
mnozinou {71, ..., Y}, tj.

Y15 sYn) = {Zm%,n € Q}

Véta 8.2. Necht V = [v1,...,7.] # {0}, necht pro prvek o € C plati vlastnost
ay € V pro kazdé v € V. Pak « je algebraické cislo.

Dikaz: Dle predpokladu plati ay; € V pro ¢ = 1,...,n. Pro kazdé 7 existuji
prvky a;; € Q, j =1,...,n tak, Ze

n
Zaij’yj = Z&l]a’y], tedy Z a;; — 0;;0)y; = 0.
j=1
Pfitom nenulovy vektor (71, ...,7,) je netrividlnim feSenim homogenni soustavy
s matici (a;; — d;;00), plati tedy
det (aij - 5ija) = 0.

Vypoctem determinantu zjistime, Ze « je kofenem polynomu stupné n s koefici-
enty z Q, tj. a je algebraické ¢islo. O

Véta 8.3. MnoZina vsech algebraickych cisel tvori téleso.

Dikaz: Necht oy, g jsou algebraickd ¢isla. Ukazme, Ze také oy + an, ajas jsou
algebraicka ¢isla. Necht

al +ralt 4 4+, =0, oy +say L s, =0,
kde r;,5; € Q. Necht V = [atad;i € {0,...,n—1},5 € {0,...,m — 1}]. Je-li
v €V, pak
Y= riaiad
pro néktera r;; € Q. Dale

_ Z+1 J i j+1
Yy = E T eV, oy = E T 0000
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Pak ovSem a1y + aoy = (a1 + )y € V, (a1an)y € V, tedy dle predchoziho
tvrzeni jsou oy + an a oy algebraicka cisla.

Je tieba jesté dokéazat, ze o' je algebraické. K tomu si staci uvédomit, ze
a;! je feSenim rovnice r,a" + ... + 7z +1 = 0. U

Podmnozina W C C se nazyva Z-modul, plati-li podminky
U)mmeW=mtpeW
2’) kazdy prvek v € W je Z-linedrni kombinaci nékterych prvka ~q,...,7, €

e W, .
Y= {Zbi%;bi € Z} :

r=1

Nasledujici tvrzeni pro Z-moduly jsou analogickd pfedchozim tvrzenim pro
Q-moduly:

Véta 8.4. Necht W # {0} je néjaky Z-modul, necht prvek w € C md vlastnost
wy € W pro kazdé v € W. Pak w je celé algebraické cislo.

Véta 8.5. Mnozina vsech celych algebraickych cisel tvori okruh.

Pripomenme jesté nékteré dalsi vlastnosti algebraickych cisel. Je-li o alge-
braické ¢islo, existuje normovany polynom nejnizsiho stupné f(z) € Q[z] takovy,
Ze « je jeho kofenem. Polynom f je urcen jednoznacné a nazyva se minimalni
polynom prvku c. Déale plati, Ze je-li o kofenem nékterého polynomu g(z) € Qlz],
pak f(z)|g(x) a polynom f je ireducibilni v Q|x].

Ozna¢me symbolem Q(«) téleso vzniklé z Q adjunkci algebraického prvku «
stupné n (tj. Q(«) je nejmensi podtéleso C obsahujici mnozinu Q U {a}). Lze
dokézat, ze

Q(a) = {g(a); g(z) € Q[z], stupeti g(z) < n};
téleso Q(«) nazyvame jednoduché algebraické rozsireni télesa Q. Lze jej chapat
také jakozto vektorovy prostor nad Q, jehoz dimenzi [Q(«) : Q] nazyvame stuper
nadtélesa Q(a) nad Q. Je-li pfitom f minimalni polynom prvku « stupné n (tj.
a je algebraicky stupné n), pak prvky 1,q,...,a" ! generuji vektorovy prostor
Q(a) nad Q a plati [Q(«) : Q] = n.

V této kapitole se budeme dale zabyvat algebraickymi prvky « stupné 2, tj.
prvky, které jsou koreny néjaké kvadratické rovnice

apr? + a1x + as = 0,

kde ag # 0, ag, a1, as € Q. Koreny takovychto rovnic maji obecny tvar

a+by/m

C

= (1)
kde a,b,c, m € Z. Mazeme pritom predpokladat, ze m nema zadného délitele ve
tvaru kvadratu. Télesa Q(«) nazyvame kvadratickd télesa a jejich celd algebraicka
¢isla D C Q(«) nazyvame celd algebraicka cisla télesa Q(«v).
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Prvnim problémem, kterym se budeme zabyvat, je nalezeni celych algebraic-
kych ¢isel v obecnych kvadratickych télesech.
Z rovnosti (1) je ziejmé, ze Q(a) = Q(y/m). Upravou (1) dostaneme vztah

(ca — a)? = mb?,

tj. a je kofenem rovnice

c?x? — 2acr + a* — mb* = 0. (2)
Mutzeme navic predpoklddat, ze ¢ > 0 a (a, b, ¢) = 1. Vydélenim rovnice (2) ¢islem
¢? dostaneme ) ) 2
, 2a a*—m
x Tt = 0. (3)

Cela algebraicka ¢isla D v Q(«) jsou pravé ty prvky, které vyhovuji rovnici (3) pro
celociselné koeficienty, tedy pro néz je 2 € Z, “2_6;”62 € Z, tj. c|2a, 3|(a* — mb?).
Je-li d = (a,c), pak d?|a?, d?|c?, d*|c*|(a* — mb?), odkud d?|mb* a d|b, nebot m
nema délitele, ktery je kvadratem. Ovsem (a,b,c) = 1, tedy d = 1. Odtud a
z podminky ¢|2a plyne ¢|2, a tedy ¢ = 1 nebo ¢ = 2.

Je-li ¢ = 2, pak a je liché (jinak by platilo 2|c, 2|a a (a,c¢) # 1), a tedy
mb? = a®> =1 (mod 4). To ale znamen4, Ze b je liché (jinak by mb? = 0 (mod 4)),
tj. ¥ =1 (mod 4), odkud m =1 (mod 4). Rozlisime dva piipady:

(i) Je-li m # 1 (mod 4), pak vzhledem k pfedeslym tGvahdm je ¢ = 1 a celd
algebraicka ¢isla télesa Q(y/m) jsou tvaru

a=a+by/m,a,bcZ.

(ii) Je-lim =1 (mod 4) a ¢ = 2, jsou a, b lich4, tedy

b b 1
a—|—2\/%_a—2|— —|—§b(\/%—1),

tj.a =a;+ b7, kde a1 = 3(a+b) €Z, by =be Z, 7 = (=1 4+ /m). Pro
¢ = 1 dostaneme

a=a+by/m=a+b+2br =a; + b,
kde a1, b, € Z.
Celkem tedy plati véta:

Véta 8.6. Celd algebraickd cisla Q(y/m) jsou ¢isla a+by/m prom = 2,3 (mod 4)
a ¢isla a+br =a+ 1b(—1+ /m) prom =1 (mod 4), kde a,b € Z.

Piiklad. Pro m = —1 je m = 3 (mod 4), jsou tedy celd algebraicka ¢isla télesa
Q(v/—1) = Q(i) ¢isla a + bi,a,b € Z (jsou to pravé prvky oboru integrity Gaus-
sovych celych ¢isel). Pro m = —3 je m = 1 (mod 4), tedy celd algebraicka ¢isla
télesa Q(v/—3) = Q(3i) jsou ve tvaru a + bw, kde w = %(—1 +/3i),a,b, € Z.
Dostaneme tedy Eisensteinova cela cisla.
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Cviceni
103. Najdéte rozklady v kvadratickém télese Z(i) pro:
a) 97, b) 137; «¢) 181; d) 281; ) 317.

104. Dokazte, ze priseciky kruznice 22 + y? = 1 s piimkami y = kxz — 1, kde k € Q, jsou
vSechny racionalni body kruznice. Udé€lejte nacrtek.

Dokézali jsme, Ze celd algebraicka ¢isla v télesech Q(y/m) tvori obor integrity
— ozna¢me je D(y/m). Prozkoumejme nyni vlastnosti obortt D(y/m) z hlediska
délitelnosti.

Kazdy z prvka D(y/m) je tvaru

a=r+sym,s,r€Z, prom=23 (mod 4)
nebo

a=r+sT=(r—1s)+ssy/m,r,s €Z prom=1 (mod 4).
V prvnim pifpadé oznaéme @ = r — sy/m, ve druhém @ = (r — 3s) — 3s¢/m
a nazyvejme tyto prvky komjugované k prvku a. V obou pripadech definujeme
normu prvku « nasledovné:

N(a) = aa.

V piipadé m = 2,3 (mod 4) je
N(a + by/m) = a* — mb?,

prom =1 (mod 4) je

1\ 1 5, 1,
N(a+br) = a—§b —Zmb =a —ab—I—Zb (1—m).

Normy prvki splnuji nésledujici elementarni vlastnosti:

1

) norma prvku je vzdy celé ¢islo,

2) norma zachovéava soudin, tj. N(af) = N(a) - N(p),
)
)

3) « je jednotka déleni v D(y/m), pravé kdyz N(«) = +1,
4) «|f implikuje N ()| N(p).

Vlastnost 1) je ziejmé, 2) lze ovéfit pfimym vypoctem. Dokazme vlastnost 3):
Je-li o jednotka, tj. a1, pak existuje prvek v tak, ze ay = 1. Dle 2) pak

N(a)N(v) = N(ay) = N(1) = 1,

odkud N(«a)|1, N(«) = +1. Naopak, pro kazdy prvek « plati N(a) = o - @, a
tedy o| N(a). Plati-li N(a) = £1, pak | £ 1, tj. o je jednotka.
Vlastnost 4) je pfimym dusledkem 2).
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Diky vlastnosti 3) je mozno popsat vSechny jednotky déleni v oborech integrity
D(y/m): je-lim < 0, je m = —y pro y > 0 a jednotky vyhovuji rovnicim

a>+yb>*=1 pro m=2,3 (mod4),
1\* 1
(a—ib) +Zyb2:1 pro m=1 (mod 4).

Tyto rovnice maji vzdy pouze konecny pocet feSeni, specidlné pro

e m = —1 jsou to prvky +1, 4i,

e m = —3 prvky £1, +w, +w?, kde w = %(—1 +1v/3),

e m < —3 jen prvky +£1.

Diametralné odlisna situace nastane v pripadé m > 0. Je-li napt. m = 2, pak
vsechny jednotky vyhovuji rovnici

a’ —20* = +1,

majici nekoneéné mnoho feseni (v prvnim piipadé se jedna o Pellovu rovnici, viz
5.2). V8echny jednotky je pak mozno nalézt z rekurentnich vztaht

a+0vV2=+1+vV2)*", a+b/2=+1+V2)"", neN.

Jako bezprostiedni diisledek vlastnosti normy dostaneme vétu:

Véta 8.7. Kazdy prvek « takovy, Ze N(a) je prvoéislo, je ireducibilnd v D(y/m).
Obory integrity D(y/m) spliiuji podminku EIR, tj. kaZdy prvek je soucinem ko-
necného poctu ireducibilnich prvki.

Ne vSechny obory integrity D(y/m) vSak spliiuji podminku JIR, tj. rozklady
na soucin ireducibilnich prvkt nemuseji byt jednoznacné:

Piiklad. Pro m = —5 plati —5 = 3 (mod 4) a D(v/=5) = {a + biv/5;a,b € Z}.
Cisla 2,3,1 —iv/5,1 +iv/5 € D(y/=5) jsou ireducibilni, pfitom rozklad é&isla 6
neni jednoznacny:

6=2-3=(1—iV5)(1+iV5).

Podobné v okruhu D(1/10) nejsou také rozklady jednoznacné, nebot
6=2-3=(4—10)(4 + V10).

Zkoumejme, které z oborti integrity D(y/m) jsou eukleidovské s eukleidovskou
funkei | N(a)], tj. kdy spliiuji podminku

Vy,m € D(vm), 7 # 0 3k, 72 € D(v/m):
v = k1 + 72, kde 75 = 0 nebo [N (y2)| < |[N(71)|. (1)
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Podminka (1) je ekvivalentni s podminkou
V6 € Q(v/m) Ik € D(v/m): [N(6 — k)| < 1. (2)
Skutecéné, definujme pro prvky z Q(y/m) normu takto:

je-li 6 = 2, kde y1,72 € D(v/m), pak N(6) = N(n;

N(
Z podminky ( ) pak plyne L =k+ ;’—f, tedy 2 Z = 2 — k. Odtud dostaneme

()| ()]
" N(m)
N(2)| < [N(n)l-
Je-li tedy dén prvek § = r + sy/m € Q(y/m), existuje dle (2) vzdy prvek
k = x + y/m € Z(y/m) takovy, Ze pro
m = 2,3 (mod 4) je

Y

|(r —2)* —=m(s —y)*| < 1, (3)

1\? 1\?
r—r— = -—m|s— =
Y 2

Pro m = p < 0 je snadné urcit vsechna m € 7Z tak, aby pro danéa r,s € Q
existovala vhodna ¢isla x,y € Z splilujici vztahy (3), resp. (4).

<1 (4)

Véta 8.8. D(y/m) je pro m < 0 eukleidovsky obor integrity, pravé kdyz
m=—1,-2,-3,—7,—11.
Diikaz: Rozlisme dva pripady:
1) m=2,3 (mod 4). Vezméme r = s = 3 v podmince (3). Pak

tedy

Z posledni nerovnosti plyne, ze p < 3, tj. m = —1, —2. V obou ptipadech
zvolime x,y € 7Z tak, aby platilo

N

1
o=l < 5 ly =7 <

(takovy vybér je vidy mozny), tedy

(r =) —m(s —y)? < § +

< 1.
1 H

o
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2) m=1 (mod 4). V podmince (4) zvolime r = s = 1. Dostaneme

1 12>1 12>u
179V T TTM\PT YY) =g

1 1\? 12>1+
g TRy T s oY

tedy

1 N
- =116 " 16

Posledni nerovnost dava podminku p < 15, coz vzhledem k p =3 (mod 4)
znamend pu = 3,7,11 a m = —3,—7,—11. Pro dana ¢isla r,s € Q vzdy
existuji x,y € Z tak, ze

Mnohem obtiZznéjsi je najit hodnoty m, pro néz je obor integrity D(y/m)
alespon Gaussuv.

Véta 8.9. Pro m < 0 je obor integrity D(y/m) Gaussiv pro
m=—1,-2,-3 —7,—11,—19, —43, —67, —163.

Ezistuje pritom jesté nejvyse jedno m < 0 tak, Ze D(y/m) je Gaussiv, pricemz
m < 5-10°.

Pro m > 0 plati nasledujici véta:

Véta 8.10. Pro m > 0 je obor integrity D(y/m) Gaussiv, pravé kdyz
m=2,35,6,7,11,13,17,19,21,29, 33, 37, 41, 57, 73.

Dikaz: Tvrzeni nebudeme dokazovat v plné obecnosti, ale pro jednoduchost
pouze pro m = 2,3,5,6,7,11,13,17,21,29. V pripadé

e m # 1 (mod 4) polozme A =0, n = m,

e m =1 (mod 4) polozme A = 3, n = im.

Vztahy (3) a (4) 1ze pak zapsat ve spole¢ném tvaru

|(r—x—Xy)? —n(s—y)?l <1, (5)

pricemz v piipadé m =1 (mod 4) klademe s := 2s.
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Neni-li D(y/m) eukleidovsky, pak vztah (5) neplati pro nékterd r,s € Q a
kazda x,y € Z. Lze predpokladat, ze 0 < r < %, 0<s< % Pro tato r, s pak pro
vSechna x,y € Z plati jedna z nerovnosti

(T—x—)\y)221+n(s—y)2, P(Zﬁ,y)
n(s —y)* > 1+ (r—z — Xy N(z,y)
Uvazujme specialné nerovnosti

P(0,0): 72 > 1 + ns?
P(1,0): (1 —7)? > 1+ ns?
P(=1,0): (1+7)? > 1+ ns?

(0,0): ns* > 1+ 12
(1,0): ns* > 1+ (1 —1r)?
(—1,0): ns®* > 1+ (1 +7)%

222

Je-li » = s = 0, pak nerovnosti P(0,0) a N(0,0) neplati, tedy plati nutné
N(0,0) a N(1,0). Kdyby navic platilo P(—1,0), pak bychom z P(—1,0) a N(1,0)
dostali

(1+7)*> 1+n52 > 2+(1—7“)2
odkud 4r > 2,r > :. Je tedy r = 1 a ns? . Necht déle s = p , kde (p,q) = 1.
V piipadé m # 1 (mod 4)jem =n a

dmp* = 5¢>.

1

Plati tedy p®[5, tj. p = 1 a ¢*|4m. JelikoZ m nemé4 za délitele kvadrat a 0 < s < 3,

dostaneme ¢ =2, s =% am=>5=1 (mod 4), spor.

V ptipadé m =1 (mod 4) by bylo m = 4n, odkud

To ale implikuje p =1,9 = 1,s = 1, coz je opét spor.
Nerovnost P(—1,0) tedy neplati, a tudiz plati N(—1,0). Celkem dostaneme

ns®>1+(1+7r)?*>2n>8.
Pro n < 8 jsou tedy D(y/m) eukleidovské obory integrity, tj. pro

m = 2,3,5,6,7,13,17, 21, 29. -

Piiklad. Ukazme, Ze obor integrity D(1/23) neni eukleidovsky.
Resend: Polozme v podmince (5) r = 0,5 = 2—73 Vzhledem k tomu, Ze 23 = 3
(mod 4), je A =0, n =m = 23 a nerovnost (5) ma tvar

|232% — (23y — 7)?| < 23.

Jelikoz & = 232% — (23 — y)? = —49 = —3 (mod 23), je £ = —3 nebo & = 20.
Polozme Y = 23y — 7.
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V prvnim piipadé by platilo £ = 232? — Y2 = -3, tj.
222 =Y? (mod 3).

Kdyby dale platilo x = 0 nebo Y =0 (mod 3), pak by 9|¢ = —3, spor.
Je tedy z,Y # 0 (mod 3), odkud 2%, Y? =1 (mod 3), tedy

£=23—-1=22=1 (mod 3),
spor. Podobné ke sporu dojdeme i v pripadé & = 20.
Cviceni
105. Dokazte, Ze neexistuji celé ¢isla x,y tak, ze plati

2327 — (23y — 7)? = 20.
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Kapitola 9

Nékteré vyznamné problémy
v teorii cisel

Mnoho vyznamnych problémt v teorii ¢isel m& u matematikii Sirokou po-
pularitu. V teorii ¢isel se u problému vice nez kde jinde uziva jesté privlastek
ynotoricky“. Je to proto, ze problémy v teorii ¢isel, ackoli jsou ¢asto snadno for-
mulovatelné a uzivaji pouze nejelementarnéjsich pojmt, se dokazuji neobycejné
slozité.

Pro zajimavost uvedme nékolik zajimavych problémi, z nichz nékteré budou
srozumitelné kazdému, kdo umi sc¢itat a nasobit.

9.1 Velka Fermatova véta (VFV)

Problém 1. Existuji pro prirozené ¢islon > 2 ¢isla z,y,z € N
tak, Ze plati =" 4+ y" = 2"?

Bylo zndmo uz ve starovéku (Pythagorejci), Ze soucet dvou kvadratia cisel
miize byt opét kvadratem, dokonce, ze takovych trojic ¢isel existuje nekonecné
mnoho. Fermat se pokousel o zobecnéni tohoto vysledku. Ve své kopii Diofantovy
knihy na okraj strany pise: , Je nemozné dostat tfeti, resp. ¢tvrtou mocninu
ze dvou tfetich, resp. ¢tvrtych mocnin; objevil jsem pozoruhodny dtkaz, ktery
se vsak nevejde na okraj této stranky“. Od té doby zlstavala jeho domnénka
nedokazana a stala se jednim z ,,notorickych®“ problémi teorie ¢isel. Ukazme vyvoj
pti dokazovani negativni odpovédi na problém 1 (viz tabulka 9.1).

Od diikazu Fermata pro n = 4 plynula platnost VFV pro vsechny néasobky
CtyF, tj. pro 25 % exponentii. Pfesnéji, oznac¢ime-li pro x symbolem N (x) podet

exponentu z [2,z|, pro néz VFV plati, pak Fermat dokazal, ze asymptoticky
N(z)

> }1—5 pro kazdé € > 0. Eulertiv diitkaz pro n = 3 znamenal, ze asymptoticky

N@ 1,1 1 1
r 371 12 “T37°%



(15 se odecitd, protoze tolik je nasobki 3 a 4 zaroveii), tj. platnost pro 50 %

exponent.

1659 Fermat n=4
1753 Euler n=3
1825 Dirichlet, Legendre n=>5
1839 Lamé n="7
1847 Kummer n < 100
1930-7 Vandiver n <617
1953 Inkeri je-li (x,y,z) protipiiklad

VFV s exponentem p, pak

2 3 p
S P°+p
log 3p

1954 Lehmer, Vandiver n < 2500 (uzili pocitace)

1976 Wagstaff n < 125000

1983 Faltings pron > 3 existuje pouze ko-
necné mnoho feseni

1985 Granville, Heath VFV plati pro skoro
vSechny exponenty

1987 Tanner, Wagstaff n < 150 000

1991  Buhler, Crandall, Sompolski n < 1000 000

1995 Wiles VFV dokéazana

Tabulka: Vyvoj feseni VFV

Wagstafftiv dikaz pro n < 125 000 daval asymptotickou platnost pro 93 %
exponentii. Teprve Faltingstv vysledek z roku 1983 umoznil dokazat, ze
N(x)

lim =1,
T—00 x

tj. ze VFV plati asymptoticky pro 100 % exponentti.

Dtikaz pron < 1 000 000 spolu s Inkeriho vysledkem znamenal, Ze protiptiklad
k VFV by musel byt takovy, Ze 2™ m4 alesponi 103 cifer!

Dnes je diikaz VFV minulosti, nebot roku 1995 publikoval A. Wiles 108stran-
kovou praci, obsahujici jeji tplny dikaz. Zajemce odkazujeme na popularni knihu
S. Singha [9] nebo velmi zajimavy dokument http://spotter.cz/931699-posledni-
fermatova-veta.htm#! vénované osobé A. Wilese a jeho feseni VFV.

Piere de Fermat (1601-1665) byl matematikem s genialni intuici. V nékterych
pripadech miize byt vSak intuice i scestna. Euler se napt. domnival, Ze lze Ferma-
tovu vétu zobecnit na tvrzeni: ,,Soucet méné nez n n-tych mocnin c¢isel nemtize
byt pro n > 3 n-tou mocninou“. Roku 1966 vsak byla pomoci pocitace dokazana
rovnost

27° 4 84° 4+ 110° + 133° = 144°
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a pozdéji
95800* + 217519* + 414560* = 422481*.

Pro Sesté mocniny platnost ¢i neplatnost Eulerovy domnénky neni dosud znédma:

Problém 2. MizZe byt soucet péti Sestych mocnin Cisel opét
Sestou mocninou?

9.2 Dokonalé krabice

Problém 3. Existuje krabice s celoCiselnymi stranami ta-
kova, aby vSechny sténové a télesové uhlopricky byly opét
celymi ¢isly?

Problém vede k feSeni nésledujici soustavy diofantickych rovnic:

4yt =d®, P+ =0, P+ =3 PP+l =4

kde x,y, z reprezentuji strany krabice a, b, ¢ sténové thlopricky, d télesovou tihlo-
pricku.

Byly feseny o néco jednodussi modifikace problému 3, a to:

1) nemusi-li byt télesova uhlopticka d celociselna,

2) nemusi-li byt néktera sténova uhlopiicka celociselnd,

3) nemusi-li byt néktera hrana celoéiselna.

Ve vsech pripadech je znamo nekone¢né mnoho reseni, pficemz nejmensi z nich
jsou v pripadé

1) x =44,y = 117, z = 240;

2) x =104,y = 153,z = 672;

3) x = 124,y = 957, 2 = /13852800;

Rada nefesenych diofantickych rovnic pochéazi z rovinné geometrie:

Problém 4. Existuje obdélnik s celodiselnymi stranami a
bod uvnitf ného majici od vSech vrcholua celoéiselné vzda-
lenosti?

Heroniv trojuhelnik je trojuhelnik s celoc¢iselnymi stranami a obsahem. Napf.
trojuhelnik o stranach 13, 14, 15 ma obsah 84, je tedy Heroniiv. Nésledujici
zobecnéni se 7 nezndmymi je vSak nefeseno:
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Problém 5. Existuje trojuhelnik, v némz strany, obsah a
délky tézZnic jsou cela cisla?

Existuji pythagorejské trojuhelniky, napt. o stranach 3, 4, 5, v nichz prepona
a jedna z odvésen jsou prvocisla. Neni vSak Tesen nésledujici problém:

Problém 6. Existuje nekoneéné mnoho pythagorejskych troj-
uhelnikt s prvociselnou preponou a odvésnou?

9.3 Egyptské zlomky

Egyptané méli specialni symboly pro znaceni tzv. jednotkovych zlomku, které
jsou prevracenymi ¢isly k ¢islim celym (tj. zlomki s ¢itatelem rovnym 1). Neméli
ovsem symboly pro zlomky se jmenovatelem # 1, napt. zlomek % reprezentovali
jako soucet

4 1 1 1 1

23 23 23 23 23

Existuji vSak i dalsi mozna vyjadieni zlomku pomoci jednotkovych zlomki. Jedna

z cest hledani takovych vyjadieni je tzv. ,hladovy algoritmus®. Pro zlomek 3,

a,b € N, najdeme nejmensi prirozené ¢islo x; tak, aby ;—1 < #. Déle najdeme
a

nejmensi Cislo xo # x; tak, aby x—12 < (% - x—ll) atd. Napf. pro zlomek

4_1+1 41_1+1+1
23 6 1387 42 2 3 7T

Termin ,hladovy algoritmus® se uziva proto, ze v kazdém kroku hledany zlomek
,1jida“ co nejvice ze zbylého zlomku. Fibonacci v roce 1202 dokazal, ze algoritmus
je vzdy konec¢ny. Navic ukéazal, ze pokud je zlomek < 1, pak pocet jednotkovych
zlomki v souctu neni vétsi nez jeho citatel.

Nefesené problémy se tykaji zejména poctu scitanct ve vyjadieni daného
zlomku zlomky jednotkovymi. Je-li b liché, pak u zlomku % vzdy staci dva sci-
tanci, pro % tfi sc¢itanci. Erdos dokazal, ze pro cela cisla %, b < 108, staci tii
s¢itanci. Obecné zlistavaji oteviené nasledujici problémy:
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Problém 7. Je mozno zlomek % pro b > 1 vyjadrit jako
soucet nejvyse tii ruznych jednotkovych zlomku?

Problém 8. Je vzdy mozno pomoci , hladového* algoritmu
vyjadrit zlomek s lichym jmenovatelem jako soucet jednot-
kovych zlomku s lichymi jmenovateli?

9.4 Dokonala ¢isla

O dokonalych ¢islech jsme jiz mluvili. Byla vzdy spjata s nejriznéjsimi ¢isel-
nymi spekulacemi. Napt. sv. August tvrdil, ze Biih stvofil zemi a nebe v 6 dnech,
nebot 6 je dokonalé ¢islo, a tim chtél poukazat na dokonalost své prace. Jak také
jiz vime, jsou tésné spjata s Mersenneovymi prvocisly.

Dnes je znamo 48 Mersenneovych prvocisel.

V roce 1996 vznikl sitovy projekt GIMPS (Great Internet Mersenne Prime
Search) v némz tisice matematik a nadSenct z celého svéta hledd s podporou
pocitaci velkd Mersenneova prvocisla. Hledani je zalozeno na myslence vyuziti

veve

Zajemce odkazujeme na adresu projektu www.mersenne.org.

V ramci projektu GIMPS bylo napf. v roce 1999 nalezeno prvni prvocislo s
vice nez milionem cifer - Mgg72593.

Cislo Ms7ss5161 je dosud nejvétsim znAmym Mersenneovym prvocislem (leden
2013) a také vitbec dosud nejvétsim zndmym prvocislem, majicim 17425 170 cifer.

Problém 9. Existuje nekoneéné mnoho Mersenneovych pr-
vocisel?

Problém 10. Existuje nekonecné mnoho dokonalych ¢isel?

Problém 11. Existuje liché dokonalé cislo?

V mnoziné vSech prvocisel se objevuji dvojice, lisici se pouze o ¢islo 2. Rikdme
jim prvociselnd dvojcata, napt. dvojice (5,7) a (11,13). Neni v8ak FeSen nasledujici
problém.
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Problém 12. Existuje nekone¢né mnoho prvocéiselnych dvoj-
cat?

Problém 13. Existuje nekone¢né mnoho prvocisel ve tvaru
2
n®+ 17

Problém 14. Existuje pro kazdé n € N prvoéislo mezi n? a

(n+1)%?
9.5 Prvocdiselna faktorizace

Dle fundamentalni véty aritmetiky ptirozenych ¢isel je mozno kazdé ptirozené
¢islo N vyjadrit v kanonickém rozkladu

N =pi* ... ppk.

Prakticky je vsak obtizné pro velka cisla tento rozklad najit. Jelikoz délka cisla
N ve dvojkové soustavé je [log, N|+ 1, hled4 se algoritmus, ktery by urcil rozklad
¢isla N v ¢ase ohrani¢eném nékterou mocninou ¢isla log, N (a tedy log V). Takovy
algoritmus, ktery probéhne v case, ktery je omezen nékterou mocninou délky
vstupu, nazyvame polynomialni.

Problém 15. Existuje polynomialni algoritmus pro urcéeni
prvociselného rozkladu prirozeného cisla?

Problém 15 lze rozlozit na feSeni nasledujicich problém:

Problém 16. Existuje polynomialni algoritmus urcujici, zda
dané cislo je prvocislo?

Problém 17. Existuje polynomialni algoritmus, ktery pro
dané slozené Cislo N uréi jeho netrivialni délitele?

Nezajima-li nas pracovni ¢as pocitace, existuje primy algoritmus pro hledani
rozkladu. Jednoduse feceno, zkusime vsechny mozné délitele. Ve skutecnosti je
ovéem k tomuto vypoétu t¥eba nejvyse v/ N kroki, oviem v/N neni ohranitena
zadnym polynomem v log V.

Je nutno zdlraznit, ze tato metoda neni prilis efektivni. Predpokladame-li, ze
jsme schopni provést miliardu pocetnich déleni za sekundu, trval by nam rozklad
¢isla N = p-q pro 30ciferné prvocisla p, ¢ déle, nez je staii Vesmiru. Museli bychom
totiz postupné ovérovat délitelnost ¢isla N postupné prvocisly nepfevysujicimi
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VN, tedy z = 10%. Takovych prvodisel je jak vime 7(z), coZ je dle zakona
asymptotického rozdéleni prvocisel 2.1.14 priblizné

T 1030
Inz 30In10

~1,5-10%.

ProtoZe rok mé 3,2 - 107 sekund a uvazujeme-li stafi Vesmiru 13 - 10° roku, mt-
zeme za dobu trvani Vesmiru uéinit 4, 2-10%¢ déleni. Na prozkouméani délitelnosti
uvedenym poctem prvocisel by ovsem bylo tieba zhruba 40x vice casu.

K dtkazu prvociselnosti 36ciferného ¢isla bychom potfebovali roky c¢asu na
nejrychlejsich pocitacich. Tento algoritmus je znam uz pres 2 000 let, moderni
algoritmy jsou mnohem rychlejsi.

Napr. nejrychlejsimu ze znamych testovacich algoritmt na nejrychlejsich po-
¢itacich by trval rozklad 200ciferného cisla staleti. Pro 80ciferna cisla provede
rozklad v rozumném case a v nedavné dobé byla prekonana hranice 100 cifer.

Nechceme-li znat délitele daného cisla a staci nam rozhodnout pouze o jeho
prvociselnosti, existuji velice rychlé nepolynomialni algoritmy. Napt. je znamo, ze
¢islo 277 — 1 neni prvocislem, i kdyZ neni zndm zadny netrividlni délitel tohoto
219ciferného ¢isla. Podobné pro &slo 25 — 1 jsou zndmi délitelé

127, 439, 2298041, 15212471, 9361973132609,

zédni dalsi délitelé tohoto 123ciferného ¢isla nejsou znami.

K tomuto testovani se pouziva velice ¢asto mala Fermatova véta: je-li N pr-
vodislo, pak 2¥~1 =1 (mod N). Obracené tvrzeni bohuZel neplati, a tedy malou
Fermatovu vétu nelze uzit k testovani prvociselnosti.

9.6 3n+ 1 problém

Uvazujme nasledujici jednoduchou situaci: je dana funkce f: N — N (tzv.
3n + 1 funkce) predpisem

in pro n sudé
fn) =172 iy
3n+1 pro n liché

V roce 1950 byl formulovan néasledujici problém.

Problém 18. Jak vypadaji funkéni hodnoty funkce f, apli-
kujeme-li postupné f na libovolné zvolené prirozené cCislo?
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9.7 Zajimava realna cisla

Ackoliv vsechna realna ¢isla odpovidaji bodtm ¢iselné primky, jsou z hlediska
jejich vlastnosti mezi nimi velké rozdily. Néktera byla vytvorena nejstarsimi lidmi
(1, 2, 3), jind moudrymi Reky (v/2,7) a dalsi objevenim nového kalkulu (e). Jak
jiz vime, zakladni déleni redlnych ¢isel je na raciondlni a iraciondalni, ktera dale
délime na algebraicka a transcendentni. Moderni vlastnosti splnéné nékterymi, ale
ne vSemi realnymi ¢isly, jsou normalita a spocitatelnost v redlném case (RTC).
V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi nékterych zajimavych realnych
Cisel.

Snad nejzajimavéjsim redlnym cislem je ¢islo 7. Je zndmo vice nez 1 000 let,
ze jde o iraciondalni transcendentni ¢islo. Co lze Tici o jeho desetinném rozvoji
m = 3,14159264 . ..7 Vyskytuji se v ném néjaké neocekavané bloky ¢islic? Vysky-
tuji se vSechny cifry nekonec¢né mnohokrat? To je podstatou otazky normality 7,
kterou budeme diskutovat pozdéji.

Podobné o cisle e je znamo, Ze jde o iracionalni transcendentni ¢islo. Existuje
néjaka jednoducha kombinace ¢isel e a 7 tak, aby vysledné ¢islo bylo racionalni?
Je napf. ¢islo = racionalni?

Cislo 7 se v matematice objevuje v fadé zajimavych formuli, napt.

. =1
e =1 @ ZE:%

k=1

Vlastnosti ¢isla 7 byly studovany po staleti, zejména v souvislosti s problematikou
kvadratury kruhu. Tento problém byl fesen plné v roce 1882, kdy Lindemann do-
kazal transcendentnost ¢isla 7. Neni takika nic zndmo o vlastnostech desetinného
rozvoje ¢isla w. Uvedme napf. pro zajimavost vyskyt cifry 7 v prvnich 29 milio-
nech cifer ¢isla ™ — 3:

podet cifer 100 1000  10* 10° 10° 107 29 360 000
pocet 7 8 95 970 10025 99 800 1000 207 2934 083
%podil 8% 95% 9,7% 10,02% 9,98 % 10,002 % 9,99 %

D4 se tedy ocekavat, ze kazda z 10 cifer se v rozvoji 7 vyskytuje s 10% pravdé-
podobnosti.

Problém 19. Vyskytuji se v dekadickém rozvoji ¢isla 7 cifry
bez jakéhokoliv vzoru?

Po mnoho staleti bylo nejrychlejsim zptisobem nalezeni cifer ¢isla 7 uzitim
Gaussovy formule:

1 1 1
=48 tg — + 32 tg — — 20 tg —.
T arcg18+ arcg57 arcg239
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V roce 1976 Brent a Salamin objevili uzitecnost Gaussovy formule pro vypocet
7. Definujeme-li dvé posloupnosti (a,) a (b,) tak, ze ag = a, by = b a

an + by
Ap4+1 = s bn+1 =V anbny

2

pak, jak patrno, maji tyto posloupnosti spolecnou limitu

a+b
Vab = T

(tzv. aritmeticko-geometricky primeér). Zajimavé na tom je, ze uvedené posloup-
nosti konverguji velice rychle — pocet presnych cifer se v kazdém kroku zdvojna-
sobuje a je tfeba asi jen 19 krokt na presnost na milion cifer.

Polozme tedy ag = 1, by = \/Li Sestrojime posloupnosti (ay), (b,) a necht a je

jejich spole¢nd limita, d = a? — b?. Brent—Salaminova formule fika, Ze

4a?
™ = OO—.
1-> 2%,
j=1
Posloupnost
™ da 4

1-Y 2t
j=1

konverguje velmi rychle k 7. Cislo w9 uddva 7 s presnosti na milion cifer, 7o na
200 miliont cifer. Dnes je zndmo 7 s pfesnosti na bilion cifer.

Podobné jako 7, ¢islo e bylo také intenzivné studovano, i kdyz bylo objeveno
0 2 000 let pozdéji.

Problém 20. Jsou déisla e, 7w algebraicky nezavisla? Je jejich
podil racionalni ¢islo?

Podobné obtizny problém o vztahu cisel e a 7 je, zda ¢isla 7w + e, me, 7°, e,
7™ jsou iracionalni. Ocekava se, ze jde o transcendentni ¢isla a tento problém by
byl plné vyfesen pfi feseni problému 20.

Dnes je jiz zndmo, ze pokud ¢islo e 4+ je kofenem polynomu s celoc¢iselnymi
koeficienty, je tento polynom stupné alespon 500 milionii.

7 pocetniho hlediska jsou racionalni ¢isla jednodussi nez iracionalni. Snadno
jde ovérit, ze pro nalezeni jeho prvnich n cifer neni tfeba vice nez c - n krokt pro
néjakou konstantu c. To vede k nasledujici definici.

Definice. Redlné ¢islo je spocitatelné v realném case (RTC), existuje-li algorit-
mus pocitajici jeho desetinné cifry a pro ktery existuje konstanta c tak, ze pro
kazdé n algoritmus nepottebuje vice nez ¢ - n krokt k vypoctu prvnich n cifer.
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Jednoduse feceno, definice 1ikd, zZe v primeéru je tfeba na vypocet kazdé cifry
stejné mnozstvi Casu, nezavisejici na tom, zda pocitame desatou cifru ¢i cifru
fadu 10°.

Neni obtizné zkonstruovat RTC ¢isla. Napt. kazdé z nasledujicich ¢isel je RTC:

e ;... ma 1 na pozicich n! pro n € N, vsude jinde 0 — tzv. Liouvillovo ¢islo

e r,... ma 1 na pozicich 2" pro n € N, vsude jinde 0

e 75... mé 1 na pozicich n? pro n € N, viude jinde 0

e 1,... mé na desetinnych mistech za sebou postupné psana vsechna priro-

zena Cisla, tj.
xry = 0,12345678910111213. ..

tzv. Mahlerovo ¢islo.

Liouvillovo ¢islo x; je historicky zajimavé, nebot Slo o pruni znamé transcen-
dentni cislo.

Neni zndmo, ktera z nasledujicich vlastnosti plati pro algebraicka iracionalni
¢isla:

1) vSechna algebraickd iraciondlni ¢isla jsou RTC,

2) nékterd algebraickd iraciondlni éisla jsou RTC, néktera ne,

3) zadné algebraické iraciondlni ¢islo neni RTC.

Pro transcendentni ¢isla je zndmo, ze skoro vSechna nejsou RTC. Podivejme se
napf. na algebraické iracionalni ¢islo v/2. Dodnes se pouZiva babylonska metoda

pro vypocet cifer /2. Posloupnost ag = 2, a,11 = %(ar + a_ZT) konverguje k v/2, a
to velice rychle:

ap=2; a1 =15 a»=141666666...; az=1414215686274509804 ...,

ay = 1,414213562374689911 ..., a5 = 1,414213562373095049. ...

K nalezeni prvnich n cifer se vSak potiebuje alesponi n? krokt, a jelikoz n? neni
omezeno ¢ - n pro zadné c, neni to RTC algoritmus. Babylonsky algoritmus tedy
neni dost rychly. Obecné se pfedpoklada, ze zadné algebraické iracionalni ¢islo
neni RTC.

9.8 Soucty prevracenych hodnot mocnin priro-
zenych cisel

Je dobfe znadmo, Ze je nemozné secist prevracena cisla k pfirozenym cislim,
nebot tvori harmonickou fadu

1Ly
Stg e
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ktera diverguje. Jestlize vSak z této fady vybereme jen nékteré Cleny, muize se
stat, ze prislusna rada uz bude konvergovat — napt. pro geometrickou radu

L
2 4 8 7
plati, Ze je konvergentni a jeji soucet je 2.
Euler jako prvni dokazal, ze rada

=1
D
k=1

’ v 2 7’ ’ v a4
m4 soucet %-. Snadno se da dokazat, Ze také fady

pro r > 2 konverguji, pricemz
6 i

7T4
£(4) = %75(6) = %75(8) = 9450’

atd. Obecné £(2n) je raciondlnim nasobkem 727, uveden4 ¢isla jsou tedy iracio-
nalni.

Pomoci formule £(2) = % lze snadno nalézt pravdépodobnost, ze dvé vybrana
prirozena cisla jsou nesoudélna. Prvné urc¢eme pravdépodobnost, ze 2 nedéli obé
¢isla najednou, tj. alesponi jedno z nich je liché. Ta je rovna 1 — i. Podobné
pravdépodobnost, ze 3 nedéli obé zaroven, je 1 — % atd. Nyni pravdépodobnost,
Ze obé jsou nesoud€lné, znamena, ze vSechny uvedené eventuality plati najednou,

tj. je rovna soucinu
) NSRS | R
4 9 25

Uzitim formule pro soucet geometrickych posloupnosti je uvedeny soucin roven

1 1
1+2+L 4+ 144240 T

Vynasobenim jmenovateld dostaneme praveé vSechny kvadraty prirozenych cisel,

o0
tj. pravdépodobnost je prevracené ¢islo k ) k%, tedy %.
k=1

Velice mélo je v8ak znamo o ¢islech £(2n 4 1). AZ v roce 1978 bylo dokazéno,
ze £(3) je iracionalni dislo.
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Problém 21. Je &islo £(5) =1+ 55 + 55 + ... iracionalni?
Ackoli harmonicka fada diverguje, jsou hodnoty souctu prvnich r ¢leni

1 1
H(T):1+§+...+;

harmonické posloupnosti blizké hodnoté Inr. Plati totiz

r+1 1
/ —dt =In(r +1).
Lt

Je zajimavé, Ze posloupnost H(r)—Inr je konvergentni s limitou y = 0,577215. ..
Konstanta v vypovida o rychlosti divergence harmonické rady, pro velka r je totiz

H(r)=~+Inr.

Problém 22. Je cislo ~ iracionalni?
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Vysledky a navody ke cvicenim

1.

2.

11.

12.

18.

19.

21.

22.

23.

26.

a) 13, b) 76, c) 87, d) 282

¢islo 295! stejné jako 299! konci 72 nulami.

. 101 =28.3%.52.7, 200 =218.38.54.72.11.13-17-19

700!

. 41, je to mocnina ¢isla 13 v rozkladu I35

200!

. plati [x] <z, tedy [z] + [y] < x + y, odkud [z] + [y] < [z + y]

. nerovnost staci dokazat pro pripad, ze 0 < a < 1, 0 < § < 1; ta ma pak

tvar [2a] + [26] > [a+ []: je-li [« + B] = 0, jsme hotovi, je-li [ + 5] = 1,
pak a+ 8 > 1 a alespon jeden ze s¢itanci «, f > % Odtud [2a] + [26] >
1=[a+[]

uvazujte mocniny prvocisla p v rozkladech citatele a jmenovatele a uzijte
predchoziho cviceni

.pro0 <z < % tvrzeni plati, nebof obé& strany jsou rovny 0; plati-li rovnost

pro nékteré z, plati také pro = + %: kazdy scitanec vlevo kromé posledniho
prechdzi v sousedni zprava a posledni v [z+1] = [z]+1, prava strana je rovna
[n(z 4+ 2)] = [nz + 1] = [na] + 1; libovolné z lze zapsat ve tvaru z = a + 2
pro nékterd 0 < a < % am € Z: staci vzit m tak, aby nz > m > nx — 1

. 7(107) &~ 620000, 7(10%) = 5425000

predpokladejte, ze prvocisel v uvedeném tvaru je pouze konecné mnoho
{q1,-..,q.} a uvazujte ¢islo 6q; - ... - ¢, — 1; ukazte, Ze toto ¢islo je nutné
délitelné prvocislem v uvazovaném tvaru

postupujte podobné jako ve cvideni 11 pro &islo 4(qy - ... ¢,)* + 3

z plab plyne pla nebo p|b, coz vzhledem k p|a + b znamena p|a a p|b

z predpokladii plyne p|b?, tedy p|b

z plab, pla + b plyne p|a, p|b, coz vzhledem k (a,b) = 1 znamend p = 1
z (a,b) = 1 plyne (a + b, ab) = 1; uzijte cviceni 20

ziejmé a® — ab + b* = (a + b)? — 3ab; plati-li pla + b, p|(a + b)? — 3ab, pak
p|3ab; vzhledem k (a,b) = 1, nutné p|3

uvazujte postupné prvocisla ve tvarech p =3, p =3k +1,p=3k+2 a
dokazte, ze nutné p = 3
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27.

28.

30.

31.

32.
33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.

45.
46.

47.

o = (-1

tremi

)™ (mod 3), tj. alespon jedno z ¢isel 2" + 1, 2" — 1 je délitelné

ukazte, ze p = 3; uvazujte p ve tvarech p = 3k + 1, p = 3k + 2 a dokazte,
7e pak ¢islo 8p? + 1 je slozené

Q

o)

SHE

c) x =9+37t, y = 3+12t,

— e —

r =8 (mod 17), b)

11), ¢)x =6 (mod 17),

=4,11,18,25,32 (mod 35), f) neni fesiteln4,
(mod 36), h)z=T7 (mod 15), i) neni Fesitelna,

r=5 (mod 11), ¢) =5 (mod 11),

z=5 (mod 7), b)x=4 (mod
r=3 (mod8), e)x=41
r=21

x =14 (mod 35)

r =7 (mod 25), b)

r=1

1 (mod 24), e) x =7 (mod 31), f)x =8 (mod 35)

=9 (mod 19), c¢) 2z =11 (mod 58)

¢) 0, 0,73,

d) -1, &

723

,2), b)(3,1,1,1,4,10), ) (3,2, 1,24),
f)(-=1,1,1,1,1,1, 1, 2, 6)

x =31 (mod 183), b) x = 47 (mod 241), c) neni Tesitelna

|I| |||
w

41,190,339 (mod 447), b) z = 61,248 (mod 422),
9,196,353 (mod 471)

r =73 (mod 177), b) x =29 (mod 311), ¢) z = 48 (mod 219)

26. dubna

a=8b=1

b) x = =7+ 15t, y = 12 — 23,
d) neni fesitelnd, e)x=4+16t,y=T7—11¢

a) v = —4+13t, 100 < —4 + 13t < 150, —7 < t < 11, 19 bod,
b) 7 bodd, c¢) 8 bodi

uzijte cviceni 44, pocet bodt je 12

pfimka az 4+ by = ¢ ma smérnici

a
d

)
)

—%, pricemz (a,b) = 1, tedy r = va? + b?

z =291 (mod 420), b) x = 251 (mod 630), ¢) x = 747 (mod 840),

r =371 (mod 462)
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48.

49.
50.
51.
52.

53.

54.
55.
56.
57.
58.

59.

a) 89, 209, 329, 449, 569, 689, 809, 929,
b) 244, 559, 874, c¢) 731, d) 841

299 a 439

a) a b) jsou fesitelné, c) a d) nejsou Fesitelné

plyne z toho, Ze pro f(x) =2*> —ajept f'(x) = 2x

rovnici mohou vyhovovat pouze licha ¢isla x = 2t 4+ 1; dosazenim za x
do rovnice dostaneme 4t(t + 1) = a — 1 (mod 2)*, odkud plynou nutné
podminky TeSitelnosti:

a)proa=1jea=1 (mod 2), tj. (a,2) =1
b) proa=2jea=1 (mod 4)
c)proa>3jea=1 (mod 8).

nutné podminky ze cvic¢eni 52 jsou pro a = 1, 2, 3 také postacujici:

pro a =1 je feSenim z =1 (mod 2),
pro a = 2 je feSenim = = 1,3 (mod 4),
pro a = 3 je feSenim = = 1,3,5,7 (mod 8).

1 v pfipadech a), e), f), j), —1 v ostatnich ptipadech

v piipadech a) a ¢) prochazi, b) a d) neprochézi

a), d), a g) jsou fesitelné, b), c), e), f) nejsou Fesitelné

a) a = +8 (mod 17), b) a = £10 (mod 23), c¢) neexistuje

(§) _ { () prop=1 (mod 4)
b —(§) prop=3 (mod4)
(1_’) _[(G)=1prop=1 (mod3)

3 (3) prop =2 (mod 3)

Je tedy (f’—)) = 1 prave kdyz

a) 3p =3 (mod 12) a4p =4 (mod 12), tj. p=1 (mod 12)

nebo
3p=9 (mod 12) a 4p =8 (mod 12), tj. p= —1 (mod 12).

_ 1(p— _ . .
= (51 (~DHY - (8) = (8), tedy (52) = 1 privé kdyz
1 (mod 3), tj. p je tvaru 6n + 1
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60.

61.

62.

63.

65.

66.

67.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

a) 22 —1=0 (mod 3), z = £1 (mod 3),
b) z* + 223 — 222 + 22 — 1 =0 (mod 5), neni Fesitelna,
c) 24+ 22° —22x +3=0 (mod 7), x = —2, -3 (mod 7)

2) (1-2)(r-3)(r—9), b) (@—(@+2)(x—13), o) (e+1)(z+3)(z—17)
uzijte Wilsonovy véty
vynésobte kongruence a”? = a (mod p) a (p — 1)! = —1 (mod p)

a)x = 11,20 (mod 21),b) x = 4,22 (mod 33),¢) z = 2,7,24,29 (mod 55),
d) = = 3,26,28,49,63,73.84,94 (mod 105)

a) x =17 (mod 112), b) z =11 (mod 245), c¢) z =67 (mod 153)

a) x = £12 (mod 25), b) z = +15 (mod 49), c¢) x = £47 (mod 121),
d) = +£63 (mod 169)

a) x =6 (mod 25), b))z =14 (mod 25),

c) z =5,12,19, 26, 33,40,47 (mod 49),

d) = 2,9,16,23,30,37,44 (mod 49)

x = 36,136 (mod 175)

a) 16, je primitivnim kofenem, b) 18, je, c¢) 3, neni, d) 6, je, e) 22, je,
f) 2, neni

6 _ 6 _ 6 _ 0  _ 40  _ 0  _
)63 =260 =% 65 =0 P amm =10 @ =8 wg =0
5 = [(51,(52]

a) 12 (mod 35), b) 20 (mod 55)

a) ¢(16) =8, b) ¢(42) =12, «¢) (72) =32, d) ¢(88) =40

a) 6(7) =6, D) 6(9) =6

redukovany systém zbytkd modulo 13 tvoii ¢isla 6°, 6%, ..., 6%, jejich nej-
mensi kladné zbytky modulo 13 jsou 1, 6, 10, 8, 9, 2, 12, 7, 3, 5, 4, 11

redukovany systém zbytkd modulo 18 tvoii ¢isla 5°, 5%, 52, 5%, 54, 5%, jejich
nejmensi kladné zbytky modulo 18 jsou 1, 5, 7, 17, 13, 11

primitivni kofen ¢ v lichém prvociselném modulo p ma rad p — 1, odkud
¢2@) = —1 (mod p), tedy t(p—1)=ind(-1) =ind(p—1) (mod (p—1))
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80.

81.

82.

83.

84.
85.
86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

66 = 13% = 7% (mod 71), pfechodem k indextim pii zékladu 6 pak
xind 13 = 63 (mod 70) neboli 39z = 63 (mod 70), odkud
x =ind;366 =7 (mod 70)

a) x =7 (mod 43), b) neni fesitelna, c¢) z =4,33 (mod 37),

d)z = 30,53 (mod 83), e)z =253 (mod 73?), f)z = +1634 (mod 592)
a) x =51 (mod 97), b)z =30 (mod 73), c¢)z =32 (mod 79),

d) z =44 (mod 83)

a) x =59 (mod 71), b) neni fesitelna, c¢) z = 36,45,41 (mod 61),

d) = = 6,65,59,73,14,20 (mod 79)

a) 60, b)8, ¢)8, d)19, e) 147

a) 10, b) neni fesitelnd, c¢) 2

a=(1)=(1,..)

a) 0y =3 =(3,3), 01 =1, a= 13%%13 = T2,

b) 5k = 411_3 - (27 17 1’8)7 5k—1 = g’ a= ﬁﬁig - 36134_1\/5

a) 7 = (1,2,3)f=( (1,2), = (1,2,3,1,(1,2)),

b) 3T =(2,1,5,2), ¥ = (1,(2,1)), « = (2,1,5,2,1,(2,1))

a) 8 =g =% 5<79150<0,0001; b) M= g3 = 2 €<4149<0,01;
c) M= g5 = ?g, £ < g7 < 0,001; d) 21 = g5 = 26233, € < e < 0,0001.
a‘)g_ll:38972437‘1137 ??’b) ni :54:11071a ) _53 g;7d) Nl_ 5:%
a)\/1_5=(3,(1,6))z54=—1 £ < g < 0,01;

b) V17T=(4,(8)) = d =2 < L <001
c)\/ﬁ:(4,(1,3,1,8))~5 =28 o< A <0,001;

d) v31 = (5,(1,1,3,5,3,1, 1, 10)) o= < Lo <0,001
a)\/2_6:(57(10))~62 ?(1)7 )\/_ ( ( ))"‘52 127

C) \/E = (57 (27 1, 1,2, 10)) ~ 05 = 137

d) V19 = (4,(2,1,3,1,2,8)) = 6, = 8

a)a:(( ))%(53 ?gab)a_(( )) 03 _117

c) a=((3,21, ))~54*§§,d)a—((371,4)) —16,

e) a=((1,3,56)=d = ) a=((231)=

V10 = (2,6,2,...) = 0g = 3
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95.

96.

97.

99.
100.

101.

102.
103.
105.

a) 20° —6a—3 =0, a = (3+\/ﬁ) ,b)Ta* —Ta—1 =0, a = —(7+1\4m‘)>
)70 —9a—13=0, a = (9+\/E) ,d) 1302 — 64 —21 =0, o = (32+\/1297)’

0 —da+1=0a=2+3 1) 30> —18a+22 =0, a = &9

e)
g) 160% — 320+ 13 = 0, o = U3

pro néjaké p € N, pak
1 R 10
Oé—ak<w' +E+1—02+... <W,

je-li a algebraické cislo stupné n, pak dle Liouvillovy véty existuje kladna
konstanta c takova, ze

‘Oé - Oék’ — 10k|n
je-li k tak velké, ze 10%* > 1?, pak dle predchozich nerovnosti je
10 10

10k+1)! > 10k (n+1)”’
tj. kl(n+1) > (k4 1)!; posledni nerovnost ovSem nemuze platit pro dosta-
tecné velké k pri zadaném n, je tedy o transcendentni

a) N = 2792 + 1062 = 169% + 2462, b) N = 8092 + 2112 = 3912 + 7392

maji-li body Pi(x1,41), Pa(22,y2) od bodu @ stejné vzdalenosti, pak
2

ol — 23+ 2(z — 22)V2+ Y] — 5 = g(yl — Ya),
odkud z; = x,; ale Yy # ys, tedy y1 + yo = 3, spor

necht K je kruh se stfedem @) obsahujici vice nez n m¥izovych bodu (takovy
jisté existuje); miizovych bodi uvniti je pfitom kone¢né mnoho; protoze
maji rizné vzdalenosti od @) (viz cviceni 100), je mozno je uspotradat do
konec¢né posloupnosti dle rostouci vzdalenosti, takze kruh K, ,; se sttedem
@ jdouci bodem p,, .1 ma uvniti pravé n miizovych bodi

5220 = 02 + 8% + 162 + 70?
pomoci norem prvkl urcete jejich netrivialni délitele

uzijte predchoziho feseného piikladu
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Tabulky indexu

Prvodislo 3:

Prvocislo 7:

N|0[1]2|3]|4|5|6]7|8|9 I/0

0 (0]2]1]4]5|3 013

Prvodislo 11:

N|0|1|2]3]4]|5|6|7|8|9 I/0

D

O (0(1(8]2]4(9|7|3|6 01
1]5 1

Prvocislo 13:

N| 0[1]2]3[4|5|6| 7|89 I
0 1141219/5|11|3|8 01
1/10|7(6 1{10

Prvocislo 17

Tt N

N|O|1| 2|3| 4|5| 6| 7| 8|9 1[0
0 0(14(1]12|5(15|11|10|2 0(1(3
113(7/1314| 9|6| 8 1/8(4
Prvodislo 19:
N| 0] 1| 2| 3|4| 5| 6] 7|8]9 I/ 0
0 1113(2(16|14| 6|3|8 0| 1
1(17(12]15] 5|7|11| 4|10]|9 1|17
Prvodislo 23
N|O| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 I/ 0
0 0| 2/16| 4| 1|18|19| 6|10 0| 1
113 9/20(14(21|17| 8| 7|12|15 1] 9
21511311 2112
Prvocislo 29:
N| 0] 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 I/ 0
0 0| 1] 5] 2(22| 6/12| 3|10 0| 1
1123[25] 7[18[13(27| 4(21|11| 9 11 9
2124(17(126(20| 8/16/19|15(14 2123
Prvodislo 31:

N| 0] 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8|9 I/ 0
0 0(24| 1(18(20(25|28(122 0o 1
11141231911 (22|21| 6| 7|26|4 1(25
2| 8(29|17(27|13|10| 5| 3]16|9 2| 5

3|15 3

= 00 O
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Prvocislo 37:

N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 I| O 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9
0 0| 1|26| 2|23(27[32| 3|16 0| 1| 2| 4] 8]16(32|27|17|34|31
1(24|30(28|11(33|13| 4| 7|17|35 1125|13(26(15(30(23| 9|18|36(35
2125(22131(15|29(10(12| 6(34]|21 2(33(29|21| 5(10|20| 3| 6]12|24
3|14 9| 5|20| 8[19|18 3|11(22| 7]14|28|19

Prvodislo 41:
N| 0| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 I| O 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9
0 0(26]15|12|22| 1]39|38|30 0| 1] 6(36[11]25(27|39|29|10(19
1| 8| 3[27(31(25|37|24|33|16| 9 1132|128 4(24|21| 3|18(26|33|34
21341412936 (13| 4|17| 5|11| 7 2140(35| 5|30(16|14| 2|12|31|22
3(123|28|10|18(19(21| 2(32|35| 6 31 9/13|17|20(38(23|23|15| 8| 7
4120 4

Prvodislo 43:
N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 I| O 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9
0 027 1|12|25(28(35[39| 2 0| 1| 3| 9(27|38(28(41|37|25|32
1/10(30(13(32{20(26|24|38(29|19 1110(30| 4]12|36|22(23[26|35|19
21371361516 (40| 8(17| 3| 5|41 2114(42|40|34 (16| 5|15| 2| 6|18
311134 9(31(23|18|14| 7| 4|33 3111(33|13|39(31| 7(21|20|17| 8
4122 621 412429

Prvocislo 47:
N| O] 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 I| O 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9
0 0[18]20|36| 1[38[32| 8|40 0| 1] 5(25(31(14|23(21|11| 8|40
1119 7]10|11| 4|21|26|16|12|45 1112|13(18(43|27[41|17|38| 2|10
2137 6|25| 5(28] 2(29|14|22|35 2| 3(15|28(46(42(22(16|33[24|26
3139| 3|44|27(34(33[30(42|17]|31 313639 7|35(34(29| 4|20| 6|30
4| 9115(24|13(43 (41|23 4| 9|45(37(44(32(19

Prvocislo 53:
N| 0| 1| 2| 3| 4] 5] 6| 7| 8| 9 I| O 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9
0 0| 1117 2(47|18|14| 3|34 0| 1] 2| 4| 8[16|32(11|22(4435
1148 61924 |15|12| 4(10|35|37 1117(34(15|30| 7|14(28| 3| 6|12
2149131 7(39(20(42(25|51|16|46 2024484333 (13|26 |52|51[49|45
3(13|33| 5|23 (11| 9(36|30|38|41 313712142 |31| 9]18(36(19|38|23
4150(45(32|22] 8(29(40|44|21|28 4146(39(25[50(47(41(29| 5(10(20
5143|2726 5

Prvocislo 59:
N| O] 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 I| O 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9
0 0| 1|50| 2| 6|51|18| 3|42 0| 1] 2| 4| 8(16|32| 5|10(20|40
1| 7(25(52(45(19|56| 4140|4338 1121|42(25(50(41(23|46(33| 7|14
2| 810|126 |15(53|12[46(34|20|28 2128|5653 |47(35]11(22(44|29|58
357149 5|17(41(24|44|55|39|37 3157|55|51|43(27(54(49(39|19|38
4| 9(14(11|33(27|48[16|23|54|36 4(17|34| 9]18|36|13|26|52|45|31
5(113(32|47|22(35(31(21|30(29 51 3| 6/12|24(48|37|15|30
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Prvocislo 61:

N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 I/1011(2[3|4|5|6|7|8]9
0 0| 1| 6| 2|22| 7]49| 3|12 0|12 4|81(16|32]3 |6 (12|24
1(23(15| 8[40|50(28| 4|47|13|26 1148|35( 9 (18|36 |11 |22|44|27|54
2(24|55|16|57| 9]44|41|18|51|35 2147(33| 5 (10(20(40(19(38|15|30
3129|159 5(21(48[11|14(39|27|46 3160|59|57|53[45(29|58|55|49 |37
4|25|54(56(43|17(34|58|20|10|38 4(13]26(52[43|25|50(|39|17|34| 7
5145|5342 |33(19(37(52(32|36]|31 5|14 |28 |56 |51 |41|21(42|23|46]|31
6|30 6

Prvodislo 67:
N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 110111234 |5|6|7|8(9
0 0| 1|39| 2|15(40(23| 3|12 0| 1]2(4]8]16(32|64|61|55(43
1[16|59(41(19(24|54| 4|64|13|10 1/19(38] 9 |18|36| 5 [10[20]40|13
2|17]162|60|28|42(30(20|51|25|44 2126|522 |37| 7 [14]28|56|45|23 |46
3(55|47| 5|32(65|38[14(22|11|58 3125|5033 |66|65[63[59|51|35| 3
4|18|53 (63| 9|61|27|29|50|43 |46 4|16 |12(24(48]29|58(49|31|62|57
5(131|37|21|57(52| 8[26(49|45|36 5147|127 |54141(15[30(60|53|39]|11
6|56 7/48|35| 6[34(33 622442142 (17|34

Prvodislo 71:
N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 I/10/1(2(3|4|5|6|7|8]9
0 0| 6/26|12|28|32| 1[18|52 0| 1|7 (49(59|58|51| 2 |14|27 |47
1134(31[38[39| 7|54|24|49|58|16 1(145(31| 4 |28|54|23(19(62| 8 |56
2140|27|37|15(44|56|45| 8|13|68 2137|4638 |53 (16 [41| 3 |21| 5 |35
3160|11|30|57(55[29|64|20|22|65 3132(11| 6 [42|10|70(64|22]12|13
4146 |25(33(48(43(10(|21| 9|50 2 4(120|69|57(44]24|26|40|67|43|17
5162 5|51(23(14(59(19(43| 4| 3 5148152| 9 |63|15[34(25|33|18]|55
6(66|69|17|53|36|67|63|47|61|41 6(30|68|50|66|36[39|60|65|29]|61
7135 7

Prvocislo 73:
N| 0| 1| 2| 3| 4] 5] 6| 7| 8| 9 I/101112(3|4|5|6|7|8|9
0 0| 8| 6|16| 1[14(33(24|12 0| 1]5(25(|52(41|59| 3 |15] 2 |10
1| 9(55(22(59(41| 7|32|21|20|62 1150319 (45| 6 |30| 4 [20]27|62
2171396346 (30| 2|67|18(49|35 2118|17|12|60| 8 [40|54|51|36|34
3|15(11/40(61|29|34(28|64|70|65 3(24(47|16| 7 |35(29|72|68 (48|21
4|25| 4(47|51|71|13|54|31|38|66 4(32|14(70(58|71|63|23|42|64 |28
5(10|27| 3|53|26|56|57|68|43| 5 5167|4369 |53 (46 |11|55|56|61|13
6(23|58|19|45(48|60|69|50|37|52 665(33|19|22(37[39[49|26|57|66
714214436 713844

Prvocislo 79:
N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 I/01]2[3|4|5|6|7|8|9
0 0| 4| 1| 8|62| 5[53[12| 2 0139127 2|6|18|54|4 |12
16668 9[34|57(|63|16|21| 6|32 1136/29| 8 [24|72|58|16|48 (65|37
217054 |72|26(13[46(38| 3|61]|11 213217 |51|74(64|34(23|69|49|68
3|67|56|20|69(25[37[10(19|36|35 3146(59|19|57(13[39(38(35|26|78
4|74|75(58149|76|64|30|59|17|28 4176|7052 |77|73|61|25|75|67 |43
515002242 |77| 7]52]65|33|15]|31 515071 |55| 7 [21]63|31|14|42|47
6|71]|45|60|55(24|18|73|48|29 |27 66228 | 5 |15(45(56(10(30|11|33
7141|51(14(44|23[47|40|43|39 71206022 |66 |40 |41 |44 |53
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Prvocislo 83:

N| 0| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8| 9 I/10/1(2(3|4|5|6|7|8]9
0 0| 1|72| 2|27|73| 8| 3|62 0|12 |4|81(16(|32(64|45| 7 |14
1(128(24 (74|77 9|17| 4|56 |63 |47 1(28(56(29|58|33|66(49|15|30|60
2129802560 |75|54|78|52|10|12 237746547 |11|22(44| 5 [10|20
3|18|38| 5|14|57|35|64|20|43|67 3140(80|77|71(59|35|70|57|31|62
4130|140 (81|71|26| 7|61|23|76|16 4(141|82(81|79|75|67|51|19|38|76
515546 |79|59(53|51|11|37|13|34 5169|5527 |54(25[50(17|34|68|53
6(19]|66|39|70| 6]22|15|45|58|50 623(46| 9 |18(36|72(61|39|78|73
7136|33|65|69(21|44(49|32|68|43 7163433 | 6 |12]24(48|13(26|52
8131(42 |41 812142
Prvodislo 89:

N| 0| 1| 2| 3| 4] 5] 6| 7| 8| 9 I/01112(3|4|5|6|7|8]9
0 0(16] 1|32|70|17|81[48| 2 0| 1]3[9(27|81|65|17|51|64|14
1|/86(84(33(23| 9|71|64| 6|18|35 1142(37(22|66|20|60| 2 | 6 |18|54
2114182 |12|57(49(52(39| 3[25|59 217314134 |13(39|28|84|74|44|43
3(187131|80|85(22[63[34|11|51|24 3140(31| 4 |12(36]19|57|82|68|26
4130(21(10(29|28|72|73|54|65|74 47856 (79(59|88|86|80|62| 8 |24
5/68| 7|55|78(19|66|41|36|75|43 5172|3825 |75(47|52|67|23|69 |29
6(15]|69|47|83| 8| 5[13|56|38|58 6(87|83|71|35|16[48|55|76|50|61
71791625020 (27[53|67|77|40|42 715 |15|45|46 (49|58 |85|77|53|70
8(146| 4|37|61|26|76|45|60|44 8132 7 |21|63(11]33[10|30
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