KAG / KLTM - Logika a tedria mnoZin

. Napiste vyrokova formulu v KNT a DNT tvare, ktora je ekvivalentna s for-
mulou ((p — q) = s) = ((=sV q) = =(r Vp)).

. Dokézte, ze vyrokové formule ¢ a 1) st ekvivalentné, prave vtedy ked pre
kazdé pravdivostné ohodnotenie v plati v(p) = v(v)).

Pozn. Pracujte s definiciou ekvivalentnosti formul ako je uvedend v knihe:
V. Svejdar: Logika, netplnost, sloZitost a nutnost (Definice 1.1.6, strana 16).

. Rozhodnite, ¢ vyrok (8 V =) = -« je dokdzatelny z mnoziny vyrokovych
formal {« — B, a = —5}.

. Nech vyrokova formula ¢ — ¢ je tautolégia. Ukdzte, ze (¢ V ¢) = 1 je tiez
tautoldégiou.

. Nech P, @ st unarne predikaty. Najdite interpretaciu M jazyka L = {P,Q}
spliiajicu:

a) M ¥ (3zP(z) AJzQ(z)) — z(P(z) A Q(x)),

b) M ¥ Vz(P (:v) — VxP(x))

¢) M EVa3y(P( (y)) = ~VzP(z

d) ME3JzP(z) — VxﬁQ( ).

. Pre kazdu z troch struktar (N, <), (Z, <) a (Q, <) najdite uzavrett formulu
v jazyku L = {<}, ktord v nej plati a v ostatnych dvoch neplati.

Pozn. Symboly N,Z,Q oznacujui mnoziny prirodzenych, celych a racional-
nych ¢isel. Predikat < na kazdej z tychto mnozin oznacuje ,klasické” ostré
usporiadanie.

. Pre kazda z troch struktar (N, <), (Z, <) a (Q, <) ndjdite uzavret formulu v
jazyku L = {<}, ktora v nej plati a v ostatnych dvoch neplati. Svoje tvrdenie
odovodnite, t.j. dokazte, ze dana formula plati, resp. neplati v uvaZzovanej
struktuare.

. Definujte T | ¢, t.j. kedy vyrokova formula ¢ je (tautologickym) dosledkom
mnoziny formtl T'. Dokézte, ze T |= ¢ — ¢ implikuje T'U {9} |= .

. Nech L = {f,®, h, >} je jazyk (bez rovnosti), pri¢om f je undrny, & binérny,
h ternarny funkény symbol a > oznacuje bindrny predikéit. Uvedte priklady:
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a) termu, ktory obsahuje vSetky funkéné symboly jazyka L.
b) atomickej formule jazyka L, ktora obsahuje apon pif premennych.

¢) formule jazyka L ktora obsahuje tri viazané a jednu volnd premennd.

Zdbvodnite, Ze Struktary (Z,+) a (Q, +) je mozné rozlisit pomocou platnosti
uzavretej formule v jazyku L = {+,=}.

Napiste definiciu zobrazenia. Rozhodnite, ktoré z uvedenych relacii s zobra-
zenia. Svoje tvrdenie odovodnite.

a) {[5‘773/]GZ><N:3::y\/;c:_y}7

b) {[z,A] e NxP(N): (¥y)(y € A = y deli 1)},
c) {[Uc,y]EIR2zszc3—y2}7

d) {[$,y]ER2.12—y3}

Nech f, g st zobrazenia. Ukazte, Ze

a) fNg, f~ g suzobrazenia.

b) f U g je zobrazenie vtedy a len vtedy, ak
FID(f)ND(g) =g D(f) ND(g).

Pozn. Symbol f | A oznauje ziZenie zobrazenia f na mnoZinu A.

Nech f je zobrazenie neprazdnej mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, Ze
podmienky i) a ii) st ekvivalentné.

i) pre Iubovolntt mnozinu C' a pre lubovolné zobrazenia g, h: C' — A také,
7e go f=ho f,plati g = h.
ii) existuje zobrazenie k: B — A také, ze fok =ida.

Nech f je zobrazenie neprazdnej mnoziny A do mnoziny B. Dokazte, Ze
podmienky i) a ii) st ekvivalentné.

i) pre Iubovolntt mnozinu C' a pre lubovolné zobrazenia g, h: B — C' také,
7e fog= foh,plati g = h.

ii) f je surjektivne.

Dokazte, alebo najdite kontrapriklad.
a) (AxB)U(CxD)2(AUC)x (BUD,).
b) (AUB)xC=(AxC)U(BxC).
c) (AxB)N(CxD)=(ANC) x (BND).
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d) AN JBi=[ (AN By).
iel iel
e) (ANB)xC=(AxC)~(BxCQC).
f) (AU(BNA)NC=(B\C)U(ANCQ).
Definujte antisymetrickt reldciu na mnozine a dokazte, ze R C A x A je
antisymetricka prave vtedy, ked RN R~ C id 4.

N4jdite rozklad mnoziny N na nekonecne vela nekoneénych mnozin.

N4jdite prosté zobrazenie z mnoziny "N (t.j. z mnoziny véetkych postupnosti
prirodzenych ¢isiel) na mnozinu vSetkych neklesajicich postupnosti prirodze-
nych ¢isiel. Dokazte, ze ndjdené zobrazenie mé pozadované vlastnosti.

Nech A je mnozina otvorenych intervalov v R taka, ze pre I1,Is € A, I} # I
plati I N I, = (). Ukdzte, Ze A je spocitatelna.

Dokézte, ze pre Tubovolni mohutnost o > 2 plati

2% < % <29

Rozhodnite, ¢i plati nasledujice tvrdenie (svoje tvrdenie zdovodnite).

Pre lubovolné mnoziny A, B plati |A| < | B| prave vtedy, ked existuje bijekcia
medzi mnozinou A a nejakou vlastnou podmnozinou mnoziny B.

Uvedte priklad bijekcie f: N — N x N (dokéazte, Ze vami popisané zobrazenie
je bijekciou) a pouzitim tejto funkcie dokéizte |N3| = |N?|.

Dokazte, ze ak A je mnozina spliajtca |A| > N, tak existuje spocitatelny
rozklad mnoziny A = |J;=, A; taky, Ze pre kazda dvojicu rdznych indexov
i # jplati, A;NA; = 0 a |Al| #* |AJ|

Dokézte, Ze reldcia < medzi mohutnostami mnoZin je tranzitivna.



