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Uvodem

Predlozeny ucebni text je vénovan zakladlm teorie linearnich
operatorl na vektorovych prostorech kone¢né dimenze. Pocina stu-
diem elementarnich vlastnosti operatort a pokracduje v linearni
algebre frekventovanymi pojmy invariantnich, vlastnich a koreno-
vych podprostortt, aby byl zavrsen vykladem teorie Jordanovych
bazi a matic lineadrniho operatoru, ktera predstavuje jisté vyvr-
choleni klasické linearni algebry. Ackoli tyto vysledky nalezi
konci 19. stoleti, jsou jejich aplikace aktualni i v souctasné
matematice - s teorii linearnich operatort se ¢&tenar setkd nejen
napr. v analytické ¢&i diferencidlni geometrii, teoril diferenci-
dlnich rovnic, funkcionalni analyze nebo matematické statistice,
ale 1 v kvantové fyzice a dalSich prirednich a technickych védach
(viz napr.I[141).

Tento text je predevsim urcen studentim kurzu linedrni algebry
v magisterském studiu oboru matematika a Jeji aplikace (na PrF
UP). 2 tohoto duvodu je vénovana primérenad pozornost tomu, aby
vyklad teorie Jordanovych bazi a Jordanovych tvard matic vyplynul
z vlastnosti jisté struktury podprostoru, kterou kazdy linearni
operadtor prirozenym zplUsobem indukuje na zakladnim prostoru, coz
umozfiuje hlubsi pochopeni podstaty tohoto pojmu a motivace k jeho
zavedeni (s dalsim zpisobem hledani Jordanovych tvart matic
vyplyvajicim z vlastnosti polynomidlnich matic (viz napr.I[3],
[6], [1]), jehoz vyklad dominuje predev&im na sSkoldch technického
sméru, se c&tenadar v kurzu linearni algebry také seznami, ovsem
nasledné).

Text mohou prirozené vyuzit i studenti ostatnich obort matema-
tickych, ale 1 dalsich - napr. fyzikalnich.

Teorie linearnich operatort je v tésné souvislosti s teorii
matic. Tato souvislost je v tomto textu nalezité vyjadrena
zejména uvadénim aplikaci nalézanych vysledkd v teoril matic, ale
i uzitim maticové symboliky, ktera vyklad formalné zjednodusi.

Vyklad je v kapitoldach 1 - 4 provadén pro libovolné téleso
skaléra, ¢ast kapitoly 5 a cela kapitola 6 je provadéna pouze pro
téleso komplexnich Cisel, ale bylo by ji moZno stejne tak provést

pro libovolné algebraicky uzavrené téleso.



V textu jsou =zarfazeny 1 vzorové Tesené priklady. Dalsi
priklady, jejichz zvladnuti ma v neformalnim osvojeni teorie ne-
zastupitelnou ulohu, nalezne ¢tendr ve sbirkadch Gloh - napr.[2],
[4], [10], [12] - a budou reseny ve cviceni z linedrni algebry.

Predklddanad teorie je pomérné formalni. Proto je nutné, aby se

O«

tendr opravdu snazil pochopit jeji podstatu, uvédomoval si
naznacené souvislosti napri¢ timto textem. Jako jistou minimalni
iniciaci této snahy lze chipat otazky ,Prol?”, pokyny ,Ovérte!” a
dalgi vrazené v textu. Rovnéz je dalezité pochopit motivace ve-
douci k formulaci vysledkd do vét a neustrnout jen na jejich
pouhém obsahovém zvlAdnuti.

Dale bych se jesté rad zminil o oznacovani vét, definic, po-
znamek a pod. Jsou v ramci kazdé z Kkapitol cCislovany =zv1ast
Cinime-1li na né& odkaz v ramci této kapitoly, uvedeme jen jejich
¢islo. Odkazujeme-1i do jiné kapitoly, predradime c¢islo kapitoly
pred ¢islo urc¢ované polozky. Formule jsou rovnéz c¢islovany, a to
tak, Ze v kulatych zavorkach je uvedeno ¢islo definice/véty k niz
se vztahuji a =za pomlckou pak ¢&islo formule v ramci uvedené
definice &i véty.

Pro ¢tenare je vhodné sezndmit se i s dals{i literaturou, ktera
zpracovava nékterd zde uvadénd témata - jiny zplsob ¢i rozsah
vykladu nebo odlisny uUhel pohledu prispéje k neformdlnimu zvlad-
nuti teorie - seznam nékolika titull je zarazen na konec textu.

Zavérem chci podékovat obéma recenzentim - doc.RNDr.Daliboru
Kluckému,CSc. a doc.RNDr.Alené Vanzurové,CSc. -~ za cenné rady a

pripominky, kterymi prispéli ke zkvalitnéni predloZeného textu.

Olomouc, srpen 2001

Autor
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1. Linearni operator

Pismenem V (pfip.Vn) zde budeme oznacovat n-rozmérny vektorovy
prostor nad komutativnim télesem T, a to i v dalsich kapitolach,

nebude-1i uvedeno jinak.

1.1 Linearni operator a jeho zakladni vlastnosti

1.Definice Zobrazeni A:V-V se nazyvad linedarni operdtor na V,
jestlize mad nasledujici vlastnosti:

(1) Yu,veV: Alu+v)=A(u)+A(v),

(2) YueV, Vtel: Altu)=tA(u).

Priklad A

1. Uvazujme vektorovy prostor vsech polynom z R[x] stupné
nejvy$e n-1 a zobrazeni A, B definovana pro libovolny polynom
f(x) vztahy:
e A: f(x) > £'(x),
e B: f(x) > [fix)dx s vlastnosti (§f(x)dx)(0)=0.")

Snadno se ukaze, Ze A je linearnim operatorem na zminéném
prostoru polynomt, zatimco B nikoli - podminky (1), (2) jsou sice
splnény, ale obraz polynomu stupné n-1 nenalezi uvedenému pros-

toruz).

2. Uvazujme téleso Kkomplexnich ¢&isel C jakozto vektorovy
prostor nad C a definujme zobrazeni A: C-C takto:
VzeC: Alz)=z.
Pro libovolné z,seC, plati A(z+s) = z+s = z+s = A(z)+A(s), a
tedy zobrazeni A spliiuje podminku (1) definice 1.
Pro libovolné zeC a teT=C, te¢R, vSak obdrzime

Al(t.z) =t.z=1t.z # t.4(z),

1) bez doplnujiciho pozadavku by se nejednalo o zobrazeni, nebot

primitivni funkce je urdena jednoznac¢né az na pric¢teni konstanty.

2) pokud bychom uvaZovali vektorovy prostor R[x] vsSech polynomu,
pak by na ném B byl linedrnim operatorem - tento vektorovy pros-

tor by vsak nebyl konec¢né dimenze a témitc se zde nezabyvame,



¢ili A nesplnuje (2) definice 1 a nejednd se tedy o linearni
operator.

Pokud vsak budeme uvaZovat té&leso C jakozto vektorovy prostor
nad R a definujeme~li zobrazeni A shodné jako vyse, je opét spl-
néna (1), a protoZe pro libovolné zeC a teT=R lze psat

A(t.z) =t.z=t.z=t.z=t.Az),

je splnéna i (2) a zobrazeni A je linedrnim operatorem na C.

3.Bud V libovolny vektorovy prostor. Definujme nyni pro libo-
volny %€V nasledujici zobrazeni:
o [: x — x,
e 0: x — o.

Tato zobrazeni jsou evidentné linedrnimi operétéry. Budeme je
vzdy oznacovat uvedenymi symboly a nazyvat identicky (1), resp.

nulovy (D), linedrni operator.

2.Poznamka Primo z definice 1 je zrfejmé, Ze linedrni operdtor
na V je jen jinym nazvem pro endomorfizmus prostoru V. Proto také
mnozinu v&ech linedrnich operdtoru na prostoru V budeme znadit
end(V).

V néasledujici ¢asti tohoto odstavce zavedeme nékteré pojmy a
uvedeme nékteré vlastnosti linearnich operator, které jsou
specilalizaci pojma (vlastnosti) teorie homomorfizmi a jsou =zde
zahrnuty spige pro uUplnost. Proto zde také nejsou uviddény pri-

klady s tematikou analyticchh\vyjédfeni, matic operdtort ap.

3.Definice Bud A linearni operdtor na V, $=<e1,...,e > necht
n

je baze prostoru V. Oznaéime-1i°)

i2,...,ain), 1=<i=n,

{ﬂ(ei)}iB=(ail,a

pak matici A:(aij radu n nazyvame matice linedrniho operidtoru A
J'n '

v bdzi B a znacime ji (A,B).

) symbolem {x}ﬂ rozumime aritmeticky vektor souradnic vektoru x

v bazi B, ktery budeme kratce nazyvat souradnice.
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4.Véta Bud A linedrni operdtor na V, B nékterda bdze. Pak pro

kazdy xeV plati:

{M(x)}B={x}@(A,B), (4-1)

neboli:

je-11 {x}B=(x1,...,xn), pak pro A(x) plati:

a x_,

B g=lyy, oy @ V3, 15me v = ) 2%, (a-2)

i

He~—12

kde (a_ ) =(A,B).
ij n

Vztahy (4-1), (4-2) budeme prirozené& nazyvat analytické vy-
jédr¥eni automorfizmu A v bazi B (rozepiste si sumadni zapis

(4-2)1).

5.Véta Bud B nékterd bdze V. Pak zobrazeni HB: end(v )amn(T)
. n

definované vztahem

YAe&nd(V}: HB(A)=(A,£) (5-1)

je definovano korektné a je bijekci uvedenych mnozin.

6.Poznamka Pri zvolené bazi ma tedy kazdy linearni operator v
této bazi jedinou matici (fd4du n nad T) a soufasné kazda matice
radu n nad T je v této bazi matici jediného linedarniho opera-

toru na V.

7.Véta Budte A libovolny linedarni operdtor na V, B,€ nékteré

baze V. Pak plati4)

(R, €)=(B,6)(A,B)(E,B). (7-1)

4) Symbolem (B,€) rozumime matici prechodu od B k G. Pritom se
drzime konvence, kdy Jjeji radky jsou tvoreny souradnicemi prvka

baze € vzhledem k bazi B.
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8.Véta Bud'te A libovolny linedrni operdtor na V, B,€ nékteré

biaze V. Pak plati

h(A,B)=h(A,€)=din ImA,

Ze vztahu pro defekt homomorfizmus) plyne tato véta (jak?):

9.Véta Bud A linedrni operdtor na V. Pak jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

(1) A je automorfizmus prostoru V.

(2) B je epimorfizmus prostoru V.

(3) A je monorfizmus prostoru V.

Odtud a z véty 8 obdrzime:
10.Véta Linedrni operdtor je automorfizmem na V, prdvé kdyz
jeho matice v jedné (a tudiz v kazdé) bdzi prostoru V je regu-

larni.

11.Definice Bud'te A,B linedrni operatory na V, t skalar z T.
Pak souctem operdtort A a B rozumime zobrazeni A+B: V-V defi-

nované vztahem

VxeV: (A+B) (x)=A(x)+B(x],

skalarnim t-nasobkem operdtoru B nazyvame zobrazeni tA: V-V defi-

nované vztahem

YxeV: (tA)(x)=t.A(x).

®) tj. dim KerA = dimV - dim ImA.
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12.Véta Bud'te A,B libovolné linedrni operdtory na V a t libo-
volny skaldr z T. Pak soudet A+B, t-ndsobek tA i slozeni®) A-B
Jjsou linedrnimi operadtory na V a pro jejich matice v libovolné

bazi B prostoru V plati:

(A+B,B)=(A,B)+ (B, B),
(tA,B)=t(A,B),
(A-B,B)=(A,B)(B,B).

13.Poznamka S prihlédnutim k pozndmce 6 by bylo mozné definovat
souc¢et, skaldrni nasobek a souéin étvercovych matic pravé pomoci
vztahll ve vété 12, coz se v nékterych kurzech linearni algebry

uziva.

14.Véta MnoZina End(V) spolu se sditdnim linedrnich operatori
a nasobenim linedrniho operdtoru skalarem tvorfi vektorovy prostor

nad télesem T, jehoZ dimenze je rovna (dimVv)Z.

15.Véta Bud B bize V. Zobrazeni HB definované vztahem (5-1) je

izomorfizmem vektorovych prostori Qnd(Vn) a Mh(T)'

1.2 Linearni algebra &nd(V)

V prededlém odstavci (véta 14) jsme prfipomné&li, Z%e mnozZina
linedrnich operatord spolu se sc¢itdnim operatort a néasobenim
operatoru skaldrem z T tvori vektorovy prostor nad T - jde o
prostor Hom(V,V). Prozkoumejme nyni mnoZinu lineadrnich operatoru
spolu se s¢itanim a skladanim operatoru.

Z vity 14 plyne, Ze grupoid (8nd(V),+) je zrejmé komutativni
grupa, jejimZz nulovym prvkem je operator 0 a prvkem opadnym k o-
peratoru A operator (-1)A znaceny -A.

Grupoid (End(V),-) je evidentné pologrupa, jejimZz jednotkovym

prvkem je operator 1.

6) V tomte textu budeme slozZzeni A°B definovat relaci

VxeV: (A-B)(x)=B(A{x)).
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Budte nyni A,B,C libovolné operdtory a vySetrujme operator
A-{B+C). Uzijeme~1li definice souc¢tu a sloZeni operatoru, lze pro
libovolny xeV pséat:

{A- (B+C) ) (x)=(B+C) (A(x))=B(A(x))+C{A(%))=(A-B) (x)+(A-C) (x)=

=((A-B)+(A-C)) (x).
To ovSem znamend, Ze A« (B+C)=A-B+A-C.
Podobné bychom ukézali, Ze také (B+C) A=B-A+C-A.

Z uvedeného vyplyvéa platnost nasledujici veéty:

16.Véta Mnozina &nd(V) spolu se scéitdnim a skldddnim linedrnich

operdtord tvori okruh s jednotkovym prvkem 1.

Uzitim véty 12 dale dostavame:

17.Véta Bud’ B bdze V. Zobrazeni HEB definované vztahem (5-1) je

Izomorfizmem okruht gnd(vn) a Mh(T)'

UvazZme nyni libovolné dva operdtory A,B a skalar t.
Vysetreme nyni vztah mezi operatory (tA)<B, A-<(tB) a t(A-B).
Pro libovolny xeV obdrzime:
((tA)-B) (x)=B{(tA) (x))=B{t (A(x))=t(B(A(x]))=t((A-B)(x]))=
=(t(A-B)) (%),
odkud vyplyva rovnost operatorda (tA)-B a t(A-B). Podobné bychom

ukdzali i druhou rovnost v nasledujicim tvrzeni.

18.Véta Bud'te A,B linedrni operdtory na V, t skaldr z T. Pak

plati: (tA) sB=t (A-B)=A-(tB).

Této skutedénosti rikédme kompatibilita ndsobeni operitoru ska-

larem se sklddanim operdtord.

Jaky je vyznam rovnosti (tA)-B=A-(tB)=t(A-B)?
Vyplyvd z ni rovnost skaladrniho t-nasobku jistého operatoru a

slozeni operdtoru (tl) s timto operdtorem - tedy:
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VteT,VAcEnd(V): th=(t1)<A ')
¢ili mazeme identifikovat skaldr t s operdtorem tl. Nemusime ty-
pograficky odlisSovat nasobeni operatoru skaldrem (-) od skladani

operatoru (<) a lze psat jen tAB.

19.Definice Bud A mnoZina, T komutativni téleso a necht jsou

dana zobrazeni
+: AxXA-A, °: AxXA-A, -: TxA-A.

Jsou-1i splnény nasledujici podminky
(1) A spolu se zobrazenimi +,: je vektorovy prostor nad T,
(2) A spolu se zobrazenimi +,c je okruh s jednotkovym prvken,
(3) Va,bed, VteT: t-(a-b)=(t-a)<b=a-(t-b),
nazyva se mnozina A spolu s uvedenymi zobrazenimi linedrni alge-
bra nad télesem T.

Riddem A rozumime dimenzi A jakoZto vektorového prostoru nad T.

20.Definice Budte A a B linearni algebry nad tymZ télesem. Re-
kneme, Ze linedrni algebra A je izomorfni s linearni algebrou B,
existuje-1li zobrazeni H:A-B které je souCasné izomorfizmem A a B

jakozto vektorovych prostortd i jako okruht.

21.Poznamka Da se ukazat (provedte!), Ze zobrazeni H zachovava

i kompatibilitu t-nadsobku a skladani operétoru.

Vzhledem k platnosti veét 14, 16 a podmince kompatibility plati:

22.Véta MnoZina &nd(V) spolu se scitdnim a sklddénim 1inedr-
nich operdtortt a s ndsobenim operdtoru skaldrem tvori linedrni

algebru nad télesem T, jejiz rad je roven (dimV)Z.

23.Poznamka Uvazujme nyni lineadrni algebru A nad télesem T
(symboly +, -, necht maji standardni vyznam zavedeny v definici
19). Necht je dale dana mnoZina B a trojice zobrazeni

®: BxB-B, %: BxB-»B, @: TxB-B.

Dédle necht existuje bijektivni zobrazeni H:A4-B s vlastnostmi

7 . N . .
) coZz se samozrejmé rovna operatoru A-(tl).
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(1) Vx,yeA: Hix+y)=H(x)eH(y)
(2) Vx,yed: H(x-y)=H(x)*H(y)
(3) YteT,yxed: H(t-x)=teoH(x).

Ctenari je (z kurzu algebry) znémo, Ze v tomto pripadé je B
spolu se zobrazeniml ®,0 vektorovy prostor nad T izomorfni s A a
ze B spolu se zobrazenimi @,* je okruh s jednotkovym prvkem izo-
morfni s A °). Odtud (uZitim poznamky 21) plyne, Ze B spolu se
zobrazenimi @,0,* je linedrni algebra nad T izomorfni s line-

arni algebrou A.

Z vét 15, 17 a poznamky 23 plyne dale’):

24.Véta Bud B bdze V. Zobrazeni HB def inované vztahem (5-1) je

izomorfizmem linedrnich algeber &nd(V ) a M (T).
n n

®) naznaéme napr.ovéreni faktu, Ze (B,®) je grupa:

e necht a,b,ceB. Pak existuji x,y,z€A, jeZ jsou vzory po ra-
dé prvkt a,b,c v zobrazeni H. MiZeme proto psat (uZijeme vlast-
nost (1) zobrazen{ H a asociativitu operace + v 4):

(a®b)ec=(H(x)eH(y))eH(z)=H(x+y)eH(z)=H( (x+y)+z)=H(x+(y+z))=

=H(x)eH(y+z)=H(x)e(H(y)®H(z) )=a® (bec),

e podobné ukazZzeme, Ze je-1li o nulovy prvek grupy (4,+), je H(o)
nulovym prvkem v (B,®)(provérte -~ uzijte faktu VaeB:a=H(H ' (a)).

e dale lze odvodit, e H(-(H '(a)) je opaénym prvkem k prvku
aeB (jak?).

9) Poznamka 23 je uvedena spise pro uplnost - c&tendri je jisté
zZnidmo, ze Mh(T) spolu se sc¢itanim matic a nasobenim matice ska-
larem tvori vektorovy prostor nad T jakoZz i to, zZe Mh(T) spolu se
s¢itanim a nasobenim matic je okruh s jednotkovym prvkem E.

Statilo by tedy namisto 23 uzit jen poznamku 21.
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1.3 Dosazeni linearniho operatoru do polynomu

25.Definice Rekneme, Ze linearni operatory A,B na témZe vekto-

rovém prostoru jsou zdménné (komutujfcf)lo), plati-1i

AB=BA.

Priklad B
Necht v jisté bazi B prostoru-V2 nad R je dan linedrni operator A

analytickym vyjadrenim

A Y= %

= X + X_.
y2 1 2

Najdéte vSechny lineadrni operatory B na VZ, které jsou s A

(B-1)

z&dménné.
Reseni

Z vyjadreni (B-1) plyne (viz clanek 1.1), Z2e matice A=(A,B) ma

(1)

Oznacme B=(bij) matici (B,B). V souladu s vétou 12 budou operdtory

tvar

A,B zaménné, prave kdyz AB=BA, neboli

~-b +Db -b +b -b b +b
11 21 12 22{_} mn 11 12
b b -
21 22 22

Vyresime-li odtud plynouci soustavu linearnich rovnic, zjistime,

ze matice B jsou pravé vsechny matice ve tvaru

(r s

Operatory zéménné s A Jjsou tedy pravé vsechny operatory majici
nad B analytické vyjadren{ nasledujiciho tvaru (r,s Jjsou para-
metry z R):

B : = rXx
rs yl 1

= +
Y= sX, (r+25)x2.

lO]Lineérni operdtor AB-BA se nazyva komutdtor operatord A,B.
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26.Definice Pro libovolny linedrni operator A na V a celé nezi-
porné cislo m definujeme m~-lou mocninu 1linedrniho operdtoru A
(oznaovanou A") takto:

(1) pro m=0: m°= m,

(2) pro m=1: A"= A" 'ea, je-1i jiz &A™ " definovano.

Vzhledem k tomu, 2Ze &nd(V) je spolu se skladanim operatoru
monoid, nebylo treba pojem celé nezaporné mocniny nutno zv1ast
definovat stejné, jako neni treba uvadét duakaz nasledujiciho

tvrzeni:

27.Véta Pro libovolny linearni operdtor A na V a libovolnd celd
nezdpornd c¢isla m,p plati:

(1) a'= a,

(2) (A")P=a",

(3) A"AP=p""F,

(4) je-1i B linedrni operitor zaménny s A pak (AB)"=A"B",

(5) je-1i B linedrni operator zdménny s A pak A"BY=B°A",

(6) 1°= 1.

Vzhledem k tomu, Ze mame definovadnu mocninu a skalarni nésobek
operatoru, jakoZ i souCet operatorl, je nasledujici definice ko~

rektni.

28.Definice Bud A linearni operator na V, f{(x) polynom z T[x],
F(x)=a x™ a x" '+ ... +ax+a
m m 1 o

Pak dosazenim operdatoru A do polynomu f(x) rozumime operator

oznacovany f(#) a definovany takto:

f(A)=a A™ a A" '+ ... +ap+al. (28-1)
m m-1 1 ¢]

Priklad C 1)
Bud V=Z3x 23, F(x)=2x"+x+1. Necht je dén operator A analytickym

11)Prvky télesa Z3 (tj.télesa zbytkovych trid mod3) budeme zna-
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vyjadrenim v jisté bazi B:
y = 2Xx + X
1
! 2 (c-1)

= -X_.
y2 2

Ur&ete obraz vektoru x, {x}$=(1,2) v operatoru f(A).
Reseni
Operédtor f(A) je dle definice 28 dan vztahem
FR) = 28%+ & + 1,
V souladu s definici{ souctu, mocniny a skalarniho nasobku line-
arnich operatort lze psat:
(F(A))(x) = (2% A + 1) (x)= 2A(A(x)) + A(x) + 1(x).
Uzitim (C-1) obdrzime {ﬂ(x)}3=(1,1), tudiz {m(m(x))}ﬁ=(o,2) a
mazeme dale psat:

{(f(m))(x)}£=2(0,2)+(1,1)+(1,2)=(2,1).

Nyni se naskyta otdzka, jak nalézt matici (a tim i analytic-
ké vyjadreni) operdtoru f(A), zname-1li v jisté bazl B matici ope-
ratoru A.

Jeji reseni snadno plyne z véty 24, dle niz je pro libovelnou
volbu baze B zobrazeni HB’ které kazdému linearnimu operatoru
priradi jeho maticl v této bazl, izomorfizmem linearni algebry 1li-
nearnich operatord na V a linedrni algebry matic M (T).

n
Uvazujme tedy operator A a polynom f(x)eT[x],
m m-1
f(x)=ax+a X + ... +ax+a.
m m-1 1 0
Pro matici (f(A),B), kterd je rovna Hﬂ(f(m)), mizeme v souladu s

citovanou vétou psat:

- _ m m-1 (1)
(f(m),ﬁ)—HSB(f(m))—HfB(amzA ta AT+ +alht al)'=
_ m m-1 (2)
= Hg(amm ) + HB(am_lm ) o+ L+ Hﬂ(alm) + Hg(aoﬂ) =
_ m m-1 (3)
= amHB(A ) o+ am_lHB(m ? + ...+ alHB(A) + aoHB(ﬂ) =

_ p m m—-1 (4)
= am(HB(A)) + am-1(H£(m)] + ...+ alHB(m) + aOHB(H) =
=a (8,B)"+a (AB" '+ ... +a(AB) +ak,

m m—-1 1 ¢}

kde jsme v kroku (1) a (2) uzili faktu, ze Hg je homomorfizmem

&nd(V) a M (T) Jjakozto vektorovych prostora a ve (3) jakoZto
n

¢it 0,1,2.
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okruhti, konec¢né v kroku (4) pak definice zobrazeni HB'
Nez vyslovime zjistény poznatek ve vété, zavedme jesdté nasle-

dujici uzitelny pojem.

29.Definice Bud A matice libovolného radu nad T, f(x) polynom

z T[X]’ m m-1
f(x)=ax+a x + ... +ax+a.
m m-1 1 0

Pak dosazenim matice A do polynomu f(x) rozumime matici ozna-

covanou f(A) a definovancu takto:

F(A)=a A™ a A" '+ ... +aA+ aE, (29-1)
m m 1 0

Vyslovme nyni slibenou vétu.

30.Véta Bud A linedrni operdtor na V, f(x) polynom z T[x]. Pak

v libovolné bazi B prostoru V plati:

(f(A),B)=f(A,B).

Priklad D
Naleznéte analytické vyjadreni operatoru f(A) z prikladu C.
Reseni

Pravé uvedena véta rika, Ze ke zjisténi matice operatoru r(Aa)
staci jen dosadit matici operatoru A do polynomu f(x).

Matice A=(A,B) operdatoru A z prikladu C zni:

(1)

Pro matici operatoru f(A) tedy, uzijeme-1i i (29-1), plati:
2 20 20 20 10
(£(B),B)=f(A)=2A +A+E—2[ 29 ][ 2 ]+( 20 ]+{ Lo ],

odkud (f(m),8)=[ 2 g ].

Analytické vyjadreni operdtoru f(A) ve zvolené badzi B ma tvar:

Aplikujeme-1i pravé nalezené analytické vyjadreni f(A) pre vypo-
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¢et obrazu vektoru x, {x}£=(1,2),obdréime prirozené, ze je jim

vektor o souradnicich (2,1).

Nalézt analytické vyjadreni (matici) operatoru r(A) je jisté
efektivné&jsi, nez zjistovat obrazy konkrétnich vektort postupem

uplatnénym v prikladu C.

Uvazujme néktery polynom f(x) a ptejme se, kdy bude operator
f(A) nulovy. ProtozZe operator je nulovy,pravé kdyz je nulova jeho

matice v libovolné bazi, dostavame tento dusledek véty 30:

31.Dasledek Bud A linedrni operdtor na V, f(x) polynom z T[x].

Pak v libovolné bdzi B prostoru V plati:

f(A)=0 & r(A,B)=0.

Priklad E UvazZujme polynom F(x)=x°-3x+1 a linearni operéator
dany v jisté bazi B prostoru R® matici analytickym vyjadrenim:
YT RT%
y2= x1+ 2x2.
Ilustrujte platnost véty 30!
Reseni
Uzitim definice 28 pro operator f(A) plyne:
FOR)=R>-3p+1.

Analyticka vyjadieni jednotlivych operatorda zni (provedte!):
2

A y,= 2x1+ 3x2, -3A: y,= —3x1~ 3x2, b: v, X
y.= 3x1+ 5x2 Y= —3x1— 6x2 Y= X,
tudiz analytické vyjadreni operatoru f(A) md tvar:
(A y,= 0, (E-1)
y,= 0

Nyni naleznéme jeho matici uzitim véty 30:

—_ =

Matice operdtoru A v bazi B ma tvar A=[ ;

r(A):

]. Spoctéme matici

2
_.2 (11 (11 10Y)_(00
f(A)=A"-3A+E [ 12 ] 3( 12 J+[ 01 ] [ 00 ]’
coZz je v souladu s (E-1) odekavany vysledek.
Tento priklad ovSem navic ilustruje 1 platnost dusledku 31 - ope-

rator f(A) je nulovy stejné& jako matice f(A).
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32.Véta Bud' A linedrni operdtor na V, f(x), g(x) libovolné po-
lynomy z T[x]. Pak operdtory f(A) a g(RA) jsou zaménné.
Dikaz:
T{x] je komutativni okruh a tudiz f(x).g(xJ)=g(x).f(x) -~ vzhledem

k tomuto faktu je véta zrejma. ]

Z pravé uvedené véty a z véty 30 plyne:

33.Dasledek Bud A matice nad T, f(x), g(x) libovolné polynomy
z T[x]. Pak matice f(A).g(A) a g(A).f(A) jsou si rovny.

1.4 Podobnost ctvercovych matic

Zavedme na mnoziné &tvercovych matic M (T) nasledujici relaci:
n

34 .Definice Necht V je libovolny n-rozmé&rny vektorovy prostor

nad T. Budte A,Be# (T). Rekneme, Ze matice A je podobnd matici B
n

(coz budeme znacit A=B} jestliZe existuje linedrni operator A na

V a baze B,€ prostoru V tak, ze

A=(A,B) A B=(A,6).

Primo z definice plyne, e jde o relaci symetrickou. Budeme
proto uzivat vyrazu, zZe A, B jsou podobné matice. Rovnéz je zrej-

mé, Ze jde o relaci reflexivni.

Naleznéme nyni kriterium podobnosti vyjadrené jazykem teorie
matic, ¢imZz mimo jiné vyloucime zavislost definice podobnosti na

volbé vektorového prostoru V.

Necht A,Bemh(T) jsou podobné. Bud V vektorovy prostor, B,& je-
ho baze a A operdtor na V s vlastnostmi, o nichz hovori definice
34. Pak v souladu s vétou 7 plati:

B=(B,B)A(E,B),
coZ ovSem znamend, Zze existuje regularni matice Qth(T) tak, ze

plati (pro&?): B=Q.A.Q .. (35-1)
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Predpoklade jme nyni, ze A,BEMh(T), k nimz existuje regularni
matice Qth(T) s vlastnosti (35-1).

Zvolme nyni naprosto libovolné vektorovy prostor V dimenze n
nad télesem T a necht B je nékterd jeho baze.
Uvazujme nyni (v souladu s vétou 5) operator & na V, jehoZ matici
v bazi B je A a dile zavedme bazi € tak,aby Q=(B,€). Vztah (35-1)
lze nyni prepsat: B=(B,€)(A,B)(E,BE),
coz ovSem (uZitim véty 7) znamena, Ze (A,€)=B a tudiZ matice A,B
jsou ve smyslu definice 34 podobné.

Vyslovme pravé dokazanou vétu'?).

35.Véta Matice A,BEMh(T) Jsou podobné, pravé kdyZ existuje re-
guldrni matice QeM (T) tak, Ze plati
n

B=Q.A.Q "}

Z pravé uvedené véty mlze ¢&tenar snadno ukazat, zZe relace
,bytl podobny” je tranzitivni. S ohledem na poznamku za definici

34 proto plati:

36.Véta Relace ,byti podobny" je relaci ekvivalence na mnoziné

Mn(T).

Kazda trida rozkladu mnoziny Mh(T) dle relace byt podobny je
tvorena maticemi téhoz operatoru nad ruznymi bazemi prostoru V.
Nasim cilem, kterého ovSem dosahneme az v zavéru tohoto skripta,
bude najit ke kazdému operatoru vhodného reprezentanta (v urcitém
jednoduchém (kanonickém) tvaru) dané tridy matic (normdlni Jorda-
ntv tvar matice operdtoru) a také prislugnou bazi (Jordanova

bdze).

Primo z definice podobnosti a véty 8 vyplyva (jak?)}:

37.Véta Kazdé dvé podobné matice maji touz hodnost.

12 N . . . . N . _ .
)dvojici podobnych matic neni matice Q uréena jednoznacné (viz

priklad F)
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Uzitim véty 35 a vlastnosti determinantu soudinu matic odvodime
vétu nasledujici (provedte):

38.Véta Kazdé dvé podocbné matice maji tyz determinant.

Poznamenejme, ze vétu 37 ani vétu 38 nelze obratit - matice E a
2E maji sice stejnou hodnost, ale nemchou byt maticemi téhoZz ope-
ratoru, nebot prvni je matici operatoru 1 a druha 210.

Naleznéte protipriklad v druhém pripadé.

Priklad F
Rozhodnéte, zda nasledujici A,BEME(R) jsou podobné.

w{20) (i)

Je patrno, Ze detA=detB, a tudiz podobnost téchto matic neni vy-

Reseni

loucena (véta 38) a md smysl dale v hledani odpovédi pokradovat.
V souladu s vétou 35 budeme tedy hledat regularni matici Q s
vlastnosti B=Q.A.Q ", coZ je ekvivalentni s
BQ=QA A detQ=0. (E-1)
Oznaéime-1i Q=(qij)’ je podminka BQ=0A ekvivalentni nédsledujici

soustavé linearnich rovnic:

97 2q12+ 2q21 =0
—2q11+ 2q12 * 2q22= 0
9, - 2q21m 2q22= 0
927 2q21— 4p~ 0,
jejiz parametrické reseni zni:
q,= 2(r+s), q,,= r+2s, 94,7 S 9= T, r,ser.

Pripojime-11 podminku OidetQ=2r2+rs-252, tvori hledané matice Q
mnozinu matic tvaru

2
Q={ “(;+S) F:ZS ], r#5(-1+#/17)s, r,seR.
Tato mnozina je zrfejmé& neprazdna a tudiz matice A,B jsou podobné.
" . Y 21 s ‘ .y . .
Provérte, zZe napr. Q= o1 | nalezici uvedené mnoziné, spliuje
podminku véty 35.

Jiny zpasob regeni tohoto problému plyne z 6.kap. (viz pr.6.D).



2. Minimalni a charakteristicky polynom linearniho operatoru

1.Definice Bud A linedrni operdtor na V. Polynom z T[x],
oznadovany mm(x), se nazyva minimdlni polynom operdtoru A,
jestliZze plati

(1) polynom mm(x) je normovany,

(2) mA(A)=®,

(3) polynom mm(x) je nejmensiho stupné ze vsSech polynomi

spliiujicich podminky (1) a (2).

2.Poznamka Z podminky (1) vyplyva, Ze mm(x)io, z podminky (2)
tudiz plyne, Ze oimﬂ(x)zl (proc¢?).

Poznamenejme dale, Ze zatim nevime, zda vibec polynom danych
vlastnosti ke kazZdému operatoru existuje a pokud ano, jaky bude

pocet téchto polynomu.

Priklad A

1. Urcete minimdlni polynom operatoru A=cl.

Reseni
Normované polynomy stupné 1 (nizsiho stupné nemd smysl uvazovat)
maji tvar f(x)=x—ao, tudiz f(m)=m—aoﬂ a podminka (2) bude proto
splnéna, pravé kdyz a_=c. Zrejmé polynom x-c vyhovuje i podmince
(3), a tudiz se jednd o minimdlni polynom operdtoru A, neboli

mm(x)=x-c.

2. Urcete minimadlni polynom operatoru A na prostoru V3 nad C,
ktery je ve zvolené bazi dan matici
2 6 -15
A= 1 1 -5 {.
1 2 -6
Reseni
V prvnim kroku zjistime, zda by podminkam (1), (2) definice 1
mohl vyhovét polynom f(x)eC[x] stupné 1, tj.
f(x)=x+a0 A £(A)=0.
To je (uzitim dusledku 1.31) ekvivalentni rovnici pro a, tvaru
A+a E=0,
0
ktera ovsem evidentné nemd resSeni. Polynom mm(x) tedy (pokud

existuje) bude vyssiho stupné.
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V dalSim kroku tedy budeme hledat polynomy f(x) vyhovujici
podmince f(x)=x2+a1x+aO A T(A)=0,
kterd je ekvivalentni nadsledujici rovnici o neznamych a,a:
A%+a_A+a E=0.
1 o)
Dosazenim za A obdrzime:
-5 -12 30 2 6 -15 1 O
-2 -3 10 + a 1 1 -5 + ao 0 1
0 O

-2 -4 11 1 2 -6

o OO
o OO

o OO
P

coZz je ekvivalentni soustavé rovnic

a + Z2a=5 a+a=3
o} 1 0 1
6a = 12 -5a =10
15a = 30 a =2
1 1
a= 2 2a = 4
1 1

-6a + a =-11.
1 0
Tato soustava je resitelnd a to jednoznaéné, resenim je ao=1,a1=2.
Minimalni polynom k operatoru existuje, je jediny a zni

mm(x)=x2+2x+1.

Pokud bychom neuspéli v tomto kroku, zkoumali bychom normované
polynomy stupné 3 a tak dale, avsak otazku, zda obecné dospéjeme
po konecném pocétu kroklt k resitelné soustavé13), zatim ovsem
zodpovédét nedovedeme, stejné tak je otevreny pocet resgeni
takovéto soustavy. V dalsim uvidime, Ze odpovéd na tuto otézku je

obecné pozitivni.

Vyresme nejdrive otazku poétu minimalnich polynomt daného

linearniho operatoru.

3.Véta Bud A linedrni operdtor na V, mm(x) jeho minimdlni po-

lynom. Pak pro libovolny polynom f(x) z T[x] plati:

f(p)=0 = mm(x)lf(x)

13 . . ce ¥ 3z . . . . .
v Mé(c) je sice jisté kazda aspon desetiprvkova mnozina matic
linearné zavisla (proc?), protoZe vsak nelze vyloucit, Ze nastane

r o - v o v . v v .
A =0, pro r=10, nemUzZeme zarucit, Ze k ni obecné dospéjeme.
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Dukaz:
Uvazujme polynom f(x) s vlastnosti f(A)=0, ktery vé&ak neni
délitelny polynomem mm(x). Pak tedy existuji v T[x] polynomy
g(x), z(x) tak, Ze plati

f(x)=mA(x)q(x)+z(x) A oiz(x)(otmm(x). (3-1)
Dosadime~1i do rovnosti v (3-1) operator A, obdrZime:

f(ﬂ)=mm(m)q(m)+z(m),

coz implikuje z(A)=0, nebot f(A)=0, mA(M)=®.
Oznad¢ime-1i m=ofz(x), lze psat

z(x)=amxm+ am_1xm_1+ ..*ax +a, a0,
takZze polynom z(x)=(1/am)z(x) je normovany polynom s vlastnosti
z(A)=0, jehoZ stupen je ostfe men3i nez stupen mm(x) (viz(3-1)J,
coz je spor s definiéni vlastnosti 1.(3) minimalniho polynomu.

Polynom f(x) tudiZ polynomem mm(x) délitelny je. ]

Pravé dokdzanad véta ma ovSem duleZity disledek - budte ml(x) a
mz(x) minimaln{ polynomy téhoZz operatoru A. Vzhledem k tomu, Ze
pro n& plati ml(m)=® i mz(m)=®, musi dle véty 3 platit (procé?):

m (x)m_(x) A m(x)|lm (x),
1 2 2 1
coZ znamena ml(x)=tm2(x), t#0. ProtoZe vsSak jde o polynomy

normované, musi byt t=1. Zformulujme tedy disledek véty 3:

4.DUsledek Ke kaZdému linedrnimu operdtoru existuje nejvyse

Jeden minimalni polynom.

Analogicky pojmu minimalni polyncem operdtoru definujeme pojem

nasledujici:

5.Definice Bud A matice libovolného fidu nad T. Polynom =z
T[x], oznatovany mA(x), se nazyvd minimdlni polynom matice A,
Jjestlize plati

(1) polynom mA(x) je normovany,

(23 mA(A)=O,

(3) polynom mA(x) je nejmengiho stupné ze vsSech polynoma

spliujicich podminky (1) a (2).

6.Poznamka Analogicky pozndmce 2 obdrzime, Ze oImA(x)zl.
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Zcela analogicky, jak v pripadé minimdlniho polynomu operatoru
(véta 3) bychom dokdzali platnost nédsledujici véty i jejiho da-

sledku:

7.Véta Bud A matice libovolného radu nad T, mA(X) jeji mini-

malni polynom. Pak pro libovolny polynom f(x) z T[x] plati:

f(A)=0 > mA(x)lf(x)

8.Disledek Ke kazZdé Cctvercové matici existuje nejvyse jeden

minimdlni polynom.

Nyni se naskytd prirozend otazka, jaky je vztah mezi minimal-
nim polynomem operatoru a minimadlnim polynomem jeho matice ve

zvolené bazi.

Uvazujme linedrni operdtor A a jeho matici v jisté bazi
oznalme A,
Necht existuje polynom mA(x). Pak mA(A)=0 a dle dusledku 1.31

tudiz
mA(ZA)=tD, (9-1)

coz znamend, Zze polynom mA(X) spliiuje podminku (2) definice 1 (a
samozrejmé 1 podminku (1)). Mnozina polynomi spliujicich uvedené
podminky je tedy neprdzdnd a lze v ni nalézt polynom nejnizsgiho
stupné, ktery je polynomem mm(x).

Existuje-11 polynom mm(x), plati mm(m)=®, a proto

mM(A)=0 (9-2)

(pro¢?). Polynom mm(x) tudiz spliuje podminky (1), (2) definice 5
a odtud analogicky jako vyse vyplyva existence polynomu mA(x).

Z véty 3 a vztahu (9-1) plyne, ZzZe mM(X)lmA(X)’ z vity 7 a
vztahu (9-2) pak mA(x)Imm(x). Vzhledem k normovanosti obou
polynomﬁ?4) odtud dostavame, ze mm(x)=mA(x).

Plati tedy nasledujici véta:

14)srov. odvozeni dusledku 4.
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9.Véta Bud A linedrni operdtor na V, B libovolnd bdze V. Pak
plati, Ze polynom mm(x) existuje, pravé kdyz existuje polynom

(x), pricemz plati

e, B)

(x).

mA(X)zm(m,B)

Pravé uvedena véta je dusledkem toho, Ze zobrazeni prirazujici
linedrnimu operéatoru jeho maticl ve zvolené bazi je izomorfizmem

vektorovych prostort Snd(vn) a Mh(T)'

10.Poznamka

Doposud jsme pracovali s maticemi, jejichz prvky nalezely
nékterému télesu T, s nimiz jste se seznamili v predchozich
pariich kurzu linearni algebry.

MnoZzinu &tvercovych matic A=(a_1j)n rddu n jsme znadili Mh(T)'

Zobecnéme nyni tento pojem a pripustme =za prvky &tvercové
matice radu n polynomy téZe jedné neurcité nad T - uvazujeme tedy
matice

A=(a, (x)) , aij(x)GT[x]ls).

Takové matice budeme nazyvat polynomidlni matice nad T a je-
jich mnoZinu znacit Mh(T[x]) - zrejmé Mh(T)CMh(T[x]).

Pro polynomialni matice definujeme soucet matic, soucin matic
a nasobeni matice polynomem z T[x] zcela shodnymi formulemi, jako
jsme to ucinili pro matice nad télesem T.

Shodné budeme rovnéz definovat determinant polynomidlni
matice. Pro determinanty polynomialnich matic plati taz tvrzeni,
jako pro determinanty matic nad T s vyjimkou tech, pro jejichz
odvozeni je treba existence inverznich prvkd, nebot T[x] neni
té&lesem a inverzni prvky existuji jen pro polynomy stupné nula

(tj.nenulové prvky z T)lé).

15)nebude—li oznaceni neuréité vyznamné, nebo bude-li zrejmé,
budeme jeji oznaceni v symbolu matice, resp. jejich prvkl, vyne-
chavat a psat jen A=(a”) (tak jak jsme to ostatné& zvykli c¢init
ij n

napr.pri praci s polynomy).

16)napf. tedy véta Laplaceova plati i pro polynomialni matice,
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‘Podrobn& se vsak problematice polynomidalnich matic v tomto

textu vénovat nebudeme.

Prikladem polynomidlni matice jsou tedy napr.

2x+3 -2 0 x°+1 1 2
Alx)=| x5+2x=1 3x+2 10x°+2x-4 |, B(x)=| 2x+2 -x 2
%Z-1 1 % %x2+2x 0 0

Je-1i napr f(x)=x2+1, md matice f(x)B(x) zrejmé& tvar

X4+2X2+1 X2+1 2x2+2

3 2 3 2
f(x)B(x) = 2XTH2XT+2x+2 X7 -x 22X +2 |,

x5+3x3+2x 0 0

a napr.prvek na pozici (1,2) matice C(x)=A(x)B(x) ziskame takto:

012(X) = (2x+3).1 + (-2)(-x) + 0.0 = 4x+3.

Nyni jsme opravnéni vyslovit nasledujici definici:

11.Definice Bud A matice libovolného ddu nad T. Polynom chA(X)

definovany vztahem

chA(x)=det(A—xE)

se nazyva charakteristicky polynom matice A.

12.Véta Pro charakteristicky polynom libovolné matice A=(a__)
i]

rddu n platif:

(a. -x) a a
11 12 in
(a_ -x a
ch, (x)= 21 22 ) 2n =
A
a a (a -x)
nl n2 nn
n_n n-1 n-1 n-2
=(-1)x+ (-1) (a +a_ +...+a )x +cx “+...+c x + detA.
11 22 nn 2 n-1

Dukaz:
Oznaéme B(x)=(b (x)) polynomidlni matici (A-xE) - zrejmé plati:
ij
Vi, j,1=i,jsn: b (x) = a - X8 . (12-1)
ij ij ij

Dle definice 11 je chA(x)=detB(x), coz je v souladu s prvni

na druhé strané vsak ne kazdd polynomidlni matice s nenulovym

determinantem je ekvivalentni matici jednotkové.
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Casti tvrzeni véty.

Nyni vySetreme dale detB(x).
Tento determinant je ovsSem roven souctu pravé vsech nasledujicich
soucinll vynasobenych znaménkem permutace m:

b b ...b (12-2)
1m(1) 2m(2) nm(n)

® je-li m=id, jde o souclin b11b22...b , ktery lze s pri-
nn
hlédnutim k (12-1) dale rozvinout dle mocnin neuréité x takto:
(a -x)(a_-x)...(a -x)=
11 1 22 nn ne1
=(-1)"%™(-1)" " (a +a_ _+...+a Ix +A(x),
11 22 nn

kde A(x) je polynom neurc¢ité x stupné nejvyse n-2 (proc?).

® je-li m#id, existuji i,j, i#j, 1=i, j=n, tak, ze
w(i)#i A w(j)#],
coz ovsSem znamend, ze soulin (12-2) obsahuje nejvyse n-2 prvka z
hlavni diagonaly matice B(x), a tedy pro vSechny takové permutace
je polynomem stupné nejvysSe n-2. Pric¢teni libovolného soucinu

tohoto typu tedy neovlivni ¢leny polynomu detB(x) stupné n a n-1.

Nyni zbyva tedy jiz vysSetrit jen absolutni ¢len polynomu
chA(x), tj. hodnotu chA(O), ktera je vsak evidentné rovna detA.

Tim je vé&ta dokazana. ]

MiZe byt charakteristicky polynom prirazen také operatoru
pfostfednictvim jeho matice?

Dvé matice A, B (rfaddu n) jsou maticemi téhoz operétoru, pravé
kdyz jsou podobné, coz dle véty 1.35 znac¢i existenci regularni
matice ‘Q tak, zZe B=Q.A.Q_1. Zjistéme nyni vztah mezi polynomy
chA(x) a chB(x). Zrejmé lze psat:

(B-xE)=(QAQ '-xE)=(QAQ "-Q(xE)Q " )=Q(A-xE)Q ™",
a tudiz
chy(x)=det (Q(A-XE)Q " )=(detQ) (det (A-XE)) (detQ” )=det (A-xE)=ch, (x).

Plati tedy nasledujici véta

13.Véta Kazdé dvé podobné matice maji tyZ charakteristicky

polynom.

Vzhledem k této v&té je korektni nasledujici definice (viz

poznamka 15)
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14.Definice Bud A linedrni operator. Charakteritickym polyno-
mem ch[A linedrniho operdtoru A pak rozumime charakteristicky

polynom jeho matice nad libovolnou bazi.

15.Poznamka Kazdy linearni operator na V mé& prave jeden cha-
rakteristicky polynom. Stupeni tohoto polynomu je roven dimv.

Z této poznamky vyplyvéll):

16.Dasledek Charakteristicky polynom kaZzdého linedrniho operd-

toru na V mad nejvysSe n ruznych kofeni.
n

17.Dasledek Charakteristicky polynom kazdého linedrniho opera-
toru na vektorovém prostoru V nad C mad vcietné nésobnostils) pra-
n
vé n korenu.

Priklad B
Urcdete charakteristicky polynom operdtoru A na prostoru V3 nad
C, ktery je ve zvolené bazi dan matici
2 6 -15
A= 1 1 -5 1.
1 2 -6
Regeni:
V souladu s definici 14 plati chm(x)=chA(x), a tudiz (napr.uzitim
Sarrusova pravidla) dostavame:

2-x 6 -15 R 5
chm(x)= 1 1-x -5 = -x - 3x- 3x - 1.
1 2 ~-6-x

Nasledujici véta, zvand Cayley-Hamiltonova, mad zasadni vyznam

pro vyreseni dosud otevrené otédzky existence minimdlniho polynomu

17)uéijeme téZz tzv.zakladni vétu algebry

18)kaédy koren je zapocitan tolikrat, kolikandsobnym je korenem.

Namisto C lze uvazZovat libovolné algebraicky uzavrené téleso.
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operatoru (matice).

18.Véta Bud A linedrni operator na V. Pak plati:

chm(m)=®

Dukaz:
Polozme A=(A,B), kde B je libovolna baze prostoru V.
V souladu s lemmatem 12 lze chm(x)=det(A—xE) psat takto:

ch (x)=(-1)"%"+ ¢ x™ M+ cx"%+. . . +c x4c x+c. (18-1)
A 1 2 n-2 n-1 n
Pro matici A déle platilg):
Adj(A-xE). (A-xE)=det (A-xE) . E (18-2)

Véimnéme si matice «dj(A-xE). Z definice adjungované matice
plyne, Ze elementy matice 4dji(A-xE) jsou subdeterminanty raddu n-1
matice A-xE - tudiz jde o polynomy z T[x] stupné nejvyse n-1.

Existuji tedy matice BO,...,B leﬁt(T), takové, Ze (proc?):
n-— n

ddj(A-xE) = x“‘1B0+ xX"“B+...+ xB_+B_,
n

-2 n-1

a tudiZ leva strana rovnosti (18-2) zni:

xB+ x""(BA-B) +x"“(BA-B) +.. +%x(B A-B )+
(0] 0 1 1 2 n-3 n-2

+x(B A-B )+B A (18-3)
n-2 n-1 n-1
a pravd strana téZe rovnosti ma (uzitim (18-1)) tvar:

CD™E + X" YcE) + X" %(cE)+...+ x°(c E) +
1 2 n-2

+ x{(c E) + cE, (18-4)
n-1 n

odkud porovnianim s (18-3) obdrzime nésledujici soustavu rovnosti:

-B = (-1)"E, (0)
BA - B=cE, (1)
(0] 1 1
BA-B=_ccE, (2)
1 2 2
B A-B =c¢ E, (n-2)
n-3 n-2 n-2

19)je—li C=(ci’)€Mh(T[x]), rozumime adjungovanou matici k C ma~
tici matici zn;éenou 4djC, v niZz je na pozici (i,j) algebraicky
doplnék k prvku na pozici (j,i) matice C - tedy ﬂd4C=(€ij)T,
ﬂd4CeMn(T[x]).
Uvedeny vztah je znam pro matice nad télesem, jeho platnost

pro matice polynomialni vyplyvd z pozndmky 10 (provérte!).
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B A~-B =—c¢ E, (n-1)
n-2 n~1 n-1
B A =cE. {n)
n-1 n
Je zrejmé, Ze vynasobime-1i rovnost (n) matici E=AO, (n-1}) ma-
tici A, (n-2) matici A2, ..., rovnost (2) matic{i Ame, (1) matici
A" a2 koneéné rovnost (0) matici A" a se&teme-1i uvedené nasobky

rovnosti, je soucet levych stran téchto nasobkl roven 0, zatimco
souCet stran pravych je roven roven hodnoté chA(A) (viz (18-1)),
a tedy plati chm(A)=0, odkud v souladu s Dlusledkem 1.31

dostavame, Ze chm(m)=D. |

Uvazujme nyni libovolny linedrni operator A a sestrojme poly-
nom f(x)=(—1)nchm(x). Tento polynom je normovanyzo] a dle Cayley-
-Hamiltonovy véty Jje f(A)=0, coz znamend, Ze f(x) spliuje
pedminky (1) a (2) definice 1. MnoZina polynomi spliiujicich uve-
dené podminky proto neni prazdnd a lze v ni nalézt alespon jeden
polynom nejniZz&iho stupné, ktery je polynomem mm(x), pricemz (viz

dusledek 4) je tento polynom jediny.

Plati tudiz nasledujici véta, ktera zodpovida otazku poloZenou

v poznamce 2.

19.Véta Ke kazZdému linedrnimu operdtoru existuje pravé jeden

minimalni polynom.

Uvazime-1i vétu 9, pak z véty 19 plyne:

20.Dasledek Ke kazZdé civercové maticl existuje prave jeden mi-

nimalni polynom.

Prihlédneme-1i dale k definici podobnosti matic (1.34) obhdrzime

(prog¢?):

21.Dasledek Kazdé dvé podobné matice maji tyz minimdlni polynom.

20)viz véta 12
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. . L2
Z véty 18 dale vyplyva™ ):

22.Dusledek Pro minimdlni a charakteristicky polynom libovol-
ného linedrniho operatoru A plati:

(1) mm(x)lchm(x),

(2) otmm(x)ﬁn.

Z ¢asti (1) pravé uvedeného dusledku plyne, Ze kazdy koren po-
lynomu mA(X) je téz korenem polynomu chm(x). Lze tuto implikaci
obratit?

Uvazujme keT, tak, Ze
chm(k)=0 A mm(k)io, (23-1)

coZz znac¢i, Ze polynomy mm(x) a (x-k) jsou nesoudé&lné (prod&?),
Jejich nejveétsi spoleény délitel je tedy 1, a proto existuji poly-
nomy p(x),q(x)eT[x] s vlastnosti
p(x)(x-k) + q(x)mm(x) = 1.
Zvolme nyni nékterou bdzi B a oznalme A=(A,B).
Protoéezz) mA(X)=mA(X)’ lze pravé uvedeny vztah psat takto:
p(x)(x-k) + q(x)mA(x) = 1. (23-2)
Dosadime-1i do obou stran relace (23-2) za x matici A, obdrzime
p(A)(A-KE) + q(A)mA(A) = E,

odkud plyne (pro&?)
p(A)(A-KE) = E

a prejdeme-1i k determinantim uvedenych matic, dostavame
det(p(A)).det(A-kE)=1, neboli det(p(A)).chA(k)=1,

coz je ovsem vzhledem k predpokladu (23-1) spor.

Odvodili jsme platnost nasledujici véty.

23.Véta Minimalni a charakteristicky polynom téhoZ linedrniho

operdtoru maji stejné kofeny23y

*Ybod (1) - uzitim véty 3.
)y viz véta 9.

23 . N v p .
) které se ovsem mohou 1isit néasobnosti.
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Specidlné pro vektorové prostory nad komplexnimi <&isly tedy

plati®®).

24 .Dasledek Bud A linedrni operdtor na vektorovém prostoru nad
C. Pak existujin,...,n am,...,m €N a navzdjem rizna t ,...,t
1 r 1 r 1 r
eC , tak, Ze plati: _
(1) ch, (x)=(-1)"(x-t )"1. (x-t )"2...(x=t )"r,
A 1 2 r
_ _ m _ m _ m
(2) mm(x)—(x t1) 1. (% t2) 2...(x tr) r,
(3) n+n +...4n = n,
1 72

r
(4) 1=m =n ,1=m =n_,...,1=m =n .
1 1 2 2 r r

Pozdéji (véty 5.19, 5.21) ukdzZeme, Ze ndsobnost korenl charak-
teristického a minimdlniho polynomu daného operatoru velmi WUzce
souvisi s vlastnostmi jistych podprostord prirazenych tomuto

operatoru.

Priklad C
S vyuzitim dusledku 24 naleznéte minimalni polynom operdtoru A
na prostoru V3 nad C, ktery je ve zvolené bazi dan matici
_[ 2 6 -15 ]
A=| 1 1 -5 1.
5 1 2 -6
Reseni:
Charakteristicky polynom operatoru A& zni (viz priklad B):
chm(x)= -x°- 3x°- 3x - 1.
Jeho rozklad na korenové cinitele dle 24(1) ma tvar:
chy(x)= - (x+1)7,
takZe pro minimdlni polynom nastane pravé jedna z moznosti:
mm(x)=(x+l)m, m=1 v m=2 v m=3.
S prihlédnutim k definici minimadlniho pelynomu hledame nejmensi
exponent, pro n¢jz dosazeni matice A anuluje prislusny polynom.

e m=1: evidentné (A+E)=0,

. 3 6 -15 )2
e nm=2: (A+E)"™=1 1 2 -5 =0,
1 2 -5

coZ znamena, ze m[A(X)=(X+1)2 (srv. s vysledkem prikladu A,2).

24)obecné nad kazdym algebraicky uzavrenym té&lesem
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3. Invariantni podprostory vzhledem k lineadrnimu operatoru

1.Definice Bud A linedrni operétor na V. Podprostor W prostoru
V se nazyva invariantni vzhledem k linedrnimu operdtoru A (kratce

A-invariantni), jestlize

¥YxeV: xeW = A(x)eW. 25

2.Poznamka Zrejmé zobrazeni AIW je linedrnim operdtorem na W,

pravé kdyz W je A-invariantni.

A.Priklad
o Nasledujici podprostory jsou zrejmé invariantni vzhledem k
libovolnému operatoru A (provérte):

V, {o}, ImA, KerA.

e Uvazujme operator A definovany v prikladu 1.A na prostoru
véech polynomd z R[x] stupné nejvyse n-1. Oznalime-1i pro
libovolné k, k=n, W podprostor vsSech polynomi stupné nejvyse k-1,

je W zrejmé& A-invariantni.

3.Véta Bud A linedrni opérétor na V, f(x) polynom z T[x].
Pak kazdy podprostor invariantni vzhledem k A je rovnéz invari-
antni vzhledem k f(R).

Dikaz:
Bud W A-invariantni podprostor.

Dokazme nejprve, ze W je pak také A*-invariantni pro kazdé
kGNO, coz provedeme matematickou indukci pro k.

(i) je-1i k=0, pak W je evidentné mo—invariantni, nebot MO=U.

(11) predpokladejme, Ze W Je A*-invariantni. 2volime-1i 1ibo-
volny x€W, pak y=Mk(x)€W a ovéem také A(y)eW.

Hodnotu A (x) 1ze psat ve tvaru (Mkoﬂ)(x)=m(mk(x)]=M(y), coz

- - k+1 N k . . .
znamena, ze A (x)eW, ¢imZz je A -invariance podprostoru W doka-

%) neboli Im(A|W)<H.
A|W znaci restrikci A na W, tj. zobrazeni definované vztahem

YxeW: (AW)(x)=A(x).
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zana.

Uvazujme nyni néktery polynom f(x)eT[x],

F(x)=a x"+a x" '+ ... +ax+a.
m m-1 1 o]
Je-11 x libovolny vektor z W, miZeme pséat:
M) (x)=(a a™ a A" '+ ...+ ah +al)(x),
m -

coz lze upravit na tvar-")
FOR) (x)=a (A™(x))+a (A" (x))+...+a Alx)+a 1(x),
m m-1 1 o
ktery (vzhledem k prvni &asti diukazu) je linearni kombinaci vek-

tord z W, a tudiz r(A)(x) nalezi W. n

Pripomenime nyni dva pojmy teorie matic - rozdéleni matice na

bloky a blokové diagonalni matice:

4.Definice Bud A=(a_ ) matice nad T a =zvolme prirozena
ij m.p

¢isla h,...,h, k,...,k
o] r 0] s

takova, zZe

O0=h <h <h <...<h <h =m, 0=k <k <k <...<k <k =p.
0] 1 2 1 r 0 1 2 s-1 s

—
Rekneme, Ze systém submatic

A ..., A A ..., A Lo., A ..., A
11° P Ts? 21’ * Tas? Y > Trs

matice A tvori bloky matice A 27), plati-1i pro vsechna Il=susr,
lsvss, ze submatice A  Jje tvorena pravé a . majicimi nasledujici
uv ij

vliastnost:

1 u

(hu_ +1=i<h A kv_1+1$J$kv), l1=i=m, l=j<p.

0 matici A pak rikame, Ze je na uvedené bloky rozdélena.

Maticli A pak zapisujeme rovnéz relaci A=(A ) , pripadné
uvy r.s
11’ "T1s -8
A = » > )
21 2s
A ,...,A
ri rs

260 L., . .. . . . . ; .
Juzitim definice souctu a skalarniho ndsobku lin. operatoru.
27\ ..o s .
) uziva se téZ pojmu pole.

28 - . . D e . - p R
) Rozdéleni matice A na bloky si mizeme znazornit nasledujicim
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5.Poznamka Uvedme priklad jednoho z moZnych rozdé&leni matice

na bloky:

.. Y (13 (5 _
pritom napr. All—[ 90 ], Alz—[ 0 ], A13—[

11° 1s

A = A A
21 2s

A ..., A
r1’ *“rs

se nazyva blokové diagondlni, Jjsou-1li splnény nasledujici pod-
minky:

(1) s=r,

(2) pro vsechna i, 1=i=r, je A'li ¢tvercova matice,

(3) pro vsechna 1,j, 1=i,jsr, i#j, je A nulova matice.
ij

7.Poznamka Prikladem blokové diagonalni je nasledujici

matice:
5 0 00
A - 0 0 00 ) 11 12 13
0 0 6 2 A21 A22 23
0 0 27 31 32 33

Uzitecnost tohoto pojmu vyplyne zanedlouho. Zavedme vSak jesté

jeden z pomocnych pojm:

zpUsobem:
Vedme matici A systém délicich dar
a) vodorovné - mezi radky h1 a h1+1, h2 a h2+1,...,h a h +1,

r-1 r-1

b) svisle - mezi sloupci k a k +1, k a k +1,...,k a k +1.
1 1 2 2 s-1

s-1
Tim je puvodni matice rozdélena na celkem r vodorovnych a s
svislych pasu neboli na (rxs) submatic - bloki matice A - a zna-
¢ime je postupné dvojici indextl, z nichz prvni udavid prislusnost

vertikdlnimu a druhy horizontalnimu pésu.
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8.Definice Budte U(“,U(m,...,U(r) netrivialni podprostory ve
V takové, ze v=Uu'"e U 6. 0 U,
Budte dale 31,32,...,23 po radé bdze téchto podprostord a
r

o¢islujme jejich prvky nasledujicim zplUsobem:

B =<e v.-.,€ >, 1=i=r, kde k =0, k =n. (8-1)
i k. +1 k. 0 r
i-1 i
Pak usporadana n-tice
£=<el,..‘,e , € N I - s ., 82

k k +1 k k +1 n
1 1 2 r-1

se nazyva bdze prostoru V sestavend z bizi Bl,ﬂz,.,.,ﬁ
r

Uvazujme nyni linearni operator A takovy, Zze existuji A-inva-

(1) [(2) (r)

riantni netrividlni podprostory U " ",U " ,...,U tak, Ze V je

jejich direktnim souétem. Bud B baze sestavena z bazi 31,32,...,Br
téchto podprostortt a necht jsou jeji &leny oc¢islovany dle (8-1).
Zkoume jme maticl operdtoru A v bazi B.

Vyberme nyni ej z baze B. Pak existuje jedina béze Bi, 1=isr,
obsahujici ej, a tedy eJEU(ﬂ. Indexy 1i,j ovsem vyhovuji relaci

(k. +1)sj=k, {9-1)
i-1 i

Protoze g je A-invariantni, plati m(e_)EU(i), a tudiz A(e ) je
j j

linedrni kombinaci pravé vektord z B = <ek +1,...,ek >, ¢ili
' i-1 i
pro souradnice (a.l,...,a_ ) obrazu m(ej) v bazi B plati:
3 jn
. - , (1 2 . . .
29)protoze soucCet podprostora U ),U(),...,U(r) je direktni, je

sjednoceni bazi Blu BZU...U Br bdzi soudétu téchto podprostoru.
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a _=...=a, =0 A a, =...=a_= 0. (9-2)
j1 Jyk, 1 Ik #1 jn
i B 1

To ovSem znamena, Ze v matici (A,B) md submatice tvofend j-tymi

radky pro j splnujici (9-1) nasledujici tvar:

0,...,0 | a ,...,a 0,...,0
k +1,k +1 k +1,k
i-1 i-1 i-1 i
0 0 a .,a 0 0
’ ’ ko *2.k 1+1’ > Tk ok ’ ’
i- i- 1 1
(9-3)
0 0 a e a 0 ,0
’ ’ k ,k _+1 " Tk Lk !
it i-1 i

Vyznaceny blok je zrejm& blokem A matice A. Matice A je tedy

11
blokové diagonalni s bloky A11""’A
. T

Dale je patrno, Ze A.Ii je matici restrikce operatoru A na

podprostor v v bazi B  (pros?).
1

Predpoklade jme nyni naopak, Ze jsme k operatoru A nalezli bazi

B, takovou, Ze matice (A,B) je blokové diagonalni s bloky

A ,...,A .
11 rr
Oznac¢me rady téchto blokt po rade Pse P Nyni rozdélime bazi
r
B na podmnoziny ﬂl,,..,ﬂ takto:
r
Oznaclme kO:O: k1=p1’ k2=P1+p2; Ce ey kr:p1+p2+. N .pr {kr=n) a
definujeme ‘B.=<ek NEEEEELN >, 1=i=r, tedy shodné s (3-1).
’ i-1 i
Dadle zkonstruujeme podprostory U(l),...,U(r) tak, ze Dbazi
podprostoru U pude B, 1=i=r.
1
Je zrejmé, Ze baze B je sestavena z bazi Bl,...,ﬂ a prostor V
r

. . < . 1
je direktnim soultem podprostortd U(),...,U(r%

Zkoume jme nyni, zda jsou tyto podprostory A-invariantni:
Zvolme i, 1=i=r, a vyberme eJ z B . Protoze (A,B) je blokové dia-
1

30
),

zfejm® tvar (9-3), coz ovSem znamend, Ze obraz A(e ) je linearni
]

gonalni, m& submatice tvorena j-tymi radky, kde (k.1+1)sjsk~
1- 1

kombinaci vektora € L8 tedy prvkl z Bi (proé&?).
t-1 i
UvazZime-1i nyni libovolny xEU(l), je linedrni kombinaci prvkt z
B a jeho obraz tudiz linearni kombinaci prvka [l\(e(k )+1),”.,
1
i-1

30)002 je relace (9-1)
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ﬁ!\(ek ), kterd je ovsSem opét linedrni kombinac{ prvka z B (viz
1
i
vyse), a proto A(x) opét nalezi U

prostoru U M gokazéna.

(1)

»

¢

imz je A-invariance pod-

Odvodili jsme tim platnost nasledujici véty:

9.Véta Bud A linedrni operdtor na V. Pak plati, Ze matice
(A,B) je blokové diagondlni rddu r prdveée tehdy, kdyz existuji

PR . . . . 2 ..
netrivialni A-invariantni podprostory U(“,U( ),...,U(r) o bazich

(1) (2)®...@U(P)

po Fradé fBl,fBZ,...,ﬁBr tak, ze V=U""oU a bdze B je se-

stavena z bazi fBl,‘Bz,...,B .
r

Pritom pro blok A‘i, 1=isr, matice (A,B) plati, Ze
1

A =alu'? 8.
ii i

Vyznamnym rozkladem podprostoru V na direktni sumu invari-

antnich podprostord se budeme zabyvat v kapitole 5.
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Vlastnostli blokové diagonadlnich matic dopltiuje nasledujici

lemma:

10.Lemma Bud A blokové diagonidlni matice s bloky A1f..,,A

I‘I"
r

Pak plati detA =.H1detA,,
1= 11

Dlkaz:

Pro r=2 je &tenari platnost lemmatu jisté zndma. Pro obecné r se

platnost snadno dokéZe matematickou indukci. [

Zajimavym dusledkem véty 1.32 je nésledujici tvrzeni:

11.Véta Bud R linedrni operdtor na V, f(x) libovolny polynom z
T{x]. Pak plati, Ze podprostory Imf(A) a Kerf(A) jsou A-invari-
antni.

Dukaz:

(1) Bud x libovolny element z Imf(A) - existuje tedy yeV tak,
Ze x=f(R)(y). Pak A(X)=A(£(R)(y))=(£(RA)-R)(y].

V souladu s vétou 1.32 je f(A)-A=A-f(A) (proc?) a lze tedy psat:
Alx)=(AFf(R)}(y)=f(A)(A(y)), coz znamena, ze A(x)cInf(A), cimz je
A-invariance Imf(A) dokazana.

(2) Zvolme =xeKerf(A) - f(A)(x)=o. Pak F(RA)(A(x))=(R-F(R))(x),
a diky zaménnosti A,f(R), lze dale psat: f(A)(A(x))=(Ff(R)-A)(x)=
=A(f(RA)(x))=A({0)=0, neboli A(x)eKerf(RA) — Kerf(A) je tedy A-inva-

riantni. [ ]

12.Poznamka Bud A libovolnd matice radu n nad T. Polozme V=T"
(tzv. aritmeticky vektorovy prostor) a zvolme v T" standardni
bazi ¥.
Definujme nyni linedrni operator A na V=T matici A, tj. (A, ¥)=A.
Pak pro kazdy xeT" plati A(x)=xA '), takZe uvaZime-li definici 1,

bude podprostor WeeT” A-invariantni, pravé kdyz

VxeT"; xeW = x.AeW

Podprostor W této vlastnosti se proto nazyvd invariantni pod-

prostor matice A.

1y dle véty 1.4 je {m(x)}y={x}y(m,9)={x}yA, a protoZe ve stan-

dardni bazi pro libovolny veT  plati {v}y=v, dostavame A(x)=x.A.



Vlastnosti invariantnich podprostori matic miZeme tedy snadno
vyvodit z vlastnosti podprostertt invariantnich vaél 1linearnimu

operatoru.
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4. Vlastni podprostory linearniho operatoru

1.Definice Bud A linedrni operator na V. Plati-1li pro skalar

AeT a nenulovy vektor xeV

Alx) = ax |, (1-1)

rekneme, ze A je viastni hodnota linearnihc operdtoru A a x vlast-
ni vektor linedrniho operdtoru A prislusny vlastni hodnoté A.l)
MnoZzina vlastnich hodnot linearniho operatoru A se nazyva

spektrum linedrnfho operdtoru A a znaci se ¥pech.

Otazku, kolika wvlastnim hodnotam mtZe tyz vlastni vektor

nalezet, vyresime pozdéji - viz dusledek 10.

2.0znaéeni Bud A linearni operdtor, A nékterd jeho vlastni

hodnota. Pak symbolem NA budeme znac¢it nasledujici mnoiinu:z)

NA={ xeV; A(x)=Ax } (2-1)

Zabyvejme se nyni postupem nalezeni vlastnich vektoru opera-
toru prislusnych vlastni hodnoté A.
V souladu s (2-1) lze psat:
xeNA® Ax)=2Ax & A(X)-Ax=0 ©® A(x)-Al(x)=0 & (A-Al)(x) &
& xeKer (A-Al),

a NA je tedy podprostorem ve v.?)

Yy uziva se téz pojmu charakteristicky vektor (hodnota). Je-1i T
tiselné téleso, hovori se také o charakteristickém c&isle namisto
o charakteristické hodnoté.

Presto, Ze A je skalar z T, byva zvykem je] znaé¢it pismenem

alfabety.

) NA je zrejmé& tvorena vliastnimi vektory operatoru A prislus-

nymi A spolu s vektorem nulovym. Z definice 1 plyne NA¢{0} (jak?).

3) tento fakt lze snadno vyvodit pfrime z 2 - provedte.
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Zvolme nyni ve V bazi B. Uvazime-1i, Ze (A-AL,B)=(A,B)-AE (véta
1.12), mizZeme s vyuZitim shora uvedeného a véty 1.4 psat:

xeN & (A-AD) (x)=0 & {x}p[ (A, B)-AE]={o}y [(ﬂ\,fBJ—*AE]T{x}TEB:{o}% N

B B
& [(A,ﬂ)T—AE]{x}TfB#o}%.

Pravé ziskané vysledky shrrime do véty.

3.Véta Bud A Iinedrni operdtor na V, A necht je jeho nékterd
viastni hodnota. Pak plati:

(1) Ncc v, N = Ker (A-Al),

(2) je-li B nékterd baze V, pak x€V je vlastnim vektorem ope-
ratoru A prislusnym A, prave kdyz jeho souradnice v bdzi B jsou

netrividlnim resenim soustavy linedrnich homogennich rovnic o

matici (A, 8)T- AE

Vzhledem k ¢asti (1) uvedené véty je ndsledujici definice ko-

rektni.

4.Definice Bud A linearni operator, A néktera jeho vlastni
hodnota, Pak mnozina NA definovand vztahem (2-1) se nazyva viast-

ni podprostor linedrniho operatoru A prislusny vlastni hodnoté A.

Ze zavedeni N\ vyplyva:

5.Dusledek KaZdy vlastni podprostor linearniho operdtoru je

vzhledem k nému Iinvariantni.

Z véty 3 obdrzime:

6.Dusledek Bud A linedrni operdtor na V, Ae¥pech, B libovolna
bdze. Oznadime-1i (m,ﬂ)={a1j), pak vektor x, {x}B=(x1,...,xn),

nalezi vlastnimu podprostoru NA, prave kdyz

(a -A)x +a x+...+a x=0
11 1 21 2 nl n

n2 n (6-1)

..............................
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Nyni vysetrime, které hodnoty nalezi spektru linedrniho opera-
toru. Bud A linedrni operator, B néktera bize.

V souladu s definici 1 je AeT vlastni hodnotou operatoru A,
pravé kdyz existuje xeV, x#o, tak, ze A(x)=ax, coZ (viz 3) zname-
na, Zze homogenni soustava rovnic o matici (A,B)kaE ma netrivi-
4lni resSeni. Tento poiadavek je ovSem ekvivalentni nulovosti
determinantu matice soustavy - tj. detl (A, B)-AE1=0, co? lze dale
upravit (viz téZ def.2.14)

O=det [ (A,B) -AE]"=det [ (A, B)-AE}=ch,(1).")

Plati tedy tato véta:

7.Véta Bud A linedrni operator na V. Pak spektrum operdtoru A

. . v e C e . 5
Je rovnio mnozin€ koren jeho charakteristického polynomui.™ )

Vlastnimi hodnotami jsou tedy pravé ta AeT, pro néz je matice
(A,B)-AE=(A-Al,B) singularni. To znamena, Ze spektrum operétoru

lze také charakterizovat takto:

8.Véta Bud A linearni operdtor na V. Spektrum operdtoru A je
mnozina prave téch A€T, pro néZ operdtor BA-Al neni automorfizmem

prostoru V.

Prriklad A
Necht v jisté bdzi B prostoru V nad R je linedrni operdator A dan
matici A a operator B matici B:
3 0 2 1 -3 4
A= 1 1 14, B=1}14-7 8.
-1 0 O 6 =7 7

Najdéte vlastn{ hodnoty a vlastni podprostory operatoru A.

*) rovnice chm(x)=0 se obvykle nazyvd charakteristicka rovnice

linearniho operatoru A.

5 2 . . . . P .
) Pripomerime, ze o poc¢tu vlastnich hodneot lineadrniho operatoru

vypovidaji napr. dusledky 2.16 a 2.17.
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Reseni:

1.operéator A:
Nejprve nalezneme vlastni hodnoty operatoru A (véta 7). Jeho cha-
rakteristicky polynom chm(x)=chA(x) zni

chy (x)=det (A-xE)=(1-x) (x"~ 3x + 2)=-(x-1)°(x-2),

jeho koreny tvori PpecBA={1,2} (kofen 2 je jednoduchy a 1 je dvoj-
nasobny)
Nyni postupujeme dle disledku 6 - soustava rovnic (6-~1) pro NA ma

tvar:
(3-A\)u + lu - 1lu =
1 2 3

(1-A)u = 0.
2
20 + 1u - Aau=20
1 2 3
Tuto soustavu budeme resit nejprve pro A=1 (a obdrzime tak vlast-
ni podprostor N1) a pak pro A=2 (tim ziskame podprostor Nz):

e X=1 Matice soustavy zni:

2 1 -1
0O 0 0 j.
2 1-1

Vyresenim obdrZzime N1=[(1,O,2),(0,1,1)].

1 1 -1
0-1 0
2 1 -2

Vyredenim obdrzZime N2=[(1,0,1)].

® X=2 Matice soustavy zni:

Ovérme, Ze napr. pro {u}£=(1,1,3), uENl, plati A(u)=Au:
{M(UJ}B={U}BA=(1,1,3)A=(1,1,3), tj. A(u)=1u,

a napl*. pro {V}Bz(n,o,n) - VEN2 ~ obdrzime:

{A(v)}B={V}BA=(H,O,E)A=(ZH,O,2n)=2(n,0,n), tj. Alvi=2v.

2.operator B:
Analogicky jako v pripadé operatoru A zjistime, ze
chy(x)=(x+1)%(-x+3),
PpecB={-1,3} (koren 3 je jednoduchy a -1 je dvojndsobny).
Snadno zjistime (provedte!), ze:

N =[(-2,1,0)], N =[(1,~-1,1)].
1 3

Jiz jsme zminili prirozenou otdzku, zda tyz vlastni vektor

daného operidtoru muze nédleZet ruznym vlastnim hodnotam, coz
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zrejmé souvisi s otazkou obecnéjsi - je soucet rtznych vlastnich

podprostoru téhoz operatoru direktni?

9.Véta Bud'te Al,...,k navzajem ruzné vlastni hodnoty nékteré-—
r

ho linearniho operdtoru A na prostoru V. Oznacime-11i NA ,...,NA

prislusné vlastni podprostory, pak plati: ! T

N +...+ N =N &... e N .
A A A A
1 r 1 r

Dukaz:
Dukaz provedeme matematickou indukci pro r.

Pro r=1 je situace jasna. Predpokladejme tedy platnost véty
pro jisté r.

Bud'te Al,...,hr,h navzajem ruzné vlastni hodnoty operatoru A a
uvazujme (r+l)-tici vlastnich vektoru YooY Y nalezicich po

radé podprostorim NA ,...,NA ,NA s vlastnosti:
1 r

Yy +... +y + y=o. (9-1)
1 r

Odtud vyplyva:
Ay1+... +Ayr+ Ay=o. (9-2)

Zaroven ale mUzeme psat (proc?):
Ay +. . tAy + Ay=A(y )+.. +A(y J+A(y)=A(y +...+y + ¥),
171 rr 1 r 1 r
coz vsak vzhledem k (9-1) implikuje
A1y1+... +Aryr+ Ay=o.
Porovnanim pravé uvedeného vztahu s (9-2) obdrzime
(A=A )y +... +(A-A )y + (A-A)y=0, cCili
1 71 r°r
(A=A )y +... +(A~-A )y =o.
1 71 r r

Pritom (A—A1)¢O,...,(A—Ar)¢0, takze z induk¢niho predpokladu vy-
plyva y =...=y = o,
odkud diky (9-1) dostavame y=o, ¢imZ mame dokdzdno, Ze suma (r+1)
vlastnich podprostort NA yo..,N ,NA je skuteclné direktni. ]
1 r

10.Dasledky

(1) Kazdy vlastni vektor prislusi jediné vlastni hodnoté dané-
ho linedrniho operatoru.

(2) Vlastni vektory prislusné riuznym vlastnim hodnotam téhoZzZ

linedrniho operatoru jsou linedrné nezavislé.
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V prikladu A jsme si pov$imli, Ze dimenze vlastniho podprosto-
ru NA operatoru A byla pro jednoduchy koren charakteristického
polynomu rovna jedné, pro dvojnasobny dvéma a v pripadé operatoru
B byla tato dimenze rovna jedné pro jednoduchy i dvojnasobny
koren. Existuje néjaka obecnd souvislost mezi dimNA a néasobnosti

A jakoZto korene chm(x)?

Uvazujme linearni operdtor A, A necht je m-nasobny kofen
Chm(X) a d=dimNA. V tomto pripadé tedy
chm(x)=(x~A)m.q(x), kde g(x)eT[x],

(11-1)
pricemZz polynomy {(x-A) a q(x) jsou jiZ nesoudélné.
Bud <e1,..,ed> baze podprostoru N%. Dopliime ji na bazi B prostoru
V vektory e ,...,e .
d+1 n

Jelikoz A(e )=re , l=i=d, ma matice operatoru A v této bazi evi-
1

dentné nasledujici tvar:

s A
A DO 0 0o . 0
0 A . 0 0 0
00 A 0 0
as1,1 d+1,n
= a
nil nn

A-x 0 ... 0 0 0
0 A—=x... O 0 0
Chm(X) = 0 0O ...A=x| 0 ... 0 s
d+1,1 T d+1,n
- S, a -x
ni nn

a tedy chﬂ(x)=(A—x)d.h(x)=(x—A)d.H(x), h(x),h(x)eT[x]. Vezmeme-li
v uvahu (11-1), vyplyva odtud, Ze d neni vétsi nez m (proc?).

Odvodili jsme tim platnost nasledujici véty:

11.Véta Bud A linedrni operadtor na V, A jeho libovolnd vlastni
hodnota. Je-li m ndsobnost A jakoZto korene polynomu chm(x), pak

pro dimenzi prislusného vlastiniho podprostoru NA plati:

dimN\s m
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Poznamenejme, Ze uvedena dimenze neni obecné rovna nasobnosti

prislusného Korene -~ viz priklad A.

12.Definice Linearni operator A na prostoru V se nazyva diago-
nalizovatelny linearni operdtor, jestliZe existuje baze B prostoru

V tak, Ze matice (A,B) je diagonalni.

Najdéme nyni kriterium diagonalizovatelnosti operatoru.
@ Bud A diagonalizovatelny lineadrni operdtor a B=<e1,..,en> baze
pozadovanda v detf'inici 12.
Matice (m,£)=(ai_) je tudiz diagonalni a v souladu s definic{ ma-
tice operatoru pioto musi platit

Yi, 1=i=n; {M(ei)}g=aii{ei}£ - tedy

¥i, 1=i=n; A(e )=a e ,
i ii 1

coz ovSem znamenia, Ze e.-,€ Jjsou vlastnimi vektory operatoru A
n
prislusnymi po radé vlastnim hodnotam A1=a11,...,h =a
n nn
e Je-1i naopak B=<e1,..,e > baze tvorena vlastnimi vektory ope-
n
ratoru A prislusnymi po radé vlastnim hodnotam Al,...,h , Je z
n

prévé provedeného rozboru patrno, Ze matice (A,B) bude diagonalni
(s diagonalou tvorenou spektrem operatoru A) a A tudiZz diagonali-
zovatelny operator.

Plati tedy nasledujici véta.

13.Véta Linedrni operdtor A na V je diagonalizovatelny prave
tehdy, kdyZ existuje bdze prostoru V tvorend viastnimi vektory

operatoru K.

Zkoume jme nyni existenci baze tvorené vlastnimi vektory daného
operatoru A. Necht Specm={hl,...,hr}, NA e, NA jsou prislusné

vlastni podprostory. ! i

e Je-li A diagonalizovatelny, pak dle prede$lé véty existuje
baze B=<e1,..,e > tvorend vlastnimi vektory operatoru A.
n

Predpokladejme, ze jeji vektory jsou olislovany tak, ze
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el,...,ek prislusi vlastni hodnoté Ay
1
e yee.,€ prislusi vlastni hodnoté A _,
k +1 k 2
2
e s, € prislusi vlastni hodnoté A
kK +1 Kk r
r-1 r
Polozme k =1 a definujme podprostory M , M ... M takto:
[o] (1) (2) (r)
M(i)= [ek NERERRLN ], 1=i=r. (12-1)
i-1 i

Evidentné plati: M <N , 1l=isr. (12-2)

(1) A

Odtud, z (12-1) a z véty 9 dostavame:

V=M ©..eoM <N ..o N ,
(1) ()" T A
r

a proto zadnad z inkluzi systému (12-2) nemlZe byt ostra, neboli

a tudiz V=N &...N

® Predpokladame-1i obracené, Ze V je direktnim souctem vlagt-

nich podprostoru NA,.‘., Nx , predstavuje zrejmé baze sestavena
1 r
z jejich bazi bazi prostoru V tvorenou vlastnimi vektory opera-

toru A.

Uvedena fakta vyjadruje néasledujici véta, ktercu ovsem mlUZeme
také pokladat za disledek véty 3.9 - stejné jako vétu 13 (promy-

slete si).

14.Véta Linedrni operdtor A na prostoru V je diagonalizovatelny
pravé tehdy, kdyZz je prostor V roven (direktnimu) soudtu pravé

vsech svych vlastnich podprostort.

Odtud a z véty 9 plyne, Ze linedrni operator je diagonalizo-
vatelny, pravé kdyz soulet dimenzi jeho vlastnich podprostora je
roven dimV (proc?).

Uvazujme linearni operator A, fpecm={hl,...,hr}. Oznaclime~1i
n nasobnost Ai jakozto kofeng charakteristického polynomu chm(x),

P - I
plati ovsem Z n=n (15-1)

a dle véty 11 Vi,1l=i=r: dimNA =n_. (15-2)
1
i
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I

Plati-1i tedy Z dimNA = n, znamena to (s ohledem na (15-1)), Ze
i=1 i

ve vztahu (15-2) nenastane pro 2adné i nerovnost.®)

Obracené - nastane-1i vr(15—2) pro kazdé i rovnost, pak
r
) dinN = )n .
by i
i=1 i=1

I
To vsak implikuje Z dimNA =n, Jjen kdyz v (15-1) nastava rovnost,

i=1 i

i

coz je vsak obecné splnéno nad C, resp. nad algebraicky uzavienym

télesen.

Diagonalizovatelnost lze tudiZ popsat také takto:

15.Veta Je-1i linearni operdtor A diagonalizovatelny, pak pro
kazdy jeho vlastni podprostor NA plati, ze jeho dimenze je rovna
nasobnosti A jakozZto korene polynomu chA(x).

Pro linedrni operdtory na prostorech nad C plati i implikace

3 .7
obracend. ')

Z dikazu véty 13 a z véty 15 vyplyva:

16.Dasledek Diagondla matice operdtoru A v bdzi tvorené
viastnimi vektory operdtoru A je tvorena vlastnimi hodnotami,
jimZz jednotlivé vektory bdze po rade odpovfdaji.s)
Kazda =z vlastniho hodnot se pritom na diagondle vyskytuje

tolikrat, kolikandsobnym je korenem polynomu chm(x).

I r
) jinak bychom obdrzeli n= Z dimNA < Z n < n, coz neni mozné.
i=1 ioi=1
7) Ukazme, ze véta 15 obecné neni ekvivalenci:
Necht je dan operator A na R® v jisté bazi takto:
YT % y2=—x1,2y3= 0.
Jeho charakteristicky polynom (-x)(x“+1) md v R jediny koren A=0
. ! . . .. 3 %
nasobnosti 1, dale plati l=d1mN0, ale pritom NO¢R (provérte),

takze A neni diagonalizovatelny - obracenad implikace neplati.

8) tyto vlastni hodnoty samozrejmé nemusi byt navzajem ruzné.
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Ma-11i néktery linearni operator na V pravé n navziajem rdznych
n
vlastnich hodnot, jsou prislusné vlastni vektory linearné neza-

vislé (viz 10) a tvori tudiz bazi V. Z véty 13 tudiz plyneg):
n

17.Véta Md-1i charakteristicky polynom linedrnihoc operdtoru na
prostoru nad € pouze jednoduché koreny, pak je tento operator

diagonalizovatelny.

Tuto vétu zrejmé nelze obrétit - uvazme napr. identicky ope-

rator.

Z véty 17 vyplyva:

18.Dusledek Ma-1i charakteristicky polynom matice nad C pouze

Jednoduché koreny, pak je tato matice podobna diagondlni matici.

Pov&imnéme si operatord A, B v prikladu A - operator A je dia-
gonalizovatelny, zatimco operator B ne,

Nikoli kazda matice =z Mh(T) je tedy podobni nékteré diagondlni
matici. Kanonicky tvar, ktery bude reprezentovat kazdou z trid
podobnych matic (o némZz se hovori za vétou 1.36), bude tedy

,slozitéjsi”.

19.Poznamka Analogicky uUvaze provedené v pozndmce 3.12 miZeme
dospét k pojmu vlasini vekior, vlastni hodnota, vlastni podpro-
stor matice A z M (T):
n

e Plati-1i pro skalar A€T a nenulovy aritmeticky vektor xeT"

X.A = Ax |,

rekneme, ze A je vlastni hodnota matice A a x vlastni vekior ma-

tice A prislusny vlastni hodnote A.

¢ Podprostor NA v T,

N ={ xeT"; x.A=ax } |,

nazyvame vlastni podprostor matice A prislusny vlastni hodnoté A.

9 “ . . « . <<
) pro¢ uvazujeme téleso C komplexnich ¢isel?
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Vlastnosti vlastnich podprostort matic miZeme opé&t snadno

odvodit z vlastnosti vlastnich podprostoru linedrniho operatoru.
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5. Korenové podprostory linearniho operatoru

Uvahy této (a nasledujici kapitoly) budeme provadét pouze na
vektorovych prostorech nad € (nutnost poZadavku algebraické

uzavienosti télesa skalart pocéind vétou 14).

V souladu s vétou 4.3 muzZeme vlastni podprostor operatoru A
prislusny vlastni hodnoté& A psat:
NA={ xeV; (A-AD) (x)=o0 }.

Zobecnime nyni pojem vlastniho podprostoru nasledujicim zplsobem:

1.0znacéeni Bud A linedrni operadtor na V, A néktera jeho vlast-

ni hodnota. Pak symbolem RA budeme znadit nasledujici mnoZzinu:

R ={ xcV; 3meN: (A-A0)"(x)=0 } |. (1-1)

Evidentné NAE RA. Vysetrime nyni, zda je RA podrostorem ve V.

Bud'te U,VERA, pak dle 1 existuji r,seN tak, ze plati:
(A-A1) (u)=o Ak(A—hﬂ)s(v)=o.
Je jasné, ¥e plati-1i pro nékteré BeBnd(V), xeV, keN, Ze B*(x)=o,
pak také B"(x)=o, pro kadé heN, h=zk.
PoloZime-1i proto m=max{r,s}, plati
(a-a1)"(w=o A (A-A1)"(v)=o0,
odkud vyplYVélo):
o=(A-A1)" (W +(A-AD"(v)=(A-A1)" (u+v),
neboli (u+v)ERA.
Uvazujme nyni skalar teT. Pak (A-AD)" (tu)=t ({(A-A01)" (u))=to=o,
¢ili také (tu)GRA.
Jelikoz NAE RA, je in{o}.

Nésledujici tvrzeni tudiZz plati.

9 @a-an® je linearnim operéitorem na V
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2.Véta Bud A linedrni operdtor na V, A nékterd jeho vlastni
hodnota. Pak mnoZina RA definovand relaci (1-1) je netrividlnim

podprostorem ve V.

Nyni jsme opravnéni vyslovit nasledujici definici.

3.Definice Bud A linedrni operdtor na V, A nékterd jeho vlast-
ni hodnota. Pak

(1) podprostor RA definovany relaci (1-1) se nazyva korenovy
podprostor linedrniho operatoru A prislusny vlastni hodnoté A,

(2) nenulové vektory z RA se nazyvajil adjungované vektory Iline-
arniho operatoru A prislusné vlastni hodnoté A,

(3) je-li u adjungovany vektor prislusny A, pak prirozené &is-
lo m, pro néz platill)

(A-A01)™(w)=0 A (A-A1)" " (u)#o,

se nazyva rad adjungovaného vektoru u.

4.Poznamka Zrejmé rad kazdého adjungovaného vektoru je urcen

jednoznacné.

5.Poznamka Vlastni vektory linedrniho operatoru A prislusné A

jsou adjungovanymi vektory prislusnymi A radu 1.

Ke kazdému nenulovému vektoru z RA lze priradit jeho rad. Ma
takto vznikld mnozina radd Jjednotlivych adjungovanych vektoru
(tj. podmnoZzina v N) svij nejvétsi prvek? Tuto otazku zodpovi na-
sledujici véta, jejiz dukaz souCasné poskytne navod k nalezeni RA

pro jednotliva Ae¥pecA.

6.Véta Bud A linedrni operdtor na V a A jeho nékterd vliastni
hodnota. Pak existuje jediné meN tak, Ze plati:

(1) R ={xeV; (A-AD)"(x)=o},

(2) FyeR : (A-AD)" (y)7o.

11)jeho existence vyplyva primo z definice RA.
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7.Poznamka Tvrzeni véty 6 lze ekvivalentné vyjadrit takto:
Existuje meN tak, zZe plati:

(1) R =Ker (A-a1)",

(2) R #Ker (A-20)""",

Dikaz véty 6:
Je-11 RA=NA, pak zrejmé m=1. Predpokladejme tedy RAiNx'

Oznacéme pro v3echna ieN:

W = Ker(A-Al)', n =dinW _. (6-1)
(il) ,+11 (1)
ProtoZe VYieN: {(A-Al) (x)=o = (A-Al1)"""(x)=0}, mlZeme psat
VieN: W cW . (6~2)
(1) (i+1)
To ovsem znamena, Zze posloupnost LS prislusnych dimenzi

je neklesajici, pritom je vs$ak shora omezend (n &dimV), a tudiZ
1

existuje index k, k#1, od néjz je jiZ tato posloupnost konstantni,

tj. n=n _=n SN
k  k+t k+2

Oznaé¢ime-1i m nejmensi takovyto index, pak vzhledem k (6-2) plati

VieN: {i<m =W cW }a{izm=W =Wu _}.'9) (6-3)
(i) (m) (1)

(m)
Dle (6-1) je evidentni, ?e W < R_.
(m) P
Na druhé strané, pokud xGRA, pak dle 1 existuje ieN tak, ze
x<W , pak vsak dle (6-3) xeW .
(i) A (m)
Celkem tedy RA= W

W

t3. R;Ker(m—u)‘“. Vzhledem k tomu, ze

(m)’

- . PR m—-1
_ £0.
met) w(m), existuje yERA, pro néjz (A-Al)" ~(y)#o

Jednoznac¢nost existence ¢isla m plyne z jeho nalezeni. [ |

Uvazime~1i tvrzeni pravé uvedené véty (ve znéni bodu (1) po-

znamky 7) spolu s vétou 3.11 {(&emu je roven polynom f(x)?),plati:

8.Dusledek Kazdy korenovy podprostor linearniho operatoru je

vzhledem k nemu invariantni.

Jak jsme uvedli v souvislosti s definovanim pojmu kor'enového
podprostoru, jde o zobecnéni pojmu vlastni podprostor. Prave
formulovany dusledek ukazuje, Ze jde soucasneé o specialni pripad

podprostoru A-invariantniho.

12 . . . i s
) symbolem < rozumime ostrou inkluzi (vyluujici rovnost)
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Zavaznou skutecnosti je, Ze pravé systém korenovych podprosto-
rt daného linearniho operatoru A bude predstavovat vhodné vycho-
disko k rozkladu V na systém A-invariantnich podprostori a povede
ve svém dusledku k nalezeni kanonického reprezentanta tridy po-

dobnych matic (viz véta 13).

9.Poznamka Naskyta se prirozenad otazka, zda v posloupnosti

podprostora W

>

, W v _,...
(1) (2) (3)
sestrojené v dukazu v&ty 6 mlZe nastat rovnost koneéného poctu z

nich jesté& pred dosaZenim indexu m (fadu podprostoru RA), tj. zda

istuje jeN: W =W # W
ex Je J ()Y N GenT T Ge2)

(6-4)

Tato situace sice nemd vyznam pro provedeni zminéného dlkazu,
ale Jjeji existence by byla vaznou prekazkou pro uziti tohoto
dlkazu jako metody pro hledani radu korenového podprostoru

konkrétniho operatoru (prodé¢?).

Predpokladejme tedy, Ze jsme k danému Ae€ndV a AePpech sestro-
jili vySe uvedenou posloupnost podprostort definovanych (6-1) a
ze existuje jeN s vlastnosti (6-4).

Pro zjednoduseni zdpisu zavedme operator B: B=(A-Al).

(B(x)),

Zvolime-1i XGWLH2)=KerBj+2, pak plati o=[Bj+2(x)=[Bj+1

coz znaci, ze B(x)eKerB'ou .
(j+1)
To vsak dle (6-4) implikuje, ze

B(x)ew .=KerBj,
(i)

neboli O=BJ(B(X))=BJ+1(X), tedy xeKerBj+1=W(.+U.
j
Ukéazali jsme, 2¢ W _ < W |, a vzhledem k (6-2) proto plati
(j+2) (j+1)
=W Z J 6-4).
G ez coz je spor s ( )

Mame tudiZz zaruceno, Zze nejmens$i index j, pro néjz nastava

W =W , Je soucCasné indexem s vlastnosti W =W , Vi,izj a
(j) (j+1) (i) (j)

udava proto rad m korenového podprostoru RA (viz priklad A).

10.Definice Bud A linedrni operator na V a A jeho nékterda
vlastni hodnota. Pak ¢islo meN prirazené k RA ve vété 6 se nazyva

rad korenového podprostoru RA a znac¢i se m, .



58

Zaregistrujme, Ze rad podprostoru RA je nejvétsi z radu jednot-

livych adjungovanych vektoru prislusnych k A.

7 véty 6 dale vyplyva'>)

11.Dusledek Bud A linedrni operator na V, A jeho nékterd vlast-
ni hodnota a m rad korenového podprostoru RA. Je-1i B nékterd
bdze V, pak xeV ndlezi RA, prave kdyz jeho souradnice v bazi B

Jjsou resenim soustavy linedrnich homogermich rovnic o matici

(&, B)-AE)™)T

Priklad A

Necht v jisté bazi B prostoru V nad R je linearni operdtor A dan

1 -3 4
A= 4 -7 8 |.

6 -7 7

matici A;

Urcete korenové podprostory tohoto linearniho operatoru.
Reseni

Budeme postupovat tak, =~ Ze nejprve vySetrime spektirum
operdtoru, dale zjistime rady jednotlivych korenovych podprostoru
(uzijeme postup vyplyvajici z dukazu véty 6 a poznamky 9) a nako-
nec uzitim véty 6 (ve znéni (1) poznamky 7) najdeme jednotlivé

korenové podprostory.

1. ¥pec A: Znamym postupem (viz operator B, priklad 4.A)
zjistime Ppech={-1,3}.

2. Podprostory R_l, R3

a) podprostor R_1
Postupujeme dle ddkazu véty 6 - sestrojime posloupnost dimenzi

S dprostoru W W .
nl’nz podpr © (1} (2)

index s vlastnosti n =N V tom pripadé je korenovy podprostor
m .

., pricemz radem m je nejmensi

roven W .
(m)

13)analogicky odvozeni véty 4.3 (trividlné z véty 1.4).
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° n1=dimW“J=dimKer(m+D). Podprostor Ker(A+[) nalezneme TreSenim

T 14

soustavy homogennich lineadrnich rovnic o matici (A+E), ) tudiz

jeho dimenze n1=dimV~h(A+E):

2 -3 4
h(A+E)=h| 4 -6 8 |=2, tj. n =1.
6 -7 8

o n=dinv =dimKer (A+1)°=dimV~h(A+E)°

(2)
16 -16 16

(A+E)>= [ 32 -32 32 ], tedy h(A+E)°=1, tj. n_=2.
32 =32 32 2

o n3=dimW(3\=dimKer(m+ﬂ)3=dimV~h(A+E)3
}
Spotteme, e h(A+E)’=1, tj. n_=2.

Z pravé uvedeného je patrno, Ze Trad podprostoru R_1 je “L1=2
bot W =W d { =W = =...

(nebot (1)Cw(2) (3) a dle 9 plaZl w(3) (4) w(S) )
To znameni, ze R_1=W(2)=Ker(m+ﬂ) , takZe jej najdeme vyresenim
soustavy linedrnich homogennich rovnic o matici ((A+E)2)T.

. 1 2 2

((A+E)") '~ { O © O |,
0 0 O

takze R_1=[(2,0,~1),(O,1,-1)].

b) podprostor R3
Postupujeme zcela analogicky jako vySe:
° n1=dimw(1)=dimKer(ﬂ—3ﬂ)=dimV—h(A-3E)
obdrZzime h(A-3E)=2, tj. n1=1

° n2=dimw(2)=dimKer(A—3ﬂ)2=dimV-h(A~3E)2
obdrzime h(A-3E)%=2, tj. n =1

Rad podprostoru R, - tj.m_ - je roven 1.
Plati tedy, zZe R3=W(”=Ker(m—3ﬂ), najdeme jej proto vyresenim

soustavy linedrnich homogennich rovnic o matici (A—3E)T.
. -1 2 3
(A-3E) ~ o 1 14,
0 0 0O

coz znaci, ze R3=[(1,-1,1)].

14)tento fakt snadno odvodime z véty 1.4 (jak?)
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PovSimnéme si, Zze opravdu N_1§R_1, NagRa a dale, ze R3® R 1=V,

zatimco Na@ N 1¢V.

Véimnéme si nyni vyznamného direktniho komplementu korenového

podprostoru linearniho operatoru.

12.Véta Bud A linedrni operdtor na V, A jeho nékterd vlastni
hodnota, m, rad korenového podprostoru RA operatoru A. Oznacime-1i

M = Im(A-Al )",

pak plati V=R © M
A A

Dikaz:
Pro dcely dukazu pisme namisto m, jen m.
Ze vztahu (1) poznamky 7 a relace pro defekt homomorfizmu plyne:
dimR + dimM = n,
A A
a tedy pro dukaz tvrzeni 11 stac¢i ukéazat, Ze RAn MA Jje trivialni.
Uvazujme VERAﬂ MA.
Z toho, ze VEMA’ plyne: JueV; v=(A-Al1)"(u).
Jelikoz veR miZeme psat: .
A m m m 2m
o=(A-A1) (v)=(A-A1) ((A-A1) (u))=(A-A1)""(u),
coZz znamena, Ze uERA a nebot m je rad podprostoru RA, plati:
o=(A-A1)"(u)=v,

¢imZz je dokdzana trivialita priniku RAn MA. [
Primo ze zavedeni podprostoru MA a véty 3.11 vyplyva:

13.Véta Podprostor MA prirfazeny k linearnimu operdtotu A ve

vété 12 je vzhledem k A invariantni.

V zavéru predeslé kapitoly jsme ukédzali, 2Ze prostor V neni
obecné soudtem vlastnich podprostort téhoZ linearniho operétoru.
Systém korenovych podprostort libovolného Ilineadrniho operatoru

véak tuto vlastnost méd, jak ukdZe nasledujici vyznamnd véta.
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14.Véta Bud A linedrni operédtor na V. Pak je prostor V roven
direktnimu souctu prdvé vsech korenovych podprostori linedrniho
operatoru A.
Dikaz:
Provedeme matematickou indukci pro pocet r vlastnich hodnot ope-
ratoru A.

1. Necht r=1 - tj. Ppech={A}.
Mame tedy dokazat V=RA.
Dle véty 12 plati V=RA®MA, tudiz stadi ukazat MA={0}.
Predpoklade jme MA¢{0}. Oznacme B restrikci A na MA - jelikoz MA
je A-invariantni, je B linedrni operdtor na MA (zdtvodnéte).
V souladu s disledkem 2.17 (a vétou 4.7) mad operdtor B asponl jednu
vlastni hodnotu € a k ni prislusny vlastni vektor u.ls)
Pro vektor u tedy lze psat:

A(u)=B(u)=£u,

coz ovsSem znac¢i, Ze u je vlastni vektor operdtoru A a €& tudiz
jeho vlastni hodnotou - dle predpokladu $pech={A} tedy &=A. To
vSak implikuje, Ze u je vlastnim vektorem operatoru A prislusnym
A -t UENA. Vzhledem k tomu, zZe NASRA, dostavame uERA.
Zjistujeme tak, ze RAnMA je netrividlni, coZz je spor s vétou 12,

a proto MA={0}.

- 2. Predpoklédejme nyni platnost véty pro reN, tj. pro vsechny
operatory, jejichz spektrum md r prvku. _
Necht fpecm={hl,...,h ,AY. Bud MA= Im(m—hﬂ)mA, pak dle véty 12
r
V=R @ M . (14-1)
A A
Namisto m, pisme ddle jen m a rddy ostatnich korenovych podpros-

tortl operdtoru A oznaéme téZ jen m1,”.,m .
r

Oznacime-1i B=AIMA, tak B nalezi Snd(MA) (nebot MA je A-invari-
antni).

Nag&im cilem bude (nejprve) dokazat, ze 9pecB={A1,...,Ar},
nebot pak dle indukéniho predpokladu bude MA rozlozitelny na sumu

korenovych podprostort operdtoru B.

15y prats tedy u#o.
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Necht €e¥pecB, v necht je prisludny vlastni vektor (veMA). Pak
mizeme psat: A(v)=B(v)=€v,
to ov8em znamena, Ze v je vlastni vektor operdtoru A a & tudiz
nalezi ¥pech. MbZe byt £=a7? Pak by v nalezelo NAERA, coz ovsem
vzhledem k trivialité pruniku RAnMA neni mozné.
Proto tedy Ee{hl,...,hr}, neboli 9pecB§{A1,...,Ar}.

Bud nyni §€{Af...,hr}, v necht je prisludny vlastni vektor
operatoru A, tj. A(v)=Ev (14-2)

Ukazeme-11i, Ze VGMA, obdrzime, Ze v je vlastnim vektorem ope-
ratoru B prislusnym k &, a tim &£e¥pecB.
Jelikoz €#A, jsou polynomy (x-A)" a (x-£) nesoudélné, je jejich
nejvétsi spoledny délitel roven 1, a existuji tedy polynomy p(x),
q(x)eCl[x], tak, ze plati

PO (x-2)™ (x=€)g(x) = 1.7°)

Dosadime-1i do obou stran této rovnosti operator A, dostavame

p(A) (A-AD)™+ (A-E1)q(A) = 1|

16

a s jeho vyuzitim miZeme vektor v psat takto:
v=01(v)=(p(A) (A-A1)"+ (A-E0)q(A)) (v)=
=((A-A1)™) (p(A) (V) + g(B) ((A-€1) (V).

Vzhledem k tomu, Ze (B-£01)(v)=A(v)~-Ev=Ev-£v=0 (viz 14-2), miZeme
vektor v ddle psat ve tvaru v=((8-A01)")(p(A)(v)), coz ale znamena
velm(A-A0)"=M .

Nasledkem toho B(v)=A(v)=Ev,
a tedy € je vlastni hodnotou operatoru B.

Mame tak dokazano, Ze ypecBm{Al,.,.,Ar}.

Oznacme nyni Kx s s KA prislusné korenové podprostory ope-
1 r
ratoru B. Nasim cilem prirozené je ukazat, Zze jde o korenové pod-

prostory operdtoru A (proc?).
Zvolme 1, 1=isr,

Protoze B=A\MA, tak zrejmé KA c RA

i i

Je-1i xeR, , pak: (A-a 1)"1 (x)=o0. (14-3)
. 1

1

16)Samozﬁejmé bychom mohli psat i p(x)(x-2)"+ g(x)(x-€) = 1

a po dosazeni vyuZzit zaménnosti operétort dle véty 1.32.
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Vzhledem k tomu, 2ze A¢Ai, jsou polynomy (x-A)" a (x—Ai)mi nesou-
délné a existuji proto polynomy f(x),g(x)eC[x], tak, Ze plati
£ (x=2)" + (k=2 )™ g(x) = 1.
Dosazenim operatoru A do obou stran této rovnosti obdrZime
£ (A-AD™ (A2 D" g(B) =1,
a tudiZz mGZeme pro vektor x psat:
x=1(x)=(f(RA) (A-A1)"+ (M—Aiﬂ)mi g(A))(x)=
=((A-ADT (F(D) () + g(M) ((A-2 D1 (x))
a s vyuzitim (14-3) dale
x=(A-A1)") (£(A) (%)),
neboli x€Im(m—Aﬂ)m=Mk.
Protoze XEMA, plati B(x)=A(x), coz spolu s (14-3) implikuje
o=(A-A D" (x)=(B-A 1" (x),

nasledkem cCehoz xEKA.
i

Dokazali jsme tim, Ze KA = RA , 1=i=r.
i i

Nyni vyuzijme indukéni predpoklad aplikovany na operator B na
prostoru M, dédle relaci (14-1) a pravé dokazany fakt:

by
V=MeR=(K ©...¢K JeR=R_o...¢ R_ @ R_.
A by by by PR by by
1 T 1 T
Tim je diukaz véty 14 proveden. n

Platnost této véty ilustruje priklad A.

Poznamene jme vyslovné, zZe z této véty nijak nevyplyva, ZzZe by
kazdy vektor z V mél byt adjungovanym vektorem k danému linearni-
mu operatoru. Tak je tomu obecné jen v pripadé, o némz hovori na-

sledujici duasledek.
15.Dasledek [Linedrni operdtor A na V md jedinou vlastni hodnotu
A, pravé kdyz je V roven korenovému podprostoru operdtoru A pri-

slusnému vlastni hodnoté A.

Véta 14 md i daldi dusledky' ')

17)srv. s dusledkem 4.10
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16.DGsledky

(1) Kazdy adjungovany vektor prislusi jediné vlastni hodnoté
daného lineadrniho operdtoru.

(2) Adjungované vektory prislusné riuznym vlastnim hodnotdm

téhoz linedrniho operdtoru jsou linedrné nezavislé.

17.Poznamka Je-1i dan linedrni operdtor A na V, Ypecl=
={A1,...,A }, pak dle véty 14 je vektorovy prostor V roven direkt-
r

nimu souctu korenovych podprostora RA,...,RA daného linearniho
1 r
operatoru A, pricemz tyto podprostory jsou A-invariantni (véta

8). Sestavime-1i tedy bazi B prostoru V z bazi 81""’Br jednot-
livych korenovych podprostord, bude matice operatoru A v bazi B

blokové diagondlni (véta 3.9)

(A, B)=| O A2... 0

a matice A1""’A jsou maticemi restrikci operatoru A na jednot-
r

livé korenové podprostory, tj. A.=(A[RA ,B ), 1l=i=r. Na téchto
1 1
1
podprostorech méa operator AIRA vzdy Jjedinou vlastni hodnotu A,
. 1

1

(duasledek 15).

Budeme-1i se snazit najit kanonicky tvar matice operatoru a
kanonickou bazi, ucinime tak proto nejdrive pro operatory, které
na vektorovém prostoru maji jedinou vlastni hodnotu a pak snadno

zkonstruujeme kanonickou bazi v obecném pripadé.

V zavéredné d&asti této kapitoly stanovime vyznam exponentt v
rozkladech charakteristického a minimalniho polynomu na koTenové

¢initele (srv. 2.24).
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18.Lemma Bud A linedrni operdtor na V, ypecm={% Lo, A}, 22,
r
Oznacme m rad korenového podprostoru R , J=1,...,r, a definujme

polynomy f (x), f (x),. fr(x) vztahy j

f(x) =1 (x—x_)mj, 1=i=r. (18-1)
1 1 J
_]?‘:1
Pak plati RA = Im £ (A), 1=i=sr.
1
i

Dikaz:
Zvolme i, 1=i=r.
® 7 konstrukce (18-1) plyne,Ze polynomy fi(x) a (x—Ai)mi jsou ne-
soudélné a existuji tudiZz polynomy p(x),qg(x)e€T[x] s vlastnosti
(x—Ai)mi p(x) + g(x) fi(x) =
Dosazenim operdatoru A dostavéame:
(M—Aiﬂ)mi p(R) + q(B) £ (A) = 1.
Uvazujme nyni libovolny vektor xeRA . S vyuzitim predchazejici
rovnosti jej lze vyjadrit takto: !
X=H(X)=((A—Riﬂ)mi p(B) + q(B) £ (M) (x)=
=p(R) (A=A D"1(x)) + £ (R (q(A)(x)).
ProtoZe (A—Aiﬂ)mi(x)=o (pro&?), muZeme psat x=fi(m)(q(m)(x)), coz
ovSem znaci, ze xEImfi(M),
a proto RA < Imfi(m).

i

e Bud nyni xelmf (A) - existuje tedy yeV tak, Zze
1

x=fi(m)(y). (18-2)
S ohledem na vétu 14 lze y psat jedinym zpUsobem ve tvaru
y=y1+y2+. .. +yr, kde thR/\h, 1=h=r. (18-3)

Zvolme nékteré h#i a spoc¢téme nyni f.(M)(yh), pricemz rovnost (x)
1

je dusledkem zaménnosti dosazeni operatorl dle véty 1.32:

f (M)(y )— T (A- A 1" )[((M—Ahﬂ)mh) (1 (M—Ajﬂ)mj)](yh)=
13T 1ET
= (<H<(A—Ajﬂ)j)((m—xhﬂ)h(yh)L
i

avéak (M—Ahﬂ)mh(yh)=o (prod?), a tudiz
Vh, h#i, 1<h=r: f,(m)(yh)=o. (18-4)
1
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S vyuzitim rovnosti (18-2) a (18-3) zjisfujeme, ze
x=f (A Z y) = £ (R)(y + Z y) =f (M)(y) + z £ (A)(y)
i h i i h i i i h
1=h=r 15§§r 1$2§r
h#*i h+*1
a koneéné, s ohledem na (18-4),

x=fi(ﬂ)(yi). (18-5)

Dle predpokladu yieRA , ktery dle 8 je A-invariantni a dle véty
i

3.3 ovsem taktéz fi(ﬂ)—invariantni - (18-5) proto implikuje

x€R |, neboli Imf (A)SR .
2 i A,

Dokazali jsme tak rovnost Imfi(m) a R} pro kazdé i, 1=isr. L

i

Zkoume jme nyni vyznamy jednotlivych exponentu v rozkladu mini=-

malniho polynomu na korenové ¢initele.

Uvazujme linedrni operator A na V, Ppecﬂ={h1,...,h } a oznacme
T

m_ 1ad korenového podprostoru RA , J=1,...,r.
3

J
S ohledem na vétu 2.23 (dusledek 2.24) a ovSemze téz 4.7 lze

minimdlni polynom operatoru A psétls):
_ _ m$ _ m? _ m,
mm(x)—(x Al) 1. (x Aa) 2...(x Ar) r.
Uvazujme dale polynom

f(x)=(x-h1)g1.(x~h2)g2...(x—hr)gr

a hledejme podminky, které mnmusi 818,58 splnovat, aby f(x)
r

byl minimdlnim polynomem operdtoru A - viz definici 2.1.

Polyncm f(x) je zrfejmé normovany, zabyvejme se nyni pozadavkem
f(A)=0.

Studujme operitor £(a)=T (A-a 19,

i< j
1=5jZr

Zvolme libovolné xeV, dle véty 14 jej lze jednoznacné psat ve

tvaru
X=X +X +...+x , kde x €R , 1=<h=r. (19-1)
1 2 r h X

h
Hodnotu f(A)(x) lze pak psit

- _ g, —
FOA)(x)=( T (A-x 1)%5)¢( Z x ) = Z

1<j=r ° 1<R=r 1=

(1 (ﬂ-\—?\jﬂ]gj)(xh) (19-2)
1

=j =r

18 p . oy Y s cxx P
) exponenty musime samozrejmg oznacit odlisné od rada Myye.,m .
. r
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Vzhledem ke skutecnosti thRX', 1=shs=sr,
“h
(A—Ajﬂ)mh)(xh)=o (19-3)
bude s vyuzitim =zaménnosti operdtortd vzniklych dosazenim do

polynomu (véta 1.32) uzitelné vztah (19-2) déle upravit takto:

f0 =Y [((ﬂ—hhﬂ)gh%( T (12\~A_[l)gj)](xh) (19-4)
h

=r lf;ﬁr

g, g
Z [ T (A2 1) J][(A—Ahn) h(xh)].

=< <3<
r 1j35hr

tj. f(A)(x)

QOdtud je patrno, ze polozime-11i
g1=m1, g2=m2,..., gr=mr, (19-5)
bude s ohledem na (19-3) hodnota f(A){x) rovna nule, neboli f(A)

bude operator nulovy.

Zbyva vysSetrit, zda lze stupen polynomu f(x) snizit, ¢i nikoli
{podminka (3) definice 2.1).
Z toho, Ze f(RA)=0, plyne dle 2.3 mm(x)[f(x), coZ vzhledem k

nesoudélnosti polynoml (x—Al), (x—kz),.,., (x-A ) znadi, 2e:19)
r

1=m’=m , 1=j=r.
b
Necht nadile rz2.
Predpokléadejme, Ze pro jisté h je m;<mh, a zkonstruujme polynom
g(x):
g(x) = (T (x-2)"3) (x-2 )", (19-6)
1=<3j=r J h
T#h
coZz lze dale upravit na tvar
g(x) = (T (x-A )"y (1 (X—A.)mj)(x~hh)mh =
§< =3=
1-]§*Hr 1j*hr

= (1 (x—A_)wme) m&(x).
1=i%r J
j*h

Odtud evidentné plyne, ze g(A)=D.

%y yzhledem k (19-5) je f(x)= T (x—Aj)mj

1Sj=r
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Bud x néktery vektor z V a spo&téme hodnotu g(RA)(x). UZitim
véty 1.32 vyplyva z (19-6):
g(A)(x) = [( I (m—aju)mj)o((m—Ahu)mé)](x) -

1=i=<r
j*h

= ((lA-A u)“‘ﬁ][ T (/A-A_n)“‘j)(x)],
h J

1J$'§r
neboli (viz (18-1)):
g(A)(x) = [(m—ahu)"‘i\] [fh(m)(x)]. (19-7)

K tomu, abychom predpoklad m;<mhdovedli ke sporu, postac¢i nalézt
xeV tak, aby g(A)(x)+#o.

V podprostoru RA jisté existuje y, jehoz rad je praveé m (viz
h
véta 6). Protoze operator fh(m) je surjekci V na RA , lze k y na-
h
16zt xev:?°) y=f (B)(x).

Dosadime-1i pravé tento x do (19-7), dostavéame (pro&?)

g(RA)(x) = ((A—Ahu)mé)(y)¢o,

coz je ovSem spor s vySe odvozenou nulovosti operdtoru g(A). Tim

jsme ukazali, ze m;=mj, 1=j=r,
v disledku &ehoz mm(x)=f(x)= T (x-2)".
1sjsr

A jak tomu bude v pripadé r=1, tj. Ppech={A}7?
V tomto pripadé je szz (dle 15), tedy
f(x)=(x-2)"» a mm(x)=(x—A)mh

Piedpoklad m’<m vede s ohledem na vétu 6 ke sporu evidentné.
Tim je dokdzana platnost nasledujici véty:

19.Véta Bud A linedrni operdtor na V, 9pecm={A1,...,Ar}, a o-
zZhacme mj rad korenového podprostoru prislusnému Aj ,j=1,...,r.

Pak pro minimdlni polynom linearniho operdtoru A plati:

- _ m _ m _ m
mm(x)—(x Al) 1. (x% Az) 2... (% Ar) r.

20)odtud je patrno, pro¢ v lemmatu 18 byly zkoumdny pravé poly-

nomy tvaru (18-1) a obraz operatoru fi(m).
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. Lo.21
Z véty 19 vyplyva: )

20.Dusledek Bud A linedrni operdtor., JestliZe je jeho minimédlni

polynom zapsan ve tvaru

m (x)=(x-t )%. (x-t )%... (=t )%,
A 1 2 r

kde tl,...,t €C jsou navzajem ruzna, pak
r
(1) {tl,...,tr}=$pecﬂ,
(2) pro i=1,...,r uddvad g, radd korenového podprostoru Rt.

i

Zabyvejme se nyni exponenty v rozkladu polynomu charakte-

ristického.

Uvazujme lineadrni operdtor A na V. V pripad&, kdy ma A jedi-
nou vlastni hodnotu A, 1lze jeho charakteristicky polynom psat
chy (x)=(=1)" (x-1)",
protoze stupen charakteristického polynomu je roven dimV.
Necht fpecﬂ={h1,...,hr}.
Vime, ze restrikce operatoru A na néktery z jeho korenovych
podprostoru RA ma Jjedinou vlastni hodnotu - totiz A (dusledek 15}.

Sestrojme tedy prisiusné korenové podprostory RA ,...,RA a
1 r
jejich baze Bl,...,ﬂ , Z nichz sestavime bazi B prostoru V.
r

Z divodu shrnutych v poznamce 17 ma matice (A,B) tvar

Al o . 0
(A,B)=| 0 A o |,
0o 0. A
r
pricemz A_=(A!R} ,B ), 1sisr.
1 1
i
Rady matic A1""’A tedy jsou po radé rovny dimenzim podprostoru
r
R ,...,R - oznaéme je postupné n ,...,n .
A A 1 r

1 r

21)jak Jje Znamo z algebry, lze totiz za dale uvedenych podminek

vyjadrit polynom my jednoznaéné.
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Vzhledem k tomu, Ze matice (A,B)-xE znizz)

Al—XE1 o ... O
(A,B)-xE = 0 A2—XE ... 0O

...................

muzeme psat (viz téz 3.10)
ch, (x)=det((A,B)-xXE) = det(A -XE )det(A -xE_)...det(A —xE ).
A 1 1 2 2 r r
Zvolme i, 1sisr. Jelikoz Ai=(/A!RA ,B), je zrejmé det(A —xE )
1 1 1
i
charakteristickym polynomem operatoru m.=A}RA . A je oviem
1 1
i
operator na prostoru dimenze n, majici jedinou wvlastni hodnotu A,
1

a tudiz jeho charakteristicky polynom zni
(-1)"1(x-a )™,
1
Charakteristicky polynom operatoru A lze nasledné& psat
ch (x)=(-1)"1(x-2 ). (-1)"2(x=2_)"2... (-1)"r (x-2 ) "r.
A 1 2 r
Odvodili jsme tedy platnost tohoto tvrzeni:
21.Véta Bud & linedrni operdtor na V, ?pecﬂ={l1,...,h }, a o-
r

znacme n_ dimenzi korenového podprostoru prisiusnému A ,1=<j=r.
j j

Pak pro charakteristicky polynom linedrniho operdatoru A plati:

n

ch ()=(-1)"(x-a )™1. (x=a "2. .. (x-A )"r.
A 1 2 r

Z této véty dale plyne:

22.Dusledek Bud A linedrni operdtor. JestliZe jeho charakte-

risticky polynom je zapsén ve tvaru

IPSIPEY DR 4+ 9 ITERY:
chm(x)—( 1) (x tl) 1. (x tz) 2...(x tr) r,

kde t1""’t €C jsou navzajem ruznd, pak
r
(1) {ti,...,tr}=ypecm,
(2) pro i=1,...,r uddva g dimenzi korenového podprostoru Rt'
1
i
22

JE, znac¢i jednotkovou matici radu n,
1 1
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Uvazime-1li, Ze minimalni polynom vZzdy déli polynom charakte-

risticky, dostavame tento disledek vét 19 a 21:%%)

23.Véta Bud A linedrni operdtor na V. Pak pro libovolny z ko-
renovych podprostort linedrniho operdtoru A plati, Ze jeho Fid je

nejvyse roven dimenzi tohoto podprostoru.

Priklad B

Necht v jisté bazi B prostoru V nad R je linedrni operator A dan

1 -3 4
A = 4 -7 8 |,

matici A:

6 -7 7
Dale jsou dany vektory u, v, w, z:

{uhg=(-2,1,0), {v}5=(2,1,-2), {ulgp=(1,-1,1), {z}5=(1,0,0).
Rozhodnéte, zda jde o adjungované vektory operatoru A a v kladném
pripadé stanovte jejich rad.

Reseni
Nejprve nalezneme vlastni hodnoty operitoru A: 9pecﬂ={—1,3}.24)
Dale budeme pokracovat dle definice 3 - pro jednotlivé vlastni
hodnoty. .
Budeme proto zjistovat hodnoty operéatoru

(A+1), (A+1)%, (a+0)°,

(a-31), (Aa-30)%, (a-31)°,

na jednotlivych vektorech az do okamziku, kdy vysledkem bude vek-
tor nulovy.
Bude tento algoritmus bude mit konec¢ny pocet krokit - je timto po-
stupem tato dUloha viubec Tresitelnd? ProtoZe rad adjungovaného
vektoru nemiZze prevygit dimenzi prostoru (véta 23), vede pravé

nastinény postup skutecné po konedném poctu kroka k cili.

23y viz dusledek 2.24

24)viz priklad 4.A, operator B
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1. a=-1
Matice operatoru A-Al=A+1 je
2 -3 4
A+E={ 4 -6 8 |.
6 -7 8
Pocitejme nyni hodnoty operatorua {(dle véty 1.4)
(B+1), (a+1)%, (a+1)°,

postupné na vektorech u,v a w.

e vektor u
{(A+ﬂ)(u)}B=(u}£(ﬂ+ﬂ,B)=(-2,1,0)(A+E)=(O,O,O),

tj. u je adjungovany vektor radu 1 prislusny A=-1.7%)

e vektor v
{(A+ﬂ)(v)}ﬂ=(1,1,0)(A+E)=(—4,2,0)¢(0,0,0),
tudiz pokradujeme hodnotou (A+D)Z(v)=(a+1) ((A+1) (v)) - tedy
{(A+1)% (V) }={ (A+1) (v) ), (A+E)=(-4,2,0) (A+E)=(0,0,0),

coz znaCi, Ze v je adjungovany vektor raddu 2 prislusny a=-1.

e vektor w
U tohoto vektoru zjistime, Zze (A+0)(w), (ﬂ+ﬂ)2(w), (A+ﬂ)3(w) jsou
nenulové, tudiz dle véty 23 i dalsi mocniny operatoru A+l na w
jsou nenulové a nejednd se tudiZ o adjungovany vektor prislusny
A=-1.

Stejny vysledek obdrzime i pro vektor =z.

2.A=3

Vektory u,v jiz vysetrovat nemusime (viz dusledek 16).

} |

Ziistime, Ze (A-30){w)=0 - w je adjungovany vektor radu 1 pri-

Matice operéatoru A-Al0=A-31 je
-2 -3

A-3E = | 4-10

s

=00

e vektor w

slugny A=3.°%)

e vektor z

Zde zjistime, Ze Z2e (A-31)(z), (A—3H)2(Z), (a-31)>(2) jsou nenu-

%) tj. vlastni vektor pfisludny A=-1 - srv. s pfikladem 4.A!

26y tj. vlastni vektor ptislusny A=3 - viz opét priklad 4.A
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lové, nejednd se tudiz ani o adjungovany vektor prislusny A=3.

Pokud bychom nalezli korenové podprostdry operatoru A (viz
priklad A), mohli bychom nejdrive vylouc¢it ty vektory, které
nenalezi Zadnému RA (zde vekpor z) a u ostatnich nejprve urcit,
kterému z RA nalezi - napr. WGR3 a nema tedy smysl zjigtovat ho-
dnoty mocnin operatoru (A+0) na w.

Povsimnéte si, Ze opravdu u,veR_l, jakoz 1 toho, Ze jejich rad

neprevysuje dimenzi R .

24 .Poznamka Stejné jako v pripadé invariantnich a vlastnich
podprostort mazeme i zde - s vyuzitim postupt unedenych v poznam-
ce 3.12 -~ zavést pojmy korenovy podprostor, adjungovany vektor

matice A z M (C):
In

e Bud A nékteri vlastni hodnota matice A. Pak podprostor RA

n

v ch, R ={ xeC”; 3meN: x(A-AE)"=o0 }

nazyvame korenovy podprostor matice A prislusny vlastni hodnoté A,

@ nenulové vektory =z RA se nazyvaji adjungované vektory matice

A prislusné vlastni hodnotée A,

e je—-li u adjungovany vektor prislusny A, pak prirozené cislo

m, pro néz plati .
u(A-AE)"=0 A u(A-AE)" '#o,

se nazyva rad adjungovaného vektoru u,

(@23
=
4]
—
(@]

® bud A ndktera vlastni hodnota matice A. Pak prirozené
m s vlastnostmi

(1) R ={x=C"; x(A-AE)"=o},

(2) 3yeR : y(A-AE)" '#o,

se nazyva rad korenového podprostoru RA.

Vlastnosti korenovych podprostord matic snadno nalezneme 2z

vlastnosti kotfenovych podprosteort linearnich operatoru.
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6. Jordanova baze prislusna linearnimu operatoru

Uvahy této kapitoly budeme proviadét v prostorech nad té&lesem
komplexnich ¢&isel (postaduje pozadovat algebraickocu uzavrenost
télesa skalara).

Nalezneme zde konstrukci kanonické baze prostoru V vzhledem k
danému linedrnimu operatoru, tedy baze, o niz jsme se zminili v

podkapitole 1.4.

6.1 Uvodni poznimky

V této Gvodni ¢asti zavedeme nékolik pojmb, které =zjednodusi
naSe vyjadrovani oproti Jjazyku teorie {faktorovych vektorovych

prostorﬁ.lj

1.Definice Bud V vektorovy prostor nad T, W jeho podprostor,

u,...,u vektory z V. Rekneme, ze%)
m
(1) vektor xe€V je linedrni kombinaci vektoru u,....u modulo
m
W, jestliZze existuji skalary t1""’t €T a vektor yeW tak, ze
m
x=t u + + tu+ 3]
11 077 mmy’
(2) vektory u,...,u Jsou linedrné nezavislé modulo W, vyply-
m
va-1li z tu+...+ tueW, ze t=...=t=0. V opaéném pripadé
11 m m 1 m
rekneme, Zze vektory ul,.”,um jsou linearne zavislé modulo W,
(3) vektory u,.-.,u generuji prostor V modulo W, lze-1i kaz-
m
dy x€V psat jako linedrni kombinaci vektort u,...,u modulo W,
m

1) tato teorie v kurzu linearni algebry predchazi linearnim ope-

ratorum. Ostatni ¢tenari ji naleznou napf. v [11].
%) ve végech pripadech lze uzit téz obratu vzhledem k W

3) neboli x-(tu+...+ tu )eW
11 m m



6. JORDANOVA BAZE 75

(4) vektory u,..u tvori bazi prostoru V modulo W, jsou-1li
u,...,u jsou linearné nezavislé modulo W a generuji-li V modu-
m
lo W.

(5) prostor V md modulo W dimenzi m [znalime m=dimV(modW)]

existuje-1i m-Cclenna baze V modulo W.

Vzhledem k tomu, Ze o nalezi libovolnému podprostoru, plati:

2.Véta Bud'te x, u, .U vektory z V. Pak plati:
m
(1) je-1i x linedrni kombinaci vektora u,...,u, pak je
m

Jjejich linedrni kombinaci modulo W pro libovolny WEEV,

(2) jsou-1i u,.eeu linedrné nezavislé modulo W pro néktery

WeeV, pak jsou linedrné€ nezavislé,

(3) jsou-1i u,...,u linearné zdvislé, pak jsou lineadrné za-
m

vislé modulo W pro libovolny WSeEV.

Uvedme nyni definici 1 nové zavedené pojmy do souvislosti se

znamymi pojmy teorie faktorovych vektorovych prostora.

Uvazujme WeceV.
® Vektor x€V je linearni kombinaci vektoru u,...,u modulo W,
m
pravé existuje-1li yeW a t1""’t €T tak, Ze:
m
x=t1u1+...+ tmum+ y.
Uvazime-1i nasledujici retézec ekvivalenci
x=tu+...+tu+yex-(tu+...+ tu)eW &
11 m m 11 m m
e x=(tu+...+ tu) (modW) & x+W=(t u +...+ t u )+W &
11 m m . 11 m m
& x+W=(t u +W)+. ..+ (t u +H) & x+W=t (u +W)+.. .+ t (u +W),
11 m m 1 1 m m
je patrno, ze vektor x je uvazovanou linearni kombinaci tehdy a
jen tehdy, je-1li linearni varieta x+W linearni kombinaci variet
u +tW,...,u +¥H.
1 m
® Budte u,...,u vektory Va t ,...,t eT.
1 m 1 m
Pak mGZzeme psat:
tu+...+tueW & (tu+...+ tu)+tW=o0tW &
11 m m 11 m m
© t (u+H)+...+ t (u +W)=o0+W,
1 1 m m

¢ili variety (u1+W),...,(u +W) jsou linedrné nezidvislymi elementy
m
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faktorizace V/W, pravé kdyz u,...,u jsou linearné nezavislé
m
modulo W.
o UvazZme u,...,u generujici prostor V modulo W. Pak lze 1li-
m

bovolny xeV psat ve tvaru x=t1u1+...+ tu+y, yeW, coz je
m m
vSak ekvivalentni tomu, ze x+W=t1(u1+W)+...+ t (u +W), coz znacdi,
m m
ze variety (u1+W),...,(u +W) generuji faktorovy prostor V/W.
m

Obracena implikace je zrejma.

Zjisténa fakta shrime ve vétu (&asti (4),(5) jsou trividlnimi

dusledky predchozich)

3.Véta Bud V vektorovy prostor nad T, W jeho podprostor,

u,...,u vektory z V. Pak plati:
m
(1) vektor x€V je linedrni kombinaci vektort ul,...,u modulo
m
W s koeficienty tl,...,tmeT, pravé kdyZz linedrni varieta x+WeV/W
Je linearni kombinaci variet u1+W,...,u +W s tymiz koeficienty,
m
(2) vektory u,...,u Jjsou linedrné nezavislé modulo W, pravé
m
kdyZ jsou linedrné nezdavislé linedrni variety u1+W,.,.,u +W,
m
(3) vektory u,...,u generuji prostor V modulo W, pravé kdyZz
m
linedrni variety u1+W,...,u +W generuji prostor V/W,
m
(4) vektory u,....u tvori bazi prostoru V modulo W, pridvé
m
kdyz linearni variety u1+W,...,u +W tvori bazi V/W,
m

(5) prostor V md modulo W dimenzi rovnu dimenzi faktorového

prostoru V/W.
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6.2 Podprostory cyklické vzhledem k linearnimu operatoru

4.Definice Bud A linedrni operator na V. Baze <e1,...,e > se
n
nazyva baze cyklickid vzhledem k linedrnimu operidtoru A, existuje-

1i AeC tak, Ze plati:”)

Ale )=Ae + e 1=i=n-1,
1 1 1
Ale )=2re
n n
5.Poznamka Podminky definice 4 pro bazi <e1,...,e > jsou zrejmé
n

ekvivaletni nasledujicim:

e =(A-A0)(e _)=(a-A0)"""(e ), 2=isn,

o=(A-A1) (e )=(A-A1)"(e )
n 1
6.Poznamka Z predchoziho plyne, 2ze e Jje adjungovany vektor
rdadu n a e Jje vlastni Vektors) operatoru A prislusny vlastni
hodnoté A.
Obecnéji - lze nahlédnout, Ze vektor e 1=i=n, je adjungova-

nym vektorem radu (n-i+1) 6)

V dalsim ukdzeme, 2e pravé pomoci cyklickych bazi je moZné

zkonstruovat pro dany operator baze kanonické.

7.Véta Bud A linedrni operdtor, A nékterd jeho vlastni hodno-
ta. Pak pro kazdy adjungovany vektor u operdtoru A rddu m pri-
slusny A plati, Ze vektory
u, (A-AD)(u), (A-aD%),..., (A-21)""(u),

. I P 4
jsou linedrné nezavislé. )

) neboli Ale )J=Ae + e , Ale )J=Ae + e ,...,Ale )=Ae + e a
1 1 2 2 2 3

Ale )=he

n n

o této bazi budeme téZ hovorit jako o bdzi A-cyklické.

) tj.adjungovany radu 1

) zfejmé (A—Aﬂ)n_i+1(ei)=(M—Aﬂ)n(e1)=o, (M—Aﬂ)n_i(ei)=e 0.

n

) vétu 5.23 lze tudiZz vyvodit i odtud (pro&?)
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Dikaz:
Pro U¢ely tohoto dikazu poloZme B=(A-Al). Mdme tedy dokézat line-
arni nezavislost vektoru
B°(w), B'(w), B°(u),..., B" " (u).
Uvazujme proto linearni kombinaci
m-1 .
z b B’ (u)=o (7-1)
. j
j=0
a necht k je nejmens{ index, pro nejz bkio, takze (7-1) m& tvar:
m-1
Zb,[aJ(u)m. (7-2)
NS
j=k
Je-1i k=m-1, dostavame o=b B" (w=b ((A-aD)" (W), a
m-— m-—
protoze rad u je pravé m 8), dostavame b 1=O, coZ je spor.
=
Necht k#m-1. Aplikujeme-1li na obé& strany rovnosti (7-2) opera-

m-k-1 . .
tor B , obdrzime:

m-1 X
bkta“"i(u) +Z b B (B (u))=0,
j=k+1

coz (u je adjungovany radu m, a tedy B"(u)=o) znamena, ze
o=bk[Bm_1 (W)=b_((A-Al ™)),

coz (analogicky jako vysSe) implikuje bk=O - tedy spor. | |

Hledejme nyni nékteré nutné a postacdujici podminky existence
baze cyklické vzhledem k danému operdtoru A. Shrneme je po té ve

véte 8.

(1) Jiz jsme ukéazali (poznémka 6), Ze z existence A-cyklické

badze ve V plyne existence adjungovaného vektoru prislusného A
n

radu n.
Obracené, predpoklidejme existenci takovéhoto vektoru - necht
je oznacen e. Sestrojme nyni systém vektoru €.,.-,€ takto:
n

ei=(zA—Au)i‘1(e), 1=<i=n. (8-1)

V souladu s vétou 7 dostavame n—-c¢lennou linearn€ nezavislou mno-

®) a tudiz (A-A1)" '(u)#o
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zinu vektort ~ tj. bazi prostoru V.

ProtoZe kromé relaci (8-1) dale plati (proc&?)
o=(A-A1)"(e)=(RA-Al) (e ),
n

jedna se - v souladu s poznamkou 5 - o bazi A-cyklickou.

(ii) Jak jsme =zjistili drive (opét 6), plyne z existence
A-cyklické baze B, Ze A je vlastni hodnotou operatoru A a po-
sledni vektor z B nalezi NA. Jaké dalsi vlastni hodnoty (vektory)
mize A v tomto pripadé mit?

Bud tedy B=<el,...,en> zminénou bazi a necht £e¥pechA. Pak

existuje v#o, tak Ze A(v)=Ev. (8-2)

Vyjadreme vektor v pomoci elementl z B:
vV=ve+ve+...+V e +ve.
11 2 n-1 n-1 n n
Pak s ohledem na (8-2) lze psat
A(v)=(v1§)e1+ (v2§)e2+...+ (vn_ig)en_1+ (vng)en. (8-3)
Soucasné vsak také zrejmé
Alv)=v BAle )+v Ale )+...+v Ale )+v Ale ),
1 1 2 2 n-1 n-1 n n

coz lze vzhledem k A-cyklicnosti badze B (def.4) dale upravit

Av)=(v e+ (v+vale+...+ (v + v Ae
1 1 1 2 2 1 n n

Porovname-1i pravé ziskané vyjadreni A(v) s (8-3), obdrZzime tento

systém relaci: V1A=v1§ (1)
v1+v2A=v2§ (2)
v +v A=v € (n-1)
n-1 n n

Predpoklade jme &#A.
Z (1) pak plyne v1=0, takze (2) pak dava v2=0, az konec¢né z (n-1)
plyne vn=O. Dostali jsme tak v=o, coz je spor, a proto &€=A, nebo-
1i A nemd dalsich vlastnich hodnot.

Uzitim rovnosti €=A dostavéame z rovnosti (2),...,(n-1) postup-
né, ze v =y = ,.=v =0,

1 2 n-1
coz znaci, Zze v=v e , a tudiz N =[e ], C¢ili dimN_=1.
n n A n A

(iii) Predpokladejme nyni, Ze A ma jedinou vlastni hodnotu A a
at dimNA=1. Bude existovat A-cyklicka baze V vzhledem k operatoru
A?

Dle dusledku 5.15 v tomto pripadé platid
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V=R _.
A
Dle 5.7 tedy V=Ker (A-A1)™ A V#Ker (A-AD)™",
odkud vyplyva existence adjungovaného vektoru e radu m prislus-
ného A.

Utvorme systém vektoru € - se takto:
ei=(M-Aﬂ)i_1(e), 1=<i=m. (8-4)

Zrejmé plati (proé&?)
o=(A-a1)"(e)=(A-al) (e ),
a tedy e je vlastnim vektorem prilusnym A, tj. NA=[em].
Dle véty 7 je mnozZina CREEREL N linedrné nezavisla. UkazZeme-
li, Ze se jednd o bazi (nasledkem ¢ehoZz m=n), pljde evidentné o
bazi A—cyklickoﬁ (srv. s analogickym dusledkem (8-1)).

Mame tedy ukazat, ze €,-.-,€ generuji V.
m

Oznalme nadale B=(A-Al).
Jednd se tedy o nilpotentni operator fddu m - tj. B"=0 A B" '#0.
Vztah (8-4) ekvivalentné prepiseme

i-l(

e =B e), l=<i=m. (8-5)

1
Pro jaddra mocnin operatoru B zrfejmé plati (proé?):g)

{o}=KerBOCKer81CKerBZC...CKeerdCKeer=V. (8-6)

Evidentné plati KerB=NA, a tudiz KerB=[em], vektor e 1lze pro-
m

to doplnit na baze vSech jader v retézci (8-6). Ukadzeme-1li, ze'?)
J_ o -
KerB —[em_j+1,em_j+2,...,em], j=1,...,m, (8-7)
vyplyne odtud pro j=m, ze €€ generuji V.

K dukazu (8-7) -uzijme matematickou indukci pro j.
Platnost tvrzeni pro j=1 jiz byla ukazana, pokracujme proto

indukénim krokem - predpokladame platnost pro j, 1=j=m-1.

9) ostrost inkluzi vyplyne primo z (8-7), pro jehoZ odvozeni by
pripadnd rovnost v (8-6) nebyla podstatnad. Lze ji téz odvodit

nyni - postupem analogickym tomu, ktery byl pouzit v poznamce 5.9.

10)tento predpoklad se jevi celkem logicky, nebot (8-6) predsta-

vuje rostouci retézec inkluzi.



6.JORDANOVA BAZE 81

Bud x vektor z KerB’*'. Pak muZeme psat:

j+1

0o=B "1 (x)=B’ (B(x)) » B(x)eKerR’.

Uzijeme-1i indukéni predpoklad, dostavame dile existenci skaldrt

..,b takovych, Ze plati
m

» ’b L
m=-j+1° m-j+2
B{x)=b e _+b e +...+be,
m-j+1 m-j+1 m~j+2 m-j+2 m m
a s ohledem na (8-5) '') obdrzime
B{x)=b = Ble )+ Db Ble = ) +...+ bB(e ),
m-j+1 m-j m=-j+2 m~j+1 m m
neboli

B(x) - b B(e ) - Db B(e ) ...~ b Ble )=o,

( .
m~j+1 m~-j m-j+2 m-j+1 m m—-1
coz prepifeme na tvar
Blx -b e -D e -...—be J=o.
m-j+1 m-j m-j+2 m-j+1 m m-1
Zjistili jsme, Ze
(x-b e -b e -...- be JeKerB,
m~j+1 m-j m~j+2 m~j+1 m m-1
a Jjelikoz KerB=[e ], plyne z toho, Ze x je linedrni kombinaci
m

vektort e , e ...
m~ j m-j+1

. . - > j+1
To ovSem znadi, ze KerB' <le ,e ..., el.
m- j m-j+1 m

Zabyvejme se nyni inkluzi obracenou.

Dle indukéniho predpokladu e @ ,e = ,...,e € KerBJ, coZ spolu
m-j+1° m-j+2 m

s (8-6) znaldi, Ze je1

+

,e . ,...,e € KerB .

m-j+1 m-j+2 m
. v . 2 - j+1
VysSetreme, zda i e nalezi KerB’ ' :
m

Predevsim dle (8-5) je e ,=Bmﬂ"1(e), a tudiz s prihlédnutim k
m-j
(8-6) plati o=B"(e)=B'""(e ).
m-j
Zjistujeme tak, Ze [e ,e L&  ,...,€ J<Kers ™.
m-j m-j+1 m=j+2 m

Vyrok (8-7) je tedy dokédzan pro libovolné prirozené j.

Vzhledem k tomu, co jsme uvedli vyse, je <e1,e2,...,en> badzi V

A-cyklickou vzhledem k operatoru A.

')z néhoz plyne eq4=B(e1), 1<ism-1.
1
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(iv) VSimnéme si dale minimdlniho polynomu operatoru, vzhledem k
némuz lze nalézt cyklickou bazi.

Existuje-1i wvzhledem k A A-cyklicka baze Vn, je (dle odstavce
(ii)) ¥pechA={A}, a tudiz (dle véty 5.19)

mA(x)=(x—A)m,kde m je rad V=RA {proé?).

Obecné plati, ze 1l=m=n. Z existence cyklické baze plyne ale téz
existence adjungovaného vektoru prislusného A raddu n (viz odsta-
vec (1)), a tedy n=m 12), takZze pro minimadlni polynom operédtoru A
plati mm(x)=(x~h)n.

Obréacené - necht pro né&ktery operator A na Vn plati
mm(x)=(x—l)n. Chceme~11 ukazat existenci adjungovaného vektoru
radu n (a tim dle (ii) i A-cyklické baze), je treba ukazat
nenulovost operatoru (a-ag)™ 1. 1%

Polynom FOx)=(x-1)"" je ovsem niZz$iho stupné nez mm(x), a proto

operator f(A) nemiZe byt nulovym.

Poznatky ziskané v odstavcich (i) aZz (iv) vyjadruje tato véta:

8.Véta Bud A linedrni operdtor na Vn. Pak jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(1) ve Vn existuje baze cyklickd vzhledem k A,

(2) existuje adjungovany vektor rFddu n operdtoru A.

(3) A md jedinou vlastni hodnotu A a dimNA=1,

(4) mA(x)=(x—A)n.

2y viz poznidmka za definici 5.10.

13)ka'2dy weV, pro néjz (M—AD)Wd(u)io, je adjungovanym vektorem

radu n, nebot soudasneé o=mm(m)(u)=[m~hﬂ)n(u).
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9.Definice Bud A linearni operator na V. O vektorovém prostoru
V rekneme, Zze je prostorem cyklickym vzhledem k Ilinedrnimu

operdtoru, existuje-11 baze V cyklicka vzhledem k A.14)

10.Poznamka Véta 8 uvadi nékteré nutné a postacujici podminky

pro to, aby V byl vzhledem k A cyklicky.

Priklad A

Necht v jisté bazi B prostoru V nad R je linedrni operitor A dan

1 1 0
A = 0 1 0.
1 -1 1

Rozhodnéte, zda je prostor V cyklicky vzhledem k operatoru A. V

matici A:

kladném pripadé naleznéte nékterou cyklickou bazi.

Reseni
Vysetreme PpecA. Znamym postupem spolteme, zZe fpecﬂ={1}15).
Dale snadno zjistime, Ze dimN1=1 a tim je (dle véty 8) zrfejmé, zZe
prostor V vzhledem k A cyklicky je. TudiZz rad V=R1 Jje roven n=3
{proc¢?).
Zamérime se na existenci adjungovaného vektoru radu n=3 (viz

véta 8) a pomoci néj zkonstruujeme cyklickou bazi (uZitim (8-1))

Ad jungované vektory radu 3 (prislusné A=1) jsou pravé vechny
vektory nalezZejici rozdilu Ker(A—UJB\Ker(A—ﬂ)z, kde ovsSem

Ker(m—ﬂ)3=V (viz (8-6) pro m=n).

Souradnice vektord z Ker (A-1)° re&f soustavu o matici ((A—E)Z)T,

)

a tudiz Ker(A-1)°=[(1,0,0),(0,1,0)].
Adjungovanymi vektory radu 3 Jjsou proto vsechny vektory z V nena-

ktera zni

loNeNe
O~ 0O

14Jje—li tato baze A-cyklickd, miZeme o dotleném prostoru hovo-

rit jako o A-cyklickém. Korektnost tohoto pojmu plyne z toho, ze
A ma v tomto pripadé jedinou vlastni hodnotu.

16)a proto V:R1

%) viz (8-6).
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lezici podprostoru [(1,0,0),(0,1,0)].
Zvolme napr. e, {e}@=(1,1,1).

Aplikaci (8-1) dostavame (prove&te!):17)
{31}£=(1’1’1)’ {e }5=(1,0,0), {e_}5=(0,1,0).

Pravé nalezend trojice vektort je Jjednou 2z cyklickych bazi
operatoru A (jinou volbou vychoziho vektoru e ziskame dalsi cy-

klické baze).

Nyni prirozenym zplsobem zavedeme pojmy cyklickd baze pod-

prostoru a cyklicky podprostor.

11.Definice Bud A linearni operator na V, W néktery podprostor
ve V invariantni vzhledem k A.

Rekneme, Ze béaze podprostoru W je cyklickd vzhledem k line-
drnimu operdtoru A, Je-li cyklickd vzhledem k linedrnimu opera-
toru AlW.

Dale rekneme, Zze W je podprostor cyklicky vzhledem k linedr-

nime operdtoru B, jestlize existuje baze W cyklickd vzhledem k A.

6.3 Jordanova baze prislusna linearnimu operatoru

12.Definice Budte teC, meN. Pak Jordanovou bunkou Fddu m pri-

. . P . s . v .. v {m)
slusnou ¢islu t rozumime matici nalezici M (C) oznacovanou Jt a
m

definovanou takto:

(ml

..J) ., kde

t ij m

(1) ad= t pro j=i, i=1,...,m,
1

(2) a.jz 1 pro j=i+1, i=1,...,m~1,
1

(3) a = 0 v ostatnich pripadech.
1)

17y o ¥ s . - . -
) presvédcte se i o tom, Ze 93 je opravdu vlastnim vektorem A

prislusnym A=1.
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13.Poznamka Jordanova bunka raddu m prislusnd ¢islu t ma zrejmé

nasledujici tvar:

t 1
(m) _ 0t

Z definice 4 cyklické baze (a definice matice lineadrniho ope-

rédtoru) bezprostredné plyne

14.Véta Bud A linedrni operdtor na V , B nechf je bdze V a X

n n
komplexni cislo. Pak plati, Ze matice (A,B) je Jordanovou burikou
radu n prislusnou cislu A, prdvé kdyZz B je bdzi A-cyklickou

vzhledem k operdtoru A. V tomto pripadé je A vlastni hodnotou A.

Disledkem této véty spolu s definici 9 cyklického prostoru (a

definici podobnosti matic) je nasledujici tvrzeni

15.DGsledek Vektorovy prostor V je cyklicky vzhledem k linedr-
nimu operdtoru A, pravé kdyz jeho matice v nékteré (a pak ovsem v

kazdé) bdzi je podobnd Jordanové burice.

V nasledujici definici zavedeme jistou specidlni bdzi prostoru
vzhledem k danému linedrnimu operdtoru. Vyvrcholenim této kapi-
toly (a tim i1 celého textu) bude zjigténi, Ze uvedenou bazi lze

sestrojit ke kazdému z linedrnich operatort.

16.Definice Bud A linedrni operator na V. Necht dile U(“,

U(Z),.,.,U(r) jsou netrivialni A-invariantni podprostory ve V a

Bl,BZ,...,B po radé baze téchto podprostort cyklické vzhledem k
r

A. Pak bazi B prostoru V sestavenou z bazi 31,32,...,Br18) nazy-

vame Jordanova bédze vektorového prostoru V prislusnd linedrnimu
operdtoru A.

Baze 31,32,...,3 nazyvame cyklické sloZky baze B, pocty jejich
r

18 (2) (r)

) odtud plyne nevyrceny predpoklad, ze V=UUJ® U e...eU
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prvka pak délky sloZek.

Z definice 9 a 11 zrejmé dostévéame: ")

17.Véta Bud A linedrni operdtor na V. Jordanova bdze prostoru
V prislusnd linedrnimu operdtoru A existuje tehdy a jen tehdy,

je—1li V direktnim soucdtem podprostort cyklickych vzhledem k A.

Uvazujme nyni linearni operator A a necht existuje Jordanova
baze B prislusnad tomuto operdtoru, Jaky bude mit tvar matice
(A,B}?

Vzhledem k tomu, Ze V je direktnim soudtem A-invariantnich

(Pz z jejichz bazi Bl,...,ﬂ je B sestavena
r

podprostort U“),...,U
(viz def.16), bude (v souladu s vétou 3.9) matice (A,B) blokové
diagonalni -~ tyto bloky oznacme A1""Ar'
Dle citované véty 3.9 jsou jednotlivé bloky maticemi restrikci
operatoru A na prislusné podprostory, tedy

A=, B, 1=isr.
Baze Bl,...,ﬂr jsou ov3em cyklické (po radé Al,...,hr cyklické),
a tudiz die vety 14 je kazdd matice A Jordanovou burikou pri-

. 1
) (tj.délce slozky B J.
1

glugnou ¢islu Ai a radu rovnému dimU

Mame-1i dan linearni operator A a existuje-1i baze B takova,
ze matice (A,B) ma tvar pravé popsany - tj. je blokové diagondlni
matici, jejiz bloky jsou Jordanovymi buiikami - pak snadno (opét
uzitim vét 14 a 3.9) ukdzZeme, Ze B je Jordanovou bazi prislusnou

operatoru A (promyslete si!).

Pojmenujme nyni matici vysSe popsaného tvaru.

1g)proé je cyklicky podprostor podprostorem invariantnim?
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18.Definice Blokové diagonalni matici, jejimiZz diagonalnimi
bloky jsou Jordanovy bunky, nazyvame Jordanovou matici nebo mati-
ci v normdlnim Jordanové tvaru (uzivd se 1 pojem kanonicky

Jordanuv tvar).

Z Gvahy predchizejici této definici plyne platnost nasledujici

vety.

19.vVéta Bud A linedrni operdtor na V, B necht je bdze V. Pak
plati, ze matice (A,B) je Jordanovou matici, pravé kdyz B je

Jordanova baze V prislusnd linedrnimu operatoru A.

20. Poznamka Vzhledem Kk predeslé veété jsme opravnéni hovorit o

Jordanové matici prfislusné danému linedrnimu operatoru.

Nyni jiZ mame v podstaté vybudovan aparat pro to, abychom
ukazali existenci Jordanovy baze prislusné libovolnému operatoru.
V souladu s poznamkou 5.17 tak ucinime nejdrive pro operatory

majici jedinou viastni hodnotu.

6.3.1 Linearni operatory s jedinou vlastni hodnotou

Uvazme naddle linearni operator A& na V s vlastnosti ¥pechA={A}.
Pak plati, ze V=RA‘ Oznac¢me m 1rad V jakozto korenového pod-
prostoru - zrejmé m=n (viz 5.23) - a tohoto oznaceni se nadile

pridrZme.

Z definice Jordanovy baze plyne (jeji slozky Jjsou cyklické),
7e¢ jeji vektory Jjsou adjungovanymi vektory operatoru A pri-
sludnymi A (srv. pozn.6). Prozkoumejme nyni pocty adjungovanych
vektorti jednotlivych rFada. Uvidime, jaky geometricky vyznam lze

témto poctum priradit.

Bud B Jordanova baze prislusna operdtoru A.
Zvolme dale h, 1sh=m, a ozna&me n(h) pocet vektoru z B, které

jsou adjungované radu h. Jejich soustavu oznacme ¥ (je pod-
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soustavou bize B) a jeji elementy pak takto:

H=<a ,..,,a >,
1 n(h)

Dale zavedme operdtor B=A-Al.

Ze zavedeni mnoziny H vyplyva, Ze jeji prvky jsou z KerB".

Jelikoz kazdy vektor a z # je Clenem nékteré cyklické slozky
baze B, vyplyva z definice 4 cyklické baze, Zze 1 vsechny nenulové
vektory ve tvaru Br(ai) jsou opét Cleny tézZe cyklické slozky a
tim prvky Jordanovy baze B.

Vektory z ¥ jsou adjungované vektory radu h. To znadi, Ze pro

véechna i=1,...,n(h) plati, Ze Ehd(ai)io, a tudiZ dle pravé pro-
vedené uvahy vektory Bh—l(al),...,Bh_l(an“ﬂ) nialezi bazi B a
jsou proto linedrné& nezavislé. 0Odtud vyplyva, ze soustava H je
linedrné nezavisld modulo KerB  +.%%)

Nyni prozkoumejme, zda mnozina M (ktera je &asti KerB") gene-
ruje podprostor KerB" modulo KerB™'. V kladném pripadé bude X
bazi KerB" mod KerB™™', &imZ bude nalezen vyznam n(h).

Jelikoz se zajimdme o vlastnosti mnoziny HeB, LHCKerEh, bude
uzitecCné rozlisit elementy baze B na vektory:

® nenalezici KerB" - mnoZinu jejich indext oznacme I,

o nilezici KerB" adjungované radu h - mnozinu jejich indexu
oznaCme J,

® nalezici KerBh, jejichz rad je mendi neZz h - mnozinu jejich
indexl oznacme K. ,

Evidentné se tak baze B rozpadd na tri navzajem disjunktni

podmnoziny.
Zvolime-1i libovolny vektor u z KerBh, mtzeme jej tedy psat:

u = z ue + Z ue + Z u e, (21-1)
1 1
1 €1 1€ 18k

a vzhledem k predpokladu ueKerB” dale

20)podrobnéji: Necht coat. ..+ nalezi KerB"'. Pak

c a
n(h) n(h)
h-1

h~1 h-1
= +...t a =cB al+...+ ¢ a R
0 B (cla ¢ ) 1 ( 1) n(h) n(h))

1 n(h) n(h)

a odtud c =...=c =0
1 n(h)}
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1€1 i€y !

o =08 (u) = z u&Bh(e,) + z u_Bh(e.) + Z u.Bh(e_).
1 1 1 i 2k 1
Prihlédneme-1i k zavedeni indexovych mnoZin, obdrZzime odtud dale
z u_Bh(e_) = o.
1 1
i€1
Protoze vektory Bh(ei) jsou pro vsechna i€l nenulové, jde opét o
elementy baze B (jak bylo zduvodnéno vyse), a proto jsou u  pro
1
vsechna i€l rovna nule. Znamend to, Ze s vyuzitim (21-1) lze psat:
u = z ue + Z ue. (21-2)
1 1 1 1
i€J i €K
Zrejmé mnozina vektora e pro néz i€J, je rovna mnoziné K a
mnozina vektoru e s vlastnosti ieK (tj. i podtrzeny scéitanec v
(21-2)) je podmnoZinou v KerB™ ! (proc¢?). Relace (21-2) proto
implikuje, Ze u je linedrni kombinaci vektor z ¥ modulo KerB™".

Y v . A - . _ h
Souhrnneé receno, ukazali jsme, Ze soustava H je bdzi KerB

modulo KerBhﬂ, takze plati nasledujici véta:

21.Véta Bud A linearni operdtor na V majici jedinou vlastni
hodnotu A, m bud rFad prostoru V. Necht ve V existuje Jordanova
baze B prislusna A.

Pak poc¢et n(h) adjungovanych vektori radu h pFislusnych

hodnoté A naleZicich bdzi B je pro kazZdé h, 1=h=m, ddn vztahem

21

n(h)=dim Ker (A-A1)"mod Ker (a-a1)""". 1%

Uvazujme linearni operétor.M na V, k némuz existuje Jordanova
baze B sestavena z cyklickych slozek Bl,...,Br.
Zvolme dale h, 1=h=m, a zkoumejme podet cyklickych slozek délky
h,22) tento pocet oznalme y(h).

KaZzdy z adjungovanych vektort radu h nalezici bazi B je obsaZen

1) Neboli n(h)=dim Ker (A-A1)"- dinm Ker (A-aA1)"".
Pamatujme, Ze Ker(M—Aﬂ)lmod Ker(m—hﬂ)o je rovno Ker (A-Al).

22)jelikoé m je rad V jakozto korenového podprostoru, nemize mit

prirozené Zadna z cyklickych sloZek délku vétsSi nez m.
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pravé v jedné jeji cyklické slozce. S vyuzitim poznatkd o
cyklickych bazich (viz subparagraf 6.2) zjigtujeme, Ze délka této
slozky nemlze byt men$i neZz h - ¢ini tedy alespon h.23) Pro pocet
n(h) tudiz plati:

n{h)=y{(h)+y(h+1)+...+y(m]),

odkud miZeme polet sloZek dané délky vyjadrit nasledovné:

y(h)=n(h)-n(h+1), ishs=m-1,
y(m)=n(m).
Specidlné odtud pro pocet vech sloek baze B vyplyva
y(1)+y(2)+...+y{m)=n(1),
pricemz n(1) Jje dle predeglé véty roven dimKer (A-A0)" (pro&?),
coZz je ovsem dimNA.

Dokédzali jsme spravnost nasledujiho tvrzeni

22.Véta Bud A linedrni operdtor na V majici jedinou vlastni
hodnotu A, m bud rad prostoru V. Necht ve V existuje Jordanova
baze B prislusnd A. Pak plati:

(1) pocet y(h) cyklickych slozek bdze B o délce h je pro kazdé
h, 1=h=m, dan vztahy

y(h)=n(h)-n(h+1), 1sh=m-1,
y(m)=n{m).

(2) pocet vsech cyklickych sloZek bize B je roven dimenzi

vlastniho podprostoru NA.24)

Ze zavedeni pojmu Jordanovy baze prislusné danému operatoru je
zrrejmé, Ze existuje-1i alespon jedna takovd baze, neni rozhodné
jedina. Polozme si otazku, co spojuje dvé ruzné Jordanovy baze (a
tim i Jordanovy matice) pfisludné témuz linedrnimu operatoru.

Vzhledem k tomu, Ze dimenze jader mocnin operdtoru A-Al je na

23)délka slozky je rovna h, pravé kdyz je uvaZovany vektor jejim

prvnim vektorem, je rovna h+l je-1li jejim druhym vektorem atd.

24)srovnejte s tvrzenim véty 8.
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volb& Jordanovy baze =zcela nezdvisla, dostavame tento disledek

vet 21, 22:

23.Dusledek Bud A linedrni operdtor na V majici jedinou vlastni
hodnotu. Pak plati:

(1) kaZdé dvé Jordanovy bize prislusné A maji tyZ pocdet cy-
klickych sloZek dané délky,

(2) kazdé dveé Jordanovy matice prislusné A se 1iSi nejvyse

poradim diagondalnich poli.zs)

Z uvedeného dusledku plyne, Ze miZeme hovorit o jednoznacnosti

existence Jordanovy matice aZ na pofadi diagondlnich poli.

Zbyva nam nyni vyre§it otazku existence Jordanovy béaze.

V pripadé, kdy k danému operatoru Jordanova bize existuje,

tvori (jak vime) jeji podsoustava %=<a1,...,a m)> ad jungovanych
n

vektort daného Fadu h, 1shsm, bazi Ker(A-Al1)"mod Ker(a-a0)™™.

Tento fakt nds bude inspirovat k nasledujici dvaze:

Sestrojime-1i nékterou bazi <u1,..., > podprostoru Ker(m—kﬂ)h

u
n(h)

mod Ker (A-AD1)™",  nalezi vektory (B-AD) (u), ..., (A=AD) (u_ )
n

zr'e jmé do Ker (A-A1)""'.  Pokud budou linedrné nezavislé mod
Ker(m—hﬂ)h_z, bude je mozné doplnit na bazi podprostoru
Ker (A-A0)" 'mod Ker (A-A0)"® a analogicky pokracovat k bazi
podprostoru Ker (8-A0)"""mod  Ker(a-A1)"">

Ker (A-Al).

a tak dale, az k bazi

Pokud bychom na pocdtku zvolili h=m (tj.vychazeli z bdze pros-
toru Ker(A-A1)™ mod Ker(A-A1)"'), zd4 se byt opravnény piedpo-
klad, Ze po vhodném preskupeni bychom tak obdrzeli cyklické
slozky délek m, m-1,...,1 (uvaZte konstrukci cyklické baze). Neni
proto nemyslitelné, Ze bychom tak ziskali elementy Jordanovy
baze.

V dalsi ¢asti proto uvedené uvahy zprecizujeme a provedeme

rovnéz potrebné dukazy linedrni nezavislosti naznacenych mnozin

25tzn, Ze poclet diagondlnich poli (Jordanovych bunék) jakoz 1

jejich rady jsou shodné u obou matic,.
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vektora.

24.Lemma Bud' A linedrni operdtor na V majici jedinou vlastni
hodnotu A, m rdd prostoru V. Pak pro kaZdé h, 2=h=m, plati: Jsou-
li a,...,a vektory =z Ker (A-AD)®  linedrné nezavislé mod
Ker(ﬂ—hﬂ)hd, ndlezi vektory (A—hﬂ)(al),...,(m—hﬂ)(ar) podpros-
toru Ker(m—kﬂ)h_l a Jjsou linedrné nezavislé mod Ker(m~kﬂ)h_2.
Dikaz:
Prvni cast tvrzeni je zrejma.
Diale pro Gclely tohoto dikazu polozme B=(A-Al).
Predpoklade jme, ze .

z c Bla )eKerB" 2.
At

Mazeme tedy psét

_mb=2 T —ph—2 G _ph-1 T
o= [ Z ch(aj)) B (E[ Z cjaj]) [ Zlcjaj),

i=1 j=1 j
coz znaci, ze
I
h-1
X c a €KerB" .
L3 ]
j=1
. . P f 1 h-1 ,
Protoze al,...,a jsou linedrné nezavislé mod Xer(A-Al) ,dosta-
r
vame, zZe c =c_=c =0, a tudiz vysSetrované vektory B(al),...,B[a )
r r
. P P h-2
jsou lineadrné nezidvislé mod Ker(A-al)” ™. u

25.Lemma Bud A Iinedarni operdtor na V majici jedinou vlastni

hodnotu XA, m Fid prostoru V. Necht pro kazdé h, lshsm, je

G =<e ,...,e >
h hi h,n(h)
p h h-1 26
bdze podprostoru Xer(BA-Al) mod Ker (A-al) ~.7)
Pak soustava
E=<e , ,
m, 1 m,n{m)
yee.,€
m-1;1 m-1,n(m-1)
y , e >
11 1,n(1)
je bazi prostoru V (jde o bdzi sestavenou z bdzi € ,6 1,...,61).
m m-

26)srv. véta 21.
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Dukaz:

Pro téely tohoto dtkazu poloZme B=(A-Al).

1.VySetrime linearni nezavislost soustavy G.
Predpcklade jme, Zze

n{m) n

(h) 1)
cC e +...+ z c & to.t z c e =0, (25-1)
Lomomj =y j hj = J
pri¢emz nadale pro h=1,...,m poloZme
n{h)
v=1)c e . (25-2)
h | hj hj
j=1
S ohledem na zrejmé skutecnosti platné pro h=1,...,m:
VhEI(eriBh A Ker[BCKeI‘[BZC. . .CKer[Bh,27)
zjistujeme, Zze vt Voret VhEKerBh. (25-3)

Necht Jje mezi koeficienty ¢ v linearni kombinaci (25-1)
ij
aspon jeden nenulovy. Je-1i nenulovych kceficientt vice, oznaéme

k nejvyssi z prvnich indexti téchto koeficientt. To ov&em znamena,

ze vektory ViV jsou nulové (viz (25-2), a tedy ze (25-1)
yva: tVH. ot V=
vyplyva vty v, =0,
neboli v=—-(v+ v+ .. +v ).
k 1 2 k-1 1
S vyuzitim (25-3) dostaviame z posledni relace, Ze vkeKerB

. - x « s T . . k-1 .
Protoze vsSak soucasne je \A linearni kombinaci mod KerB prvkua

baze @k (srv.(25-2), musi byt nulové viechny jeji koeficienty:

[ =1 = =

...=C =
k1 k2 k (nk)
coZ je ovsSem spor s tim, jak byl index k zaveden.

>

Soustava € je tudiZz linearné nezavisla.

2.Ukazeme, Ze € generuje prostor V.
O b takto:
(m)

1, 1=h=n"") (25-4)

Zavedme ve V systém podprostoru U(U’U(m

, © »

e o, e
(h) hl  h2 hn(h)

. . L. h h-1 . N
Protoze @h je bazi KerB modulo KerB =, je zrejmé, ze

KerBh=U(h)+ KerB"™} 1=<h=n.

2y yiz (8-6).

28)jde tedy o podprostor ve V, jehoZz bazi je €h
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Odtud snadno vyvodime, Ze

KerB"=U + U +...+U
(h) (h-1) (1)

v o w v - . v ov . . “ m M
a konecné, polozime—-1i h=m, a uvazime-li, Ze V=KerB (proc¢?), ob-~

drzime:>") V=U +U 4.+ U __,
(m) (m-1) (1)
coz s ohledem na (25-4) znamena, Ze € generuje prostor V. n

Nyni jiz mbZeme pristoupit k tomu, abychom precizovali uvahu
naznac¢enou pred lemmatem 24 a zkonstruovali Jordanovu bazi V pri-

slusnou danému linedrnimu operéatoru.

Uvazujme tedy 1linedrni operator A majici jedinou vlastni
hodnotu A a oznaéme m rad V jakozto korenového podprestoru RA.
Nadale opét polozZme B=A-Al.

Zvolme h, 1=h=m a bud Gh libovolna baze prostoru KerB" modulo

KerBh—lz C =<e ,e ,...,e >.
h h1’ h2 hn (h}
V souladu s lemmatem 24 jsou vektory B(e ),B(e ),...,B(e
et h1 n2 hn (h)
elementy KerB linearné nezavislé modulo KerB ~. Tyto vektory
budeme nadile po radé oznacovat jako e ,e ye e, € ,
h-1,1" "h-1,2 h-1,n(h)
obecné tedy
= << -
eh_ij B(ehj), 1=j=n(h). (26-1)

Je-1i n(h-1)>n(h),>?) miZeme je doplnit na bazi KerB™ ' modulo
KerB" ®~ ozna&enou de (obrazy elementu baze €h v operatoru B

jsou podtrzeny):

B =<e R - , € Y
h~1 h-1,1 h-1,n(h}’ h-1,n(h)+1

3

e >
h-1,n(h~1)

Je-1i € nékterd baze KerB™mod KerB™ ', pak provedeme-li pravé
m
popsany krok pro h=m, obdrzime z biaze € bazi € L jeho dalsi
m m—
aplikaci pak z € L bazi € , 2 tak dale, aZz nakonec zkonstru-
m- m=-

ujeme bazi @1:

29)z Casti 1. dikazu dale plyne, 2e V=U @ U ®...92 U .
(m) (m-1) (1)

3% obecné je n(hl)=n(h-1) (viz véta 21 a lemma 24).
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G =<e ,e ,...,e
m ml’ m2’ > “mn (m)
Gt =<e R , e s, B s
m-1 m-1,1 m-1,n(m) m-1,n(m)+1 m~1,n{(m-1)
€ =<e Y - , e A - .
m-2 m-2,1 m-2,n{m-1) " m-2,n{m-1)+1 m=-2, n{m-2)
.................................................... (26-2]
€ =<e ...,e e R - >,
2,1’ P T2,n(3) 2,n(3)+17 777 T2 n(2)
G =<e , , € , € A >
1,1 1,n¢2)" 1,n(2)+1 1,n(1)

V souladu s lemmatem 25 je sjednoceni téchto bazi linearné

nezavislou mnozinou generatort prostoru V.

Definujme nyni pro kazdé h=1,...,m systém mnozin
,.-.,B
n(h+1)+1 n(h)
takto:
Jestlize n(h+1)+1=j=n(h), kde n(m+1)=0, pak

B =<e ,e __,...,e >0 (26-3)
J hj  h-1j 1]

P . . co e p L. 32
Dostavame tim nasledujici systém mnoZin: )

B,B,... C
1,32, ,an(m), y(m)
nme’ T nmen)’ ---y(m=1)
ﬂn(3ﬂ4""”£n(2)‘ .L.y2)
R - 1
n{(2)+1’ " nny? y(1)

(nastane-1i pro né&ktera h, 1=h=m, n(h+1)=n(h) (tj. y(h)=0) nejsou

., B definovany).

B y e
n(h)+1 n(h~1)

31)Povéimnéme si, 2e pro dané h maji vSechny soustavy Bj,
n{h+1)+1<j=n(h), délku pravé h.

32]Véimnéte si, Zze poet mnozin v jednotlivych radcich schematu

je roven poctu cyklickych slozek jednotlivych délek Jordanovy

baze prislugné operatoru A (srv.véta 22).



96

Napriklad pro h=m dostéavame:

B =<e ,e N
1 m1’ m-1,1 11
B =<e _,e Y -
2 m2’ m-1,2 12
nm)  mn(m’ m-1,n@m)’ """’ " 1n(m)’
pro h=m-1 obdrzime:
=<e ,e yee.,€ s
n(m)+1 m=1,n(m)+1° m-2,n(m)+1 1,n(m)+1
=<e ,€e ., € s
n(m)+2 m-1,n(m)+2° m-2,n(m)+2 1,n(m)+2
=<e , € e ,
n(m-1) m-1,n(m-1) " m-2,n(m-1) 1,n(m-1)

az koneéné systém mnozin pro h=1 zni:

=<e
n(2)+1  1,n(2)+1

>

=<e >.
n(1) 1,n(1)

Soustavy @1,...,8 (1) jsou zrejmé navzajem disjunktnimi mnozi-
n

nami linedrné nezavislych vektord. Oznacme

U(l), U(Z), o ,U(n(l))

podprostory o badzich po radé B8 ,8,...,8 .
‘ 1 2 n(1l)

Vezmeme-1i v Gvahu zavedeni baze B relaci (26-3) a vztah (26-1)
j v
mezi jejimi vektory (spolu s faktem, Ze e1j vzdy nalezi do Gl, a
tedy do KerB), je patrno, Ze B  je pro vsechna pripustna j bazi
j

) A-cyklickou vzhledem k operatoru m.34)

podprosforu U(j
Vzhledem k tomu, Ze evidentné (procé?)

V=U(1)@ e U(n(l)),

33)volné receno, soustavu Bl ziskédme postupnym zapsanim vektoru
na prvnich mistech bazi v systému (26-2) shora dolt, soustavu 82
pak zapsadnim vektort na druhych mistech a tak déle, az soustavu

B o zapsanim (jediného vektoru) na misté n(1).
n

34 .
) stv. poznamka 5.
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je (v souladu s definici 16)'patrno, Ze sestavime-1li z bazi Bi,
ﬁz""’gnu) bazi prostoru V, plujde o Jordanovu bdzi prislusnou
linedrnimu operdatoru A, pricemz uvedené baze budou jejimi cy-
klickymi sloZkami.

Tim je vyresena otazka existence Jordanovy bdze prislusné danému

linearnimu operatoru majicimu jednoprvkové spektrum:

26.Véta Bud A linedrni operdtor na V majici jedinou vlastni
hodnotu. Pak existuje alespon jedna Jordanova baze prostoru V

prislusna linedarnimu operatoru A,

Odtud a z véty 14 bezprostredné plyne:

27.Dasledek Bud' A linedrni operdtor na V majici Jedinou
vlastni hodnotu A. Pak je prostor V direktnim souctem podprostoru

A-cyklickych vzhledem k linedrnimu operatoru A.

Priklad B

Necht v jisté bdzi D prostoru V nad R je linearni operator A dan

1 0 O
A= 0O 1 O j|.
1 0 1

Naleznéte nékterou Jordanovu bazi prostoru V prislusnou operato-

matici A:

ru A.
Reseni

VySetrenim ¥pechA zjistime, ze fpecA={1}.

Operator A ma jedinou vlastni hodnotu, tedy V=R1. Pro reseni
prikladu proto muzeme uplatnit postup obecné popsany v odvozeni
véty 26:

Zavedme operator B: B=A-0, jeho matice B zni

[ 0O 0 O ]
B = 0 0 0 |.
1 0 O

Znamym postupem nalezneme rad m prostoru V=R1~ m=2 (viz pri-
klad 5.A), tudiz V=KerB®.

Nagim tkolem je sestrojit bazi 82 (tj. bazi KerB®mod KerB) a

pomoci ni pak bazi 81 (tj. bazi KerB).
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Nejdrive vysSetrime bazi @2.
Jak je ¢tenari znémo3s), nalezneme-11i bazi KerB, pak libovolna sou-
stava vektord deplnujici ji na bazi KerB® tvori béazi KerB® modulo
KerB. Scouradnice vektort KerB resi homogenni soustavu linearnich
rovnic o matici B' - tedy napr. bazi KerB je soustava

<(2,0,0),(0,1,0)>,
kterou na bazi KerB® dopliiuje napriklad vektor o souradnicich
(0,0,1).
Je patrno, ze dimKerBz=3, dimKerB=2, coz znac¢i, ze
n(2)=1 a n(1)=2, y(2)=1 a y(1)=1,

coz znamena, ze Jordanova baze B bude tvorena jednou slozkou dél-
ky 1 a jednou slozkou délky 2, a proto prislusnd matice bude v
Jordanové tvaru, jeji diagondla bude tvorena jednou bunkou radu 1

(tedy Ji”

)} a jednou burkou radu 2 (tedy JiZ))

Vratme se k bazi @2. V souladu s oznalenim zavedenym vySe:

€2=<e21>, {e21}®=(0,0,1).

Dale pomoci baze 62 zkonstruujme bazi @1 - bazi KerB:

G =<e ,e >,
1 11’ 12

kde e11=B(e21) a e je libovolny vektor dopliujici e na bazi

KerB (pripomerfime, 2e KerB=[(2,0,0),(0,1,0)1).

Konkrétné tedy {e11}ﬂ=(1’0’0) a volime napr.{e12}®=(0,1,OJ.
Nyni sestrojime systém bazi ﬂl,ﬂz dle (26-3):

B =<e_ ,e >, B =<e >.
1 21’ 11 2 12

Pravé provedeny proces znazornime schematem:

B B
1 2
e21
€ : e
2
[Bl ’ —— doplnime
3
C: e .
1
e e
11 12

35)2 teorie faktorovych vektorovych prostoru.
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. v .. P . 36
Konecéné, Jordanovu bazi B ziskame sestavenim z Bl,ﬁzz )

B=<e ,e ,e >,
21 11 12

neboli
B=<(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)>,
jejiz elementy budeme ¢islovat obvyklym zpusobem po radé
e, e, e.
Provedme nyni zkoudku - nalezndme matici (m,@):37J
Vypoltem zjistime, zZe

{A(el)}®=(l,0,1), {A(eZ)}@=(1,O,O), {m(e33}®=(o,1,0),

neboli Ale J=e + e , Ale )=e , Ale )=e ,
1 1 2 2’ 2 3° "3

0
o1,
1

coz je opravdu matice v Jordanové tvaru.

a proto

OO0 -
Q= —

(A,B) = [

99

Z uvedeného postupu vysvitd, Ze konstrukce Jordanovy baze B

opravdu neni jednoznac¢na - pokud bychom zvolili napr.

{ezl}D=(1,O,2), pak by {e11}ﬂ=(2’0’0) a mohli bychom zvolit treba

{e’ },=(1,1,0).
127D
Snadno se presvédCime, Ze matice operdatoru A v bazi
<(1,0,2),(2,0,0),(1,1,0)>

je rovna vySe uvedené Jordanové matici.

36)opravdu je tvorena jednou slozkou délky 2 a jednou sloZkou

délky 1.

37 . Lo . . . it s
)toto je samozrejmé moZné provést 1 postupem vyplyvajicim z

vety 1.7.
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6.3.2 Linearni operatory s obecnym spektrem

V tomto subparagrafu vyresime otéazku existence Jordanovy baze
prislusné linedrnimu operatoru A v obecném pripadé - tj. i tehdy,
ma-1i vice nez jednu vlastni hodnotu.

K tomu vyuZijeme poznatkd shrnutych v poznamce 5.17, dle niz
je vektorovy prostor V direktﬁé rozlozitelny na soulet korenovych
podprostord daného operatoru, jehoz  restrikce na  téchto
jednotlivych podprostorech maji jedinou vlastni hodnotu, a tudiz
dle véty 26 existuji Jordanovy baze zminénych podprostori. To
znamena, ze kazdy korenovy podprostor RA, AePpech, je (dle
dusledku 27) direktnim souctem A-cyklickych podprostorua a tudiz
také prostor V je direktnim souctem cyklickych podprostoru.
Sestavime—-1i z bazi téchto podprostort bazi prostoru V, plujde - v
souladu s vétou 17 - o Jordanovu bazi prislusnou danému operato-
ru, jeho matice pak (dle véty 19) bude mit Jordanuv tvar popsany
definici 18.

Odvodili jsme tedy platnost nasledujiciho tvrzeni zasadniho

vyznamu.

28.Véta Bud A lineadrni operdtor na V. Pak existuje alespon

Jjedna Jordanova bdze prostoru V prislusnd linearnimu operdtoru A.

Odtud a z véty 17 bezprostredné plyne:

29.Dasledek Bud A linedrni operdtor na V. Pak je prostor V
direktnim souctem podprostort cyklickych vzhledem k Ilinedrnimu

operatoru A.
Z konstrukce Jordanovy baze a dusledku 23 vyplyva:
30.Dasledek Bud A Iineidrni operdtor na V. Pak plati:

(1) kazdé dvé Jordanovy baze prislusné A maji tyzZ pocdet cy-

klickych slozek dané délky prislusnych dané vlastni hodnote,
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(2) kazdé dve Jordanovy matice prFislusné A se 1isi nejvyse

poradim diagondlnich poli.”®)

Z definice podobnosti ¢tvercovych matic a véty 28 vyplyva, Ze
kazda Ctvercova matice nad C je podobna aspoh jedné matici v Jor-
danové tvaru. Kolik takovychto tvard existuje k dané matici A =z
Mh(C)? Predpokladejme, ze X je soucasné podobna maticim v Jorda-
nové J a J. Pak jsou prirozené podobné i matice J a J, coZ znadi,
ze jde o matice téhoZ linedrniho operatoru & byt i nad rtznymi
bazemi. Pak ovsem dle (2) dusledku 30, se matice J a J mohou 1li-

$it nejvysSe v poradi diagonalnich poli. Plati tedy tvrzeni:

31.Véta Kazda ctvercovd matice nad C je podobnd (aZ na poradi

diagondlnich poli) pravé jedné matici v Jordanove tvaru.

Mnozina matic libovolného linearniho operatoru (tj. trida po-
dobnych matic) na vektorovém prostoru nad € ma tudiz (do jisté
miry) jednoznaéné prirazeného reprezentanta v definovaném kano-
nickém (Jordanové) tvaru (viz téz vétu 33), c¢imz je zodpovézena
otazka poloZena Uvodem tohoto textu (subparagraf 1.4).

Radu vlastnosti linedrniho operatoru lze pravé z tohoto tvaru
snadno zjistit, coz je dilezité zejména pri aplikacich predlozené

teorie zminénych v tvodu tohoto ucdebniho textu.39)

38)tzn, Ze pocet diagonalnich poli (Jordanovych bunék pri-
sludnych jednotlivym vlastnim hodnotam) jakoz i jejich rady jsou

pro jednotlivé vlastni hodnoty shodné u obou matic.

39)anié bychom zde chtéli zachazet do podrobnosti uvedme, ze
vlastnost dvou linearnich operdtort miti touZ Jordanovu matici
indukuje na mnozin& &nd(V) jistou relaci ekvivalence. Specielné
rozkladu mnoziny «ut(V) bylo v geometrii uZito ke klasifikaci
ur¢itych transformaci projektivnich prostorl (kolineaci), ktera
mj. predstavuje prirozenou motivaci k zavedeni pojmu Jordanova

baze - viz napr. [7].
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Na zakladé vety 31 je prirozené definovat pro matice nasle-

dujici pojem:4o)

32.Definice Bud A &tvercovda matice nad €. Pak se Jordanova

matice, o niz hovori véta 31, nazyvd Jordaniv tvar matice A.

Trivialnim disledkem véty 31 je nasledujici kriterium podob-

nosti ¢tvercovych matic:

33.Véta Dvé Cctvercové matice téhoZz riadu nad C jsou podobné,
pravé kdyzZ obéma prislusi (aZ na poradi diagondlnich poli) tyZ

Jordanav tvar.

Priklad C
Necht v jisté bazi D prostoru V nad R je linearni operator # dan

matici A:

e

-1
-1
1
3

O OO
O NC

Naleznéte nékterou Jordanovu bazi prostoru V prislusnou operato-

ra A.

Reseni

Pri hledadni Jordanovy béze budeme postupovat tak, jak jsme
uvedli v odvozeni véty 28.

VySetrenim ¥pech zjistime, Zze ¥Ppech={1,2}, prilemz A1=1 je
jednoduchy a h2=2 trojnasobny koren polynomu chm. Podle dusledku
5.22 to znali, Ze dimR1=1, dimR2=3.

Prostor V je direktnim souctem uvedenych podprostorda a jak vime,
ma restrikce A na téchto podprostorech vzdy jediné vlastni Cislo.

Postupem popsanym v predeslém subparagrafu (a ilustrovaném pri-

40 . . . , .y . .
) pojem Jordantv tvar dané matice A by bylo mozné ekvivalentné
téz zavést jako Jordanovu maticl operatoru urceného matici A ve

standardni bazi € (srv. poznamka 3.12).
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kladem B) nalezneme Jordanovu bazi B(l) prostoru R1 prislusnou
operatoru [A[R1 a rovnéz Jordanovu bazi B(Z) prostoru R2 prislus-
nou operatoru A¥R2. Hledana Jordanova baze prostoru V prislusna
operatoru A bude pak sestavena z 8 4 g 4

Jordanova matice operdtoru A bude tvorena blokem, kterym bude
Jordanova bunka prislusnd hodnoté 1 radu dimR1=1 a blokem radu

dimR2=3 sestavenym s Jordanovych bunék prislusnych hodnoté 2 (je-

jich rédy zjistime pozdé&ji).

1. Jordanoya bdze podprostoru Rl.
Vzhledem k tomu, Ze dimR1=1, je zde situace velmi jednoduché, ne-
bot pak R1=N1 (pro¢?), a proto souradnice vektort nalezicich R1
jsou resenim homogenni soustavy rovnic o matici [A—E)T. Jejim
vyresSenim nalezneme bazi B(l) prostoru Rl:

(1) (1) (1)
=< fed
B e, >, {e11 }D (1,0,1,0).
2. Jordanova baze podprostoru Rz‘ Postupovat budeme stejné ja-
ko v prikladu B.

Zavedeme operator B, B=A-21, jehoZ matice v bazi D zni

-1 0 0-1
0 0 1-1
B=10o 0-1 1
0 0 -1 1

Znamym postupem nalezneme T1ad m, prostoru RZ- m2=2, a tudiz
R2=KerBZ.

Nyni sestrojime bazi @2 (tj. bazi KerB°mod KerB) a pomoci ni
pak bazi @1 (tj. bazi KerB).

® baze 82
Postupem, ktery je ¢&tendari zndm, nalezneme baze KerB a KerBa
pomoci nichz pak sestrojime bazi KerB® modulo KerB:

Baze KerB: <(0,1,0,1),(0,1,1,0)>,

Baze KerB’: <(0,1,0,0,),(0,0,1,0),(0,0,0,1)>.

41)prvky téchto bazi i1 jejich cyklické slozky budeme indexovat
stejnym systémem, ktery jsme zavedll v subparagrafu predeslém,
ale navic pripojime vpravo nahoru oznadeni prislusné baze - tj.

(1), resp. (2).
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Jak vidime, dimKerB°=3 a dimKerB=2, tudiz:

n(2)=1 a n(1)=2, z &ehoz y(1)=1 a y(2)=1,
coZ znamend, ze Jordanova bize 3(2) prostoru R2 bude tvorena
jednou sloZkou délky 1 a jednou slozkou délky 2 (a prislusnd ma-
tice bude v Jordanové tvaru, Jjeji diagondla bude tvorena jednou
bufikou radu 1 a jednou bunkou radu 2; obé budou prirozené pri-
slusny hodnoté 2).*%)
7 predeslého plyne, Ze baze KerB® modulo KerB, tj. €, zni

2
(2 (20, _
€ =<e >, {ez1 }D (0,0,0,1).

e baze 81 (bdze KerB):

=<e(2)’ (2)>’
1 11 12
kde e(2)=B(eF2)) a e(2) je libovolny vektor dopliujici e(Z) na
11 21 12 11
bazi KerB,
r @), _ _ ) L@y
Konkrétné pak {e11 }ﬁ—(0,0, 1,1} a volime napr.{e12 }D (0,1,0,1).

Nyni sestrojime systém bazi ﬂiZ), B;Z) dle (26~3):

2 (2 (2 (2) (2)
B( )=<e ),e )>, B " =<e >.
1 21 11 2 12
PR (2) . . . n(2) L (2)
Jordanovu bazi E ziskame sestavenim z Bl , 82 :
(2) (2} (2) (2)
B =<e_',e 7, >,
21 11 12

neboli

(

8% =<(0,0,1,0),(0,0,-1,1),(0,1,0,1)>.

3. Jordanova baze B prostoru V=R1®R
Tuto bazi obdrzime sestavenim z bazi 8 2 £(2), tj.

1 2 2 2
B=<e( ),e( ),e( ),e( )>,
11 21 11 12

neboli

$=<(1,0,1,0),(0,0,1,0),(0,0,~1,1),(0,1,0,1)}>,

jeji prvky budeme po radé znacCit e.e,.e.e.

42)diagonéla Jordanovy matice prislusné operatoru A bude proto

y « . 1 (1) (2)
tvorena bunkami Ji), J2 a J2 .
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Provedme nyni zkousku - naleznéme matici (A,B):
Vypoltem zjistime, ze
{A(el)}D=(1,O,1,O), {A(ez)}$=(0,0,1,1),
{A(ea)}®=(0,0,-2,2), {&(e4)}®=(0,2,0,2),

neboli
Ale )=e , Ale )=2e +e , Ale )=2e , Ale )=2e ,
1 1 2 2 3 3 3 4 4
a proto
1 0 0 0
0 2 1 0
@8 =190 2|0
8] 0 © 2
coz je opravdu matice v Jordanové tvaru - jeji diagonalu tveri
tri Jordanovy bunky - jedna prislusnd hodnoté& 1 a dvé prislusné

hodnoté 2, pricemz jedna z nich je radu 1 a druhd radu 2.

34.Poznamka QOcislovani bazi, z nichz je sestavena Jordanova
baze, bylo zvoleno tak, Ze cyklické slozky prislusné dané vlastni
hodnoté jsou razeny dle svych délek sestupné. Je ovSem mozZné je
radit rovnéZ obracené, s &imZz se také Ctendr miuze setkat. V pri-
slusné Jordanové matici se to projevi tim, Ze blok prislusny dané
viastni hodnoté je tvoren Jordanovymi bufkami razenymi od nej-

mendiho k nejvétsimu radu.

Priklad D

Necht jsou dany matice A, D téhoZ radu nad C:

1 0 0 1 0 0
A= 0 1 01|, D= 1 1 1
1 0 1 0 0 1

Rozhodnéte, zda jsou podobné.

Reseni

Nalezneme Jordanovy tvary matic A a D, které pak s ohledem na
vétu 33 porovname.

K nalezeni Jordanova tvaru matice neni treba hledat Jordanowvu
bazi - postaduje znat spektrum matice a polty cyklickych slozek

jednotlivych délek, coZ jsou pocCty Jordanovych bunék jednotlivych
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radu.

1. matice A:

V prikladu B jsme jiz zjistili, Ze Jordanuv tvar této matice zni
1 1 0
0 1 0 |.
0 O 1

Uvazujme néktery linedrni operéator, jehoz je D matici - necht je

2. matice D:

to napr. operator D definovany na C3 ve standardni bazi pravé ma-
tici D (srv.poznamka 3.12].43)

Znamym postupem zjistime, Ze PpecD={1} - tudiz R1=c3, a %e rad m
podprostoru R1 je roven 2. JelikoZ obé matice maji taz spektra i
rddy jednotlivych korenovych podprostort, ma smysl jejich podob-
nost d&ale vysSetrovat (v opaéném pripadé by prirozené byla
vyloucena).

Nyni je tfeba zjistit n(1), n(2) a nasledné y(1), y(2), &imZ bude
Jordanlv tvar matice D uréen (viz véty 21, 22).

Zavedme operator B=(D-1). Jeho matice zni

0 0 O
B = 1 0 1 §.
0 0 O

Plati: n(1)=dimKerB, n(2)=dimKerBz~dimKerB.

Vektory nalezici KerB nalezneme reSenim homogenni soustavy o
matici B'. Dostavame KerB=[(1,0,0),(0,0,1}], tj. dimKerB=2, odkud
n(1)=2, n(2)=3-2=1,

a tedy y(2)=1, y(1)=1.

To znamend, Ze Jordanuv tvar matice je tvoren jednou bulikou radu
2 a jednou bufikou fadu 1, pridemz obé samozfejmé prislusi hodnoté
t=1. Jordantv tvar matice D je - jak vidime - tyZz jako matice A,
a ob& matice jsou proto podobné (srv. s postupem resSeni prikladu

1.F).

43)tento operator zavadime z ddvoda toliko formalnich.
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