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Uvod

Ke geometrii neni zvldstni cesty pro krle.!

Na danou geometrii 1ze pohliZet z hlediska syntetického nebo analytického. Tato u¢ebnice
je vénovana pohledu druhému, tedy geometrii analytické, a to afinni a euklidovské. Lze-li his-
torii geometrie, jako védecké discipliny, pocitat jiZ na tisicileti, jevi se analytickd geometrie
relativné mladd, nebot zaklady této vyznamné matematické discipliny poloZil R. Descartes
ve stoleti XVII. Soudobé pojeti analytické geometrie, predlozené v této ucebnici, vyuzivajici
ve Weylové duchu vysledky teorie vektorovych prostort, je samoziejmé mnohem mladsi.

Cilem ucebnice je sezndmit Ctenére se zdklady analytické geometrie linedrnich a kvadrat-
ickych utvart v rozsahu a formou obvyklou zejména pro budouci stfedoskolské ucitele;
poslouzi vsak i jinym zajemctiim o zaklady analytické geometrie z fad vysokoskolskych stu-
dentd.

Analytickd geometrie, jak jsme se jiZ zminili, Siroce vyuZiva apardt linedrni algebry (je
ostatn€ jeji prirozenou aplikaci), u ¢tenére se proto predpoklada znalost zdkladi linedrni alge-
bry v rozsahu obvyklém alesponi prvnimu semestru kurzu linedrni algebry (tj. znalost teorie
vektorovych prostord a algebry matic; tyto znalosti 1ze ziskat napf. v [4, 10, 13]). Vyklad
je navic priméfené doplnén i tim algebraickym aparatem, ktery nebyva obvyklou soucasti
tivodniho kurzu linedrni algebry, af jiz v pozndmkovém aparatu ¢i samostatné (zejména tim
jsou minény bilinearni a kvadratické formy).

Ucebnice je rozdélena do péti kapitol.

Prvni dvojice je vénovana analytické geometrii linearnich dtvard. Konkrétné v prvni kapi-
tole zavadi se axiomaticky afinni prostor a ndsleduji standardni témata — zavedeni soustavy
souradnic, vymezeni pojmu podprostor a zptisoby jeho uréeni, zkoumani polohovych vztaha
mezi podprostory, pak je fazeno zavedeni orientace a zkoumani poloprostort (zvI1asté je zk-
oumana afinni pfimka). Kapitola dale zahrnuje vybudovani pojmu linearni kombinace bodt a
studium pojmu na ném zaloZenych, jako jsou geometrické soutadnice ¢i simplex. Zavér této
kapitoly naleZi zavedeni afinniho zobrazeni; to je vSak studovano jen letmo, toliko z diivodi
existence vazby mezi geometrii a grupou jistych zobrazeni.

Druha kapitola se vénuje prostorim euklidovskym a obsahuje témata rovnéz standardni,
kterymi je zavedeni metriky a studium metrickych vztaht (kolmé priméty, vzdalenosti a od-

lodpovéd Euklida vladci Egypta Ptolemaiovi 1. na otdzku, zda existuje snazsi cesta k poznani geometrie,
nez studium Zdkladii.
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chylky podprostort a objemy). I zde zavér patii studiu zobrazeni spojenych s euklidovskymi
prostory, tj. zobrazeni shodnych.

Teorii afinnich a shodnych zobrazeni jsou podrobnéji vénovany samostatné prednasky ve
vyS$Sich semestrech kurzu analytické geometrie.

Kapitola tfeti, vénovand predevs§im kvadratickym formdm, ma jen ptipravny rdz k vybu-
dovani aparatu nutného pro studium kuZzelosecek a kvadrik. Tomu je také ptizpisoben vybér
a Sife poznatki.

Dalsi dvojice kapitol, kapitoly 4 a 5, se vénuje tdtvardm kvadratickym — kuZeloseCkam
v euklidovské roviné a kvadrikdm v tfirozmérném euklidovském prostoru. Zvoleny prostor
védomé neni z hlediska efektivnosti vykladu tim nejvhodnéjSim (tim by byl komplexni pros-
tor projektivni), avSak vychdzime z premisy, Zze budouci ucitel bude vyucovat analytickou
geometrii pravé v euklidovské roviné ¢i tfirozmérném prostoru, a je tudiz nutné, aby se s
urCitymi ,Juskalimi vyplyvajicimi z této volby — tj. absenci imaginarnich i nevlastnich ele-
mentd — seznamil. S rozsifovanim afinnich a euklidovskych prostori se ¢tenaf muze seznamit
ve vys$ich semestrech ¢i vyuZzit vhodnou literaturu (napt. [4, 12, 15]).

Obe kapitoly jsou koncipovany analogicky. Obsahuji vymezeni pojmu kuZelosecka, resp.
kvadrika, a definici jednotlivych jejich piipadi; ta vSak neni zaloZena na metrickych vlastnos-
tech, ale na tvarech kanonickych rovnic. Zvlastni pozornost vénujeme otdzce jednoznacnosti
rovnic a matic kuZelosecek, resp. kvadrik, nebof ta vytvaii zaklad pro studium jejich geomet-
rickych vlastnosti (invarianti). Standardnimi tématy jsou pak afinni a metricka klasifikace,
studium te¢nych elementtl a pojmy zaloZené na sdruZenosti smért vzhledem ke kuzelosecce,
resp. kvadrice.

Vzhledem k vyznamu analytické geometrie v dal§ich matematickych disciplinach, pfirod-
nich a technickych védach ¢i praxi, zaujima i dulezité misto ve Skolské matematice, a proto se
vyklad zaméfuje nejen na exaktni zvladnuti shora zminéné problematiky, ale diisledné sleduje
motivaci zavadénych a zkoumanych pojmil prostiednictvim ,historického tikolu geometrie*,
kterym po tisicileti, od dob Euklidovych, byla matematizace okolniho ,fyzikalniho* prostoru
(viz ostatné kapitola 1.1.1). Zvladnuti kroku od intuitivni pfedstavy k exaktnimu matem-
atickému popisu je pro neformalni osvojeni si analytické geometrie — stejné jako kterékoli
matematické discipliny — dulezité, zcela nezbytné je vSak pro budouciho ucitele, ktery musi
byt schopen v myslich zakt vytvorit fungujici spojeni mezi formalnimi objekty (formulemi)
a jimi popisovanymi ttvary. [ proto obsahuje text otdzky a vyzvy sméfované na Ctenére.

V ucebnici jsou fazeny i vzorové piiklady, maji vSak jen vyznam ilustrativni. Pro ziskani
vypocetni praxe by mél Ctenar vyuzit fady sbirek tloh z analytické geometrie (napt. [11]).

Zavérem chci podékovat obéma recenzentiim - doc. RNDr. Petru Emanovskému, Ph.D.,
a Mgr. Irené Hinterleitner, Ph.D., za jejich rady a pfipominky, které prispély ke zkvalitnéni
ucebniho textu. Podékovat chci i své Zené, za vytvoreni obrazového doprovodu.

Autor



Kapitola 1

Afinni geometrie

1.1 Afinni prostor a jeho zakladni vlastnosti

Tato kapitola je vénovana vybudovani pojmu afinni prostor a zkoumani vlastnosti jeho a
jeho jistych podmnozin (prostorovych iitvarii) rizného druhu. Jak jsme jiZz zminili v Gvodu,
budeme zde zkoumat toliko vlastnosti polohové - tedy bez pouZiti pojmu vzddlenost a iihel,
které pro urcité afinni prostory zavedeme v dalsi kapitole.

Pismenem V (pfip.V,,) budeme oznacCovat n-rozmérny vektorovy prostor nad komuta-
tivnim télesem 7', nebude-li uvedeno jinak. Nulovy prvek télesa 7' budeme znacit 0, jed-
notkovy 1.

1.1.1 Motivace k volbé axiomu afinniho prostoru

Predmétem naSeho zdjmu je axiomatickd teorie afinnich (kapitola 1) a posléze euklidovskych
prostorii (kapitola 2)'. Ugelem jejiho vybudovéni byla pivodné snaha o matematicky popis

'Velmi struéné piipomeiime, Ze axiomatickd teorie vychazi z mnoZiny zdkladnich pojmii, mnoZiny vychozich
tvrzeni o téchto pojmech (axiomii) a zahrnuje mnoZinu druhotnych pojmii (j. pojmu, definovanych pomoci
zdkladnich) a mnozinu vSech tvrzeni logicky vyplyvajicich z axiomi (véty této teorie).

Jsou-li axiomy navzdjem logicky bezesporné, je tomu tak i pro vsSechny véty dané teorie (teorie tedy neobsahuje
poZadavkem na axiomatickou teorii kladenym (dalSimi poZadavky se zde zabyvat nebudeme).

Vezmeme-li za zédkladni pojmy jakoukoli mnozinu objektl, pro néZ jsou vSechna tvrzeni axiomu splnéna,
dostavame tzv. interpretaci (model) dané axiomatické teorie — ziskdvame tak jistou konkrétni teorii, a to pro
nejraznéjsi védni discipliny - od matematickych teorii (Ctendf jisté znd napf. axiomatickou teorii grup — za prvky
grup je zvykly uvaZovat nejriznéjsi objekty, které vSak vZdy musi vyhovét axiomtm (definiénim podminkdm)
grupy) az teorie popisujici konkrétni jevy hmotného svéta (presnost tohoto popisu je ddna pouze presnosti, s niz
bylo zjisténo splnéni onéch zakladnich tvrzeni objekty ,dosazenymi* za zakladni pojmy — viz. napt. fyzikalni
teorie).

Jedna a taZ axiomaticka teorie tak mtize predstavovat vychodisko pro velkou fadu konkrétnich teorif (ziskanych
jako jeji interpretace), coZ je vyznamnym piinosem axiomatizace viibec.

Primarni motivaci k axiomatizaci (nejen geometrie, ale i dalSich matematickych disciplin) je snaha o exaktnost
popisu a odstranéni tzv. paradoxii vlastnim teoriim intuitivnim.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

okolniho — , fyzikdlniho* — prostoru, o kterém mame urcitou intuitivni piredstavu vychazejici
ze zkuSenosti, predstavu, na niZ je zaloZena vyuka geometrie na Skole zdkladni a stfedni.
Chceme tedy, aby jednou z interpretac{ této axiomatické teorie byl prostor blizky fyzikalnimu?,
¢ehoz dosdhneme vhodnou volbou axiomtl.

Vyjdéme nyni z naSi dosavadni intuitivni predstavy o fyzikdlnim prostoru (bodech, pfim-
kach, rovinach) a jeho vlastnostech zndmych z uciva stiedni Skoly.
Mnozinu bodd ozna¢me A, jednotlivé body znaéme (jak jsme zvykli) velkymi pismeny —
X, Y, . ...
Zaved me nyni pojem vektor. UvaZzujme nejprve mnoZinu vech uspofddanych dvojic bodd.
Rekneme, 7e dvé uspofddané dvojice bodii (X,Y) a (X,Y) jsou ekvipolenmi, jestlize stied
dvojice bodi X, Y je tyz, jako stfed dvojice Y, X.

Obr. 1.1.1

Vektorem urcenym usporddanou dvojici bodii X,Y pak rozumime mnozinu vSech uspo-
fadanych dvojic bodu s ni ekvipolentnich. Kazda konkrétni uspofadana dvojice urcujici dany
vektor se nazyva umisténi (reprezentant) vektoru. Mnozinu takto ziskanych vektord oznacme

V, jednotlivé vektory znaéme malymi tu¢nymi pismeny - X,y ....°

Pfirozenym zplisobem jsme tak dospéli k zobrazeni*

fiAxXASY,

které usporadané dvojici bodii pfifazuje vektor, jehoZ je tato dvojice umisténim.’
K vlastnostem zobrazeni [ se jeSté vratime.

Predpokladejme, Ze jsme zavedli obvyklym zptisobem scitani vektorti a ndsobeni vektoru

20tazkou této blizkosti se piirozené geometrie nezabyvd — jde o otizku aplikace matematické teorie — zde
konkrétné o otdzku nélezejici kosmologii. Uved me viak, Ze v oblastech slabych gravitanich poli Ize fyzikalni
prostor pokladat za prostor afinni (resp. euklidovsky) s mimorddné vysokou piesnosti.

D4 se ukdzat, 7e ekvipolence je relaci ekvivalence na mnoZiné A x A. MnoZina V je tedy faktorizaci
mnoziny A x A dle této relace.

4Opravdu jde o zobrazeni — kazd4 uspofddand dvojice bodii uréuje prdvé jeden vektor.

SReprezentanta tohoto vektoru si zfejmé mlizeme predstavit jako ,Jipku* vedenou z bodu X do bodu Y.
Bod X se obvykle nazyva pocitecni a Y koncovy bod daného umisténi.

10



1.1 Afinni prostor a jeho zdkladni vlastnosti

redlnym &islem — jedna se po fadé o zobrazeni +: V xV = Va-:RxV = V.°

Patrné (X, X) i (Y,Y") jsou umisténim téhoz vektoru — oznalme jej o (ukdze se, Ze jde o
vektor nulovy — viz 3 v (1.1)). Pro libovolny vektor x € V' budeme namisto (—1)x psat —x
(ukaze se, Ze jde o vektor opacny k x —viz 4 v (1.1)).

Da se ukazat, ze nasledujici tvrzeni plati pro libovolné x,y,z € V, t,r € R:
l.x+y=y+x (L.1)

2.x+(y+2z)=(x+y)+z

3. x+0o=x=0+X

Souhrnné feceno, ukdzali jsme, Ze mnoZina V' spolu se zobrazenimi +, - tvori vektorovy
prostor nad télesem R. S vyuzitim poznatki stfedoSkolské geometrie bychom dospéli k tomu,
Ze jeho dimenze je rovna tfem.

f(X,Y)

®Mame-li seéist dva vektory x a y, zvolime jejich umisténi tak, aby koncovy bod vektoru x byl poéate¢nim
bodem vektoru y. Umisténi jejich souctu x + y je pak ddno poc¢dtecnim bodem vektoru x a koncovym bodem
vektoru y.
Bud nyni x vektor uréeny umisténim (X,Y), ¢ € R. Chceme-li vyndsobit vektor x redlnym &islem ¢, vedeme
nejdifve pocatecnim bodem umisténi vektoru x pomocnou pfimku, kterou pokladdme za tzv. redlnou osu (jeji
body intuitivné chadpeme jako obrazy jednotlivych redlnych Cisel), tak, aby obraz nuly splyval s bodem X a aby
byla byla rizna od ptimky )(5)/ . Pak spojime koncovy bod Y umisténi vektoru x s obrazem cisla 1 na realné

—
ose a s touto spojnici vedeme rovnobézku obrazem Cisla ¢. Prisecik této rovnobézky s pfimkou XY ozna¢me
Z. Umisténim vektoru ¢ - x je pak dvojice (X, Z).

11



KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Nyni se zbyvejme vlastnostmi zobrazeni f.
Zvolme libovolné body XY, Z € A. Uvazime-li vektory f(X,Y), f(Y,Z) a f(X, Z), plati
vzhledem k zavedeni s¢itani vektorti ve V:

FX.Y) + f(Y, 2) = £(X, 2). (1.2)
Situaci zndzorfiuje obr. 1.1.2:
z
f (X,2)
f(Y,2)
focYy) ¥

Obr. 1.1.2

Dile zvolme néktery bod P. Je-li x libovolny vektor, pak zfejmé existuje jediny bod X tak,
ze dvojice (P, X) je umisténim vektoru x, neboli x = f(P, X). Pro kazdy bod P € A plati
tedy nasledujici tvrzeni:

VxeVIXeA: x=f(PX). (1.3)
Jinak fe€eno, znamena to, Ze definujeme-li pro libovolné P € A zobrazeni fp : A — V
vztahem
VX €A: fp=f(P,X),
pak fp je bijekci AnaV.

Tuto skute¢nost miiZzeme volné pribliZit tak, Ze z libovolné zvoleného bodu P ,vychazi do
kazdého bodu prdvé jeden vektor a ze kazdy vektor ,vychazejici“ z P sméfuje prdvé do
Jjednoho bodu.

1.1.2 Definice afinniho prostoru

V predeslé podkapitole jsme ukézali, Ze intuitivné chdpany fyzikdlni prostor m4 vlastnosti (1.1),
(1.2), (1.3). Z divoda jiz uvedenych, zohlednime tuto skute¢nost pfi volb& axiomd.’

"Pro vybudovani axiomatizované analytické geometrie afinnich a euklidovskych prostorii zde pouZijeme
axiomatizaci inspirovanou H. Weylem.

Dodejme, Ze prvnim, kdo se pokusil o axiomatizaci geometrie, byl starofecky matematik Euklides (jeho
dilo Zdklady se ve vyuce matematiky uZivalo jeSté¢ v XIX. stol.), tispésné se tohoto tkolu pro euklidovskou
geometrii poprvé zhostil az D. Hilbert v XIX. stoleti (viz [9]), kdy se rovnéz (tehdy velmi prekvapive) ukazalo,
Ze euklidovska geometrie neni geometrif jedinou. S jistou modifikaci Hilbertovy axiomatiky (a bliZe s pojmem
axiomatizace) zpusobem vhodnym pro ulitele se Ize seznamit napt. v [16].

K definici 1.1.1 uved me, Ze pojem afinniho prostoru lze zavést i jinak (piirozené s ekvivalentnim vysledkem) —
viz napt. [2, 3, 7], ¢i [4] (zde je afinni prostor vytvoren faktorizaci vektorového prostoru).
Pro uplnost jest€ dodejme, Ze se Ctenaf mizZe setkat i s ndzvem bodové vektorovy prostor.
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1.1 Afinni prostor a jeho zdkladni vlastnosti

Pojem afinniho prostoru dle nésledujici definice je vSak mnohem obecnéjsi — zejm. co
do volby dimenze n (n mize byt vétsi nez 3; v pripadech n = 1, resp. n = 2, v sobé jako
zvlastni pripad zahrnuje 1 geometrii pfimky, resp. roviny) ¢i vybéru télesa 7' (1" nemusi byt
télesem redlnych &isel) — a md Casto zcela jiné uplatnéni, neZ popis okolniho prostoru, byt z
historického hlediska §lo o rozhodujici motiv pro jeho zavedeni.

Zdiraznéme, Ze naddle budeme jiZ vychazet pouze z definice 1.1.1, nikoli ze svého nazoru
a predstav o fyzikdlnim prostoru. Tyto pfedstavy ndm mohou byt pouze voditkem pii log-
ickém odvozovani vét ¢i inspiraci pri definici dalSich pojmil — v jinych situacich na obsah
podkapitolyl.1.1 ,zapomenme*.

Definice 1.1.1 M¢jme ddnu neprazdnou mnoZinu A, n-rozmérny vektorovy prostor V nad
télesem 1" a zobrazeni f : A x A — V s ndsledujicimi vlastnostmi:

LYX,YZeA: fIX,)V)+f(V,Z)=f(X,2),
2.3PeAvxeVIXeA: f(PX)=x

Pak se uspofddanad trojice A = (A, V, f) nazyva n-rozmérny afinni prostor nad télesem
T.

Mnozina A se nazyva nosi¢ afinniho prostoru A a jeji prvky se nazyvaji body afinniho
prostoru A. Vektorovy prostor V se nazyva zaméfeni afinniho prostoru A a jeho prvky
vektory afinniho prostoru A.

Usporadana dvojice bodi, kterd je vzorem jistého vektoru v zobrazeni f se nazyva
umisténim tohoto vektoru.

Oznaceni 1.1.2

e Pro vyjadreni skuteCnosti, Ze afinni prostor .4 ma dimenzi n budeme uZzivat zapisu
dim A = n, miZzeme rovnéZ pfipojit k oznaceni afinniho prostoru A jeho dimenzi
formou dolniho indexu — A,,.

e Body afinniho prostoru budeme znacit velkymi latinskymi pismeny B,C, X, Z, ...,
vektory afinniho prostoru pak malymi tu¢nymi latinskymi pismeny - x,y,a,e,...,
skalary z télesa T" pouze obycejnymi latinskymi pismeny — g, ¢, a, . . ..

e Nosi¢ (mnoZinu bodid) afinniho prostoru A budeme znacit B(.A), jeho zaméfeni pak

V(A).

e Nebude-li feceno jinak, budeme nadale mlcky predpokladat, ze A zna¢i mnozinu bodu,

TR

V zaméfeni afinniho prostoru A a f zna&i piislu§né zobrazeni A2 — V.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Poznamka 1.1.3 Diky volbé zdkladnich pojmi a formulaci axiomt je mozné v analytické
teorii afinnich prostorii velmi efektivné vyuzivat aparatu teorie vektorovych prostori. Au-
torem této mysSlenky je jiz zminény H. Weyl, ktery tuto mySlenku pfedstavil r. 1918 (viz

[17]).
Poznamka 1.1.4 k definici 1.1.1

e Je-li X bodem afinniho prostoru A = (A, V, f), pak se namisto korektniho zépisu této
skutecnosti ve formé X € A Casto pise X € A.

e Zdiraznéme, Ze afinni prostor je uspofddanou trojici — neni tedy jednoznacné uren
napf. zadanim jen mnoziny boda A (viz priklady).

e V tomto textu se pojem prostor bude vyskytovat ve dvou vyznamech — jako afinni
prostor a jako vektorovy prostor (zaméfeni afinniho prostoru). Bude-li ze souvislosti
ziejmé, o jaky prostor se jednd, budeme hovofit toliko o prostoru.

PovS§imnéme si nyni podminky 2 z definice 1.1.1.

Oznaceni 1.1.5 Bud A = (A,V, f) afinni prostor. Pro libovolné zvoleny P € A definujme
zobrazeni fp : A — V predpisem:

VX eA: [fp(X)=[f(PX) (1.4)

Tohoto zobrazeni budeme uzivat jen v ptipadech, kdy to bude ucelné.

Platnost nasledujici véty je ziejma.

Véta 1.1.6 V definici 1.1.1 Ize vyrok (Yx€V X €A: f(P,X) = x) v podmince 2 nahra-
dit nasledujicim vyrokem:
Zobrazeni fp : A — V definované vztahem (1.4) je bijekci A na V.

Dusledek 1.1.7 Bud A = (A, V, f) afinni prostor. Pak plati:
1. MnoZiny A a V maji touz mohutnost.®

2. Afinni prostor dimenze 0 je jednobodovd mnoZina.

8Vzhledem k tomu, Ze vektorovy prostor je vzdy neprizdny, vyplyva odtud, Ze pozadavek A # () je v
definici 1.1.1 nadbytecny.
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1.1 Afinni prostor a jeho zdkladni vlastnosti

Definice 1.1.8 Afinni prostor dimenze 1 se nazyva (afinni) primka, afinni prostor dimenze

2 se nazyva (afinni) rovina’.

Je-li podminka 2 definice 1.1.1 splnéna pro néktery bod P, bude platit i pro dal$i body?

Bud A = (A,V, f) néktery afinni prostor a nechf P je bod, pro né&jZ plati tvrzeni uve-
dené v podmince 2 definice 1.1.1, tj.

vxeVIX eA: f(PX)=x (1.5)

UvaZujme libovolny bod () € A. Zvolme nyni libovolny vektor u € V a hledejme ¥ € A
s vlastnosti u = f(Q,Y),

Uzitim podminky 1 z definice 1.1.11ze psdt f(Q,Y) = f(Q, P)+ f(P,Y), takZe dostdvame:
u=f(Q,Y)eu=f(Q,P)+ f(PY)< f(P,Y) =u— f(Q, P), konené, polozime-li
x =u— f(Q, P), vyplyva odtud s ohledem na (1.5) existence hledaného bodu Y.

Plati tedy:
Véta 1.1.9 Bud A = (A, V, ) afinni prostor. Pak plati:

VPe AvVxeVIiXeA: f(PX)=x

Jaky je dusledek této véty pro mnoZzinu zobrazeni fp dle (1.4)?
Priklad 1.1.10 Bud déna trojice A = (A, V, f), kde
. A={(z,y) eR*} y=¢"}, V=R a
VX, Ue A, X =(z,y), U= (u,v)eA: f(X,U)=u—uzx.
2. A=R"V=R",
VX,Y € A-7 X = (be%"' 7xn)7 Y = (yl:y%"' 7yn) :
f(XaY) = (yl —T1,Y2 — T2, Yn _:Un>

3.A={(z,y) eR} z =y}, V=R a

VX, Ue A, X =(x,y), U= (u,v) € A: f(X,U)=u—x.

°0 tom, Ze tyto pojmy odpovidaji nasi predstavé o pifmce &i roving, se presvédeime pozdé&ji — napt. v
podkapitole 1.3.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

4. A={(z,y) eR*} z=1y|}, V=R a

VX, UeA, X = (2,y), U= (u,v) e A: f(X,U)=v—u.

V jednotlivych piipadech ovéite, zda A je afinnim prostorem.

Reseni:

Musime zjistit, zda A vyhovuje definici 1.1.1. Ziejmé ve vSech piipadech A # (), V je vek-
torovy prostor nad R a f je zobrazeni A? — V. Postadi tedy ovéfit, zda f m4 vlastnosti 1, 2
z definice 1.1.1."°

Ptipad ¢.1:
Ad 1: Zvolme libovolné body X = (z,y), U = (u,v), R = (r,s).!! Pak f(X,U) =
u—=z, f(UR)=r—uaf(X,R)=r— x,takZe rovnost

fX,U) + f(U,R) = f(X, R)

je zcela evidentni.

Ad 2: Bud P = (p,q) néktery bod. Zvolme libovolny vektor w € R, (V = R), a
hledejme X = (x,y) € A feSici rovnici

f(P,X)=uw.

Z definice zobrazeni f plyne f(P, X) = x — p. Musi tedy souCasné platit y = e” a
xr — p = w, ¢emuz evidentné vyhovuje jedind dvojice (z,y) : x =p+w A y = ePT.
Existuje tudiZ jediny bod X, pro n&jz je fp(X) = w, a tedy fp je bijekci A na V.2

Zjistili jsme, Ze A je afinnim prostorem dimenze 1 (dim'V = 1). Je tedy prikladem

pfimky (vzhledem k nasim dosavadnim pfedstavdm ponékud netradi¢nim — nacrtnéte
si mnozinu Al).

Piipad ¢.2:
Ad 1: Zvolime-li libovolné body X, Y, 7 € A, X = (1,29, -+ ,2,), Y = (Y1,Y2, -
3 Yn)y Z = (21,29, -+, z,) je platnost 1 zfejma.

Ad2:Bud P = (p1,p2, - ,pn) € A.Z definice zobrazeni f obdrZime:

X = (1,29, ,xn) = f(P,X) = (x1 — p1,22 — pa, -+, Tp — Pp). Zvolime-li
libovolny vektor w € V, (V = R"), w = (wy,ws, -+ ,wy,), pak f(P,X) = w je
ekvivalentni rovnici

(xl_plva_an"' awn_pn) = (w17w27"' 7wn)’

190vétovani podminky 2 lze nahradit zjistovanim bijektivity zobrazeni fp (srv. véta 1.1.6).
1Z4pis X = (z,y) nemd nic spoleéného se soufadnicemi bodu! Viz piiklad 1.2.10.
12Jak vidime je podminka 2 splnéna opravdu pro libovolny vybér bodu P (srv. véta 1.1.9).
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1.1 Afinni prostor a jeho zdkladni vlastnosti

kterou evidentné fesi jedind n-tice (1, xo, - - , x,) predstavujici hledany bod X .
Zkoumana struktura A je afinnim prostorem a protoze dim'V = n, je jeho dimenze
rovna n.'? Na€rtneme-li si pron = 1, 2 & 3 pfislu§nou mnoZinu bodd (nosic), dostdvame
naopak velmi ,tradi¢ni* pfedstavu o prostoru dané dimenze.

Pripad ¢.3:
Ad 1: Zvolime-li libovolné body X = (z,v),U = (u,v), R = (r, s) je zfejmé& rovnost
f(X,U)+ f(U,R) = f(X, R) opét splnéna.
Ad 2: Bud P = (p, q) néktery bod. MiZeme psat:
Zvolme libovolny vektor w € R, (V = R), a hledejme X = (z,y) € A feSici rovnici
f(P,X) =w.
Musi tedy soucasné platit + = |y| a x — p = w. Této soustavé rovnic vSak vyhovuji
obecné dvé dvojice: (p + w,p + w) a (p + w, —p — w), a tudiZ fp neni bijekci pro
Zadnou volbu P — A proto afinnim prostorem neni.

Ptipad ¢.4:
Analogickym zptisobem zjistime, Ze jde o jednorozmérny afinni prostor, a to i pfes to,
Ze ma stejny nosic (i zaméfeni), jako struktura v ptipadé 3 (srv. pozn. 1.1.4).

Vsimnéme si nyni véty 1.1.9. Tato véta tika, Ze zvolime-li libovolné€ bod X a vektor u,
existuje jediny bod Y tak, ze plati f(X,Y) = u.
Ziskavame tak zobrazeni A x 'V do A definované takto:

(X,u) =Y & f(X,Y)=u (1.6)

Nyni zavedeme dalsi oznaceni a pojmenovani pro vektor f(X,Y') arovnéz zavedeme oznaceni
i ndzev pro bod pfifazeny dvojici (X, u) pravé popsanym postupem.

Definice 1.1.11 Bud A = (A, V, f) afinni prostor .

1. Pro libovolnou uspofddanou dvojici bodd X,Y € A nazyviame vektor f(X,Y)
rozdilem bodit X a'Y a znatime jej Y — X.
Afinn{ prostor A budeme také znacit 4 = (A, V, —).

2. Pro libovolny bod X € A alibovolny vektor u € V nazyvdme bod Y, pro néjz plati
u = f(X,Y), souctem bodu X avektoru u a znacime jej X +u. Namisto X + (—u)
budeme psat jen X — u.

3Pravé zkonstruovany afinni prostor se nékdy nazyva n-rozmérny souiadnicovy afinni prostor nad R. Ziejmé
uvedend struktura ztstdvd afinnim prostorem i po ndhradé R libovolnym komutativnim télesem 7" — pak by $lo
o afinn{ prostor nad 7T'.

Uvedeny afinni prostor md zna¢né vyuZiti.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Poznamka 1.1.12 Pravé uvedena definice 1.1.11 v Casti 1 jen preznacuje dosud uZivané
zobrazeni f : A x A — V na ,.—. Vedle (Ci spiSe namisto) zapisu u = f(X,Y") tak budeme
psitu =Y — X. Nejde vSak o zddné nové zobrazeni.

V odstavci 2 vSak definice zavddi nové zobrazeni : A x V — A, a sice zobrazeni defino-
vané relaci (1.6).'*

Uvedena symbolika +, — se vzapéti ukdze jako velmi ndzornd, Jde vSak pouze o symbol-
iku — napf. ¢emu je roven rozdil X — X, ¢i jaky je je vztah mezi vektory Y — X' a —(X —Y'),
zatim nevime. "

(13

Musime si rovnéz uvédomit, Ze stejnych symbolli ,+“ i ,,— uzZivadme nyni ve dvou

riiznych vyznamech: pro operace mezi vektory a pro vySe zminénd zobrazeni, a to i v témZe
zépisu. Napf. x =u— (Y — X),B=C+ (u+Vv)& W =X+ ((Y — Z) —y) apodobné.
K nedorozuméni ovSem dojit nemuze.

Vhodnost volby nazvoslovi ,rozdil bodi*“ a ,soucet bodu a vektoru™ vyplyne rovnéz z
vlastnosti souradnic bodu a vektorii v nasledujici podkapitole (véta 1.2.8).

Véta 1.1.13 Pro libovolné body K, L, M, N a vektory u, v afinniho prostoru
A= (A,V,—)plati:

I. K- K=o,

2. -(K-L)=(L-K),

3. (K+u)—L=(K—-L)+u,

4 K—(L+u)=(K-L)-u

5 (K4u)+v=K+(u+v),

6. ( K—L)+(M—-N)=(K—-N)+(M-1L),

7. (K4u)—(L+v)=(K—-L)+ (u—v).

“Mezi obéma zobrazenimi je vzdjemné jednoznaény vztah dany relaci
Y=X+u<eu=Y-X
Zadanim — : A x A — V tedy zkonstruujeme + : A X V — A a naopak. V nékteré literatufe se k definici
afinniho prostoru uziva pravé souctu bodu a vektoru.

5Ve vété 1.1.13 ukdzeme, Ze uvedené oznaCeni umozni ,Jlipravy* podobnych vyrazi analogicky prici s
vyrazy algebraickymi. Vzdy si v8ak musime uvédomovat skute¢ny vyznam uvedenych symbolt a povolenou
syntaxi jejich zdpisu. Podotknéme, Ze nejsou definovdny zdpisy typu u — X, u + X a podobné.
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1.1 Afinni prostor a jeho zdkladni vlastnosti

Diikaz:
Ad 1:
Uvazme relaci 1 z definice 1.1.1 ve znéni 1 z definice 1.1.11:
VX, Y, ZeA: (Y-X)+(Z-Y)=(Z— X).Polozime-li Y = Z = K miZeme psat:
(K —X)+ (K — K) = (K — X). Ve V vsak existuje pouze jeden vektor a s vlastnost{
X + a = x, a to vektor o. Tudiz (K — K) = o.
Ad 2:
Uzitim 1 z definice 1.1.1 lze psat: (K — L) + (L — K) = (L — L), s pfihlédnutim k 1
véty 1.1.13 tedy (K — L)+ (L — K) = o, coz znali, ze (L — K) je opatny vektor k (K — L).
Ad 3:
Oznaéme F' = K 4+ u, tj. u = F' — K (proc?). Pak dostdvame:

(K+uw)—L=F-LY(K-L)+(F-K) 2(K-L)+u,

kde (a) znadi uziti 1 z definice 1.1.1 a (b) faktuu = F — K.
Ad 4:
Oznaéme F' = L + u, tj. u = I' — L. ObdrZime tak:

K—(L+w=K-F2@L-m+K-10)2-(F-L)+K-1)Y

=(-w)+ (K -L)=(K-L)-u,

k Gpravé (a) jsme uzili 1 z definice 1.1.1, k dpravé (b) jiz dokdzaného 2 z véty 1.1.13 ak (c¢)
faktuu = ' — L.

Ad5:
Polozime-li H = (K + u) + v, plyne odtud:

veH-(K+0)¥v=(H-K)-u=H-K) =ut+v¥

=H=K+(u+v)=(K+u)+v=K+ (u+v),

pfi¢emz pro implikaci (a) jsme uZzili bod 4 véty 1.1.13, pro (b) pak 2 z definice 1.1.11.
Ad 6:
(K—L)+(M—-N)2(K—L)+((L-N)+(N=L))+ (M- N) =

= (K = L)+ (L= N)) + (N = L) + (M = N)) 2 (K = N) + (M — L),
kde v kroku (a) jsme uzili bodu 2 véty 1.1.13 a v kroku (b) 1 z definice 1.1.1 spolu s komu-
tativitou s¢itani ve V.
AdT:
Polozme F' = L + v. Postupné obdrzime:

(K+u)—(L+v)=(K+u)— FY (K- F)+u=

(K- (L+v)+uZ(K-L)—v)+u=(K—L)+u—v,
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

pfi¢emz v (a) byl uzit bod 3 véty 1.1.13 a v (b) bod 4 véty 1.1.13. O
Z 1,5 a6 véty 1.1.13 bychom matematickou indukci dokazali (provedte!):
Dusledek 1.1.14

1. Pro libovolny bod K a libovolné vektory uy, us, - - -,y afinniho prostoru
A= (A,V,—)plati:

K+ u+u+-tuwer+u) = (K +u) +ug) + 0+ wer) + g,

2. Pro libovolné body My, My, - - - , My, afinniho prostoru A = (A, V, —) plati:

(My — My) + (M3 — My) + - - - + (My, — My_1) = (M}, — My).

Oznaceni 1.1.15 Z bodu 1 disledku 1.1.14 plyne, Ze uvedeny soucet je nezavisly na uzavor-
kovéni a budeme jej (pro libovolné k£ € N) bez obav z nedorozuméni psét:

K+u1+u2+---—|—uk,1+uk.

1.2 Afinni soustava souradnic

Pojem soustavy soufadnic je v analytické geometrii pojmem zcela zdsadnim. DokaZeme-
li kazdému bodu afinniho prostoru vhodnym zplisobem pfifadit usporadanou n-tici skalart
(souradnice), miZzeme pak usilovat o popis kazdého geometrického dtvaru pomoci jisté vy-
rokové formy (analytického vyjddreni), jejimiZ proménnymi jsou pravé soufadnice, pficemz
této formé vyhovuji soufadnice praveé téch bodu, které s danym utvarem inciduji. To je, kratce
feceno, princip analytického popisu geometrickych utvart, jak jej v zarode¢né formé nacha-
zime jiz u Descarta.

Ctenafi je z linedrni algebry zndm pojem souradnice vektoru, s jeho vyuzitim nyni zavedeme
v afinnim prostoru pojem souradnice bodu.

Definice 1.2.1 Bud' A, = (A, V, —) afinni prostor. Nechi P je bod z A,
By = (e, eq, -+ ,e,) bize jeho zaméfeni V. Pak uspotfadanou (n + 1)-tici

B: <P;elaeQa”' 7en>

nazyvame afinni bdze (repér) prostoru A,,, bod P pak pocdtek afinni bdze.
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1.2 Afinni soustava soufadnic

Oznaceni 1.2.2 Afinni baze budeme znacit velkymi psacimi pismeny — B,C, D, . ..
PrisluSnou bazi zaméfeni afinniho prostoru budeme znacit pfipojenim dolniho indexu 0 k
oznaceni afinni baze - By, Cy, Dy, . . .
Symbolem B = (P; B,) budeme znacit skutecnost, Ze afinni baze B je tvofena pocatkem
P abazi zaméfeni B,.

Poznamka 1.2.3 V tomto textu se pojem bdze bude vyskytovat ve dvou vyznamech — jako
bdze afinniho prostoru a bdze vektorového prostoru (napf. zaméteni afinniho prostoru). Bude-
li ze souvislosti zfejmé, o jaky vyznam se jednd, budeme hovofit jen o bdzi.

Uvazujme afinni prostor A,, = (A, V, —). Zvolme déle nékterou afinni bazi
B = (P;ej, e - ,e,).

Bud' nyni X libovolny bod z A. Tomuto bodu dokdzeme nyni vzdjemné jednoznacné
prifadit vektor x z V, a to

x=X—-P (1.7)

(jde o obraz bodu X v zobrazeni fp — srv. véta 1.1.6). Vektor x 1ze pravé jednim zplisobem
psat ve tvaru linearni kombinace vektort ey, €5, - - - , e, (proc?):

X = x1€1 +T9€o + - - - + T e, (18)

¢imz je mu vzdjemné jednoznacné pfifazena usporddand n-tice (xy, o, - ,x,) z T, (jde

o soufadnice vektoru x v soustavé souradnic vektorového prostoru V uréené bazi B,. Tuto
soustavu soufadnic ozname op,).'°
S ohledem na definici 1.1.11 dostadvame z relaci (1.7) a (1.8):

X =P+ (x1€1 + 2962+ - - + 7€)
a po uziti disledku 1.1.14 (a oznaceni 1.1.15) 1ze pro X psat:
X =P+ €1+ 1963+ - + 2€,, (1.9)

¢imz dostdavame zobrazeni S : A — T™ pfifazujici bodu X uspofadanou n-tici (1, s, - - -
-, &) z T, kterd spliiuje (1.9).

16Jak vime, je o, izomorfizmem vektorového prostoru V na aritmeticky vektorovy prostor 7.
Fakt, Ze vektor y € V md v bédzi By soufadnice (y1,y2, - ,Yn) — . plati o5,(y) = (y1,¥2, " s Yn) —
budeme zapisovat takto:

Y = (Y1,92," ,¥n)B,

Bude-li zfejmé, o jakou bdzi se jednd, budeme jeji oznaleni vynechévat.
(V linearni algebte byva pro vyse uvedeny fakt uzivan také zapis

{Y}Bo = (y17y27 o ayn))
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Evidentné plati,'” Ze S = fp o 05, (viz diagram na obr. 1.2.1), a tudiz Sg je bijekci A
nal™".

S
A = 7
fP
G@O
V,

Obr. 1.2.1

Nisledujici definice 1.2.4 je tudiZ korektn{ a ddle uveden4 véta 1.2.7 platnd'®.

Definice 1.2.4 Bud B = (P;ey, ey, - ,e,) baze afinniho prostoru A, = (A, V, —). Pak
zobrazeni S : A — T™ pritazujici libovolnému bodu X usporadanou n-tici

(x1, o, -, x,) 2T, spliujici (1.9) se nazyva afinni soustava soufadnic (afinniho prostoru
A,,) urcend bdzi B, slozka x; uvedené uspotadané n-tice se nazyva i-td souradnice bodu
X vzhledem k afinni bdzi B."

Polozime-1i Vi, 1 < i < n, X; = f5"([e;]), pak se mnoZiny bodd &y, Xy, - - - , &, nazyvaji
soutadnicové osy afinni soustavy soutadnic Sg.*’ Pro bod P budeme také uZivat ndzvu
pocdtek soustavy souradnic Sg.

17V této ucebnici budeme sloZeni p o q zobrazenip : I — J aq : J — K definovat relaci:

Vael; (pogq)(a)=q(p(a)).

80dtud a z véty 1.2.8 plyne, Ze afinni soustava soufadnic je zobrazenim, které libovolny afinni prostor nad
danym teélesem 1" izomorfné (tj. v¢etné jeho struktury podprostorti a relace incidence) prevadi na souradnicovy
afinni prostor nad T' téZe dimenze (viz pfipad 2. v pfikladu 1.1.10); ¢inime tak ddlezity zavér, Ze kazdé dva afinn{
prostory nad timZe t€lesem jsou izomorfni, pravé kdyz maji touz dimenzi. To md mimochodem i ten ddsledek,
Ze axiomaticka teorie afinnich prostori miZe byt povazovana za tiplnou, tj. neexistuje v ni nerozhodnutelny
vyrok.
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o Uziva se téZ obratl v bdzi B ¢i nad bdzi B.

o Ctenaf se miize rovn& setkat s ekvivalentnim pojmem linedrni soustava soufadnic; ddvodem pro takové
pojmenovani je napf. platnost véty 1.2.8 — jiné zplsoby zavedeni soufadnic bodu (napft. Ctenafi patrné
zndmé poldrni soutfadnice v euklidovské roviné ¢i sférické a cylindrické souradnice v tfirozmérném
euklidovském prostoru) totizZ tyto vlastnosti nemaji.

2Bvidentné P € &;,1 <4 < n, (¢emu je rovno fp(P)?).

V podkapitole 1.3 zavedeme pojem afinni podprostor a bude tak ziejmé, ze X1, Xy, --- , X, jsou pFimky
prochazejici bodem P, smérovy vektor i-té z nichz je e;.
V tuto chvili bychom museli uZit klopotné konstrukce

Xi = (fp'([ed), led], FI(fp " (fed]))?), Vi, 1 <i<m.

22




1.2 Afinni soustava soufadnic

Oznaceni 1.2.5 Bud B = (P;e;, ey, - ,e,) afinni baze prostoru A,. Skute¢nost, Ze bod
X € A ma v béazi B soufadnice (1,22, - ,x,) — tj. plati Sp(X) = (21,22, - ,Ty) —
budeme oznacovat takto®':

X =[xy, 29, ,TylB

Bude-li zfejmé, o jakou afinni bazi se jedna, budeme jeji oznaCeni vynechdvat.

Poznamka 1.2.6 Pocatek P afinni baze B = (P; ey, ey, - ,e,) md ziejmé v bazi B soufad-
nice [0,---,0], body P + ey, P + ey, -+, P + e, pak po fadé [1,0,---,0], [0,1,0,---,0],
-+, [0,0,---,0,1] (pro€?).

Obrazek 1.2.2 [a] pfiblizuje konstrukci soufadnic bodu X v A, vzhledem k bazi B =
(P;e1,es) a[b] soufadnic bodu Y v A3 vzhledem k bazi C = (Q; g1, g2, 83). Patrné je tato
konstrukce v souladu s nasi pfedstavou o pojmu soutfadnic v rovin€ a prostoru.

Y=[-2,1,3]

Obr. 1.2.2

Véta 1.2.7 Bud' B libovolnd afinni bdze prostoru A. Pak plati:

1. Ke kaZdému bodu X € A existuje prdvé jedna uspoiddand n-tice (x1,xo,- -+ ,2,) €
T" s vlastnosti X = [x1, 29, , Tp|p-

2. Ke kaZdé uspofddané n-tici (x1, o, -+ ,x,) € T existuje pravé jeden bod X € A
s viastnosti X = [x1, 9, , 2,5

Nyni prozkoumejme, jaké soufadnice bude mit vektor rovny rozdilu bodi a bod rovny
souctu bodu a vektoru. Znovu se potvrdi ndzornost symboliky zavedené v definici 1.1.11.

Zvolme v afinnim prostoru A nékterou bazi B = (P;e;,eq, - ,€,).
21Uvédomme si v§ak, Ze symbol ,=" zde neznamen4 rovnost! (stejné jako v pifpadé soufadnic vektoru — viz
vyse).
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

(i) Nechf X,Y jsou libovolné body z A, X = [z, 22, -+ ,xp]paY = [y1,%2,  , YnlBs
coz (dle (1.9)) znadi:
X =P+uxe +aes+ - +ae, \NY =P+yer+yse+ - +ype,.
Odtud pro vektor (Y — X) postupné dostavame:

Y—XZ(P—I—ylel+y2e2+~--—i—ynen)—(P+x1e1+x2e2—|—---+xnen)(i

~

= (P+ (y1e1 +yoe2+ -+ yney)) — (P+ (161 + 2060 + - - - + 11€,)) ©

=(P—P)+ (y1e1 + y2€2+ - + ype,) — (v1€1 + 2262 + -+ - + T,€,,) ©

=0+ (y1 —x1)er + (y2 — x2)ea + -+ + (Yo — Tp)€n,

pficemz v kroku (a) jsme uZili oznaceni 1.1.15, v (b) vlastnosti 7 véty 1.1.13 a v kroku
(c) jednak vlastnosti 1 véty 1.1.13 a déle pravidla vektorové algebry.

Obdrzeli jsme tedy: (Y — X) = (y1 — x1)e1 + (y2 — x2)ex + -+ + (yn — T )€, COZ
pro jeho soufadnice v bazi I3, znamena

(Y_X) - (91—3317?/2—5172,'“ 7yn_xn)80-

(i) Necht X je libovolny bod z A a u libovolny vektor z V. Necht X = [z1, 29, -+ , 2,5

au = (ula Uz, - -+ 7un)30~

Ozna¢ime Z = X + u a budeme hledat vyjadieni jeho soufadnic pomoci soufadnic

bodu X a vektoru u. Je-li Z = [z, 22, - - - , 2,5, pak s vyuZitim odstavce (i) 1ze psit:
(Z—=X)=(21—T1,20 — T2, ", Zn — Tn)By>

a jelikoz Z — X = u (proc?), dostdvame

(ulau%'” 7un) - (zl_xlaZQ_fo" )Zn_xn>
a odtud pro soufadnice 21, - - - , 2, bodu Z plyne:
Z =[xy +ur, 29+ ugy -+ 2y + Uplp.

Shriime nalezené vysledky:

Véta 1.2.8 Bud' B libovolnd bdze afinniho prostoru A = (A, V, —). Pak plati:
\V/X,Y € Aa X = [.171,272,"' 75671]37 Y = [ylvaa"' 7yn]l37
Yu e Vu= (up,ug, -, Uy,

(Y_X>:(yl_$lay2_x2>'“ ayn_xn)Boa

(X+u) = [x1+u1,x2+u2,--- 7$n+un]8
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1.2 Afinni soustava soufadnic

Kazda afinni soustava soutfadnic v A,, je zobrazenim A — T". Uvazme nyni libovolné
zobrazeni o : A — T™ a taZme se, jaké podminky musi spliiovat, aby bylo afinni soustavou
soufadnic urcenou jistou bazi B — zobrazeni a bude afinni soustavou soufadnic, pravé kdyz
bude existovat afinni baze B, pro niz a = Sg.

(i) Predpoklddejme, Ze « afinni soustavou soufadnic je a necht B = (P, By) je piislusna
afinni baze. Zobrazeni o, (pro néz plati o5, = f5' o — viz Gvahy pred definici 1.2.4),
je izomorfizmem V — T" a bod P je pravé ten, pro néjz plati Sg(P) = (0,--- ,0).

(ii) Bud nyni o : A — T" nékteré zobrazeni takové, Ze existuje bod P € A s vlastnosti
a(P) = (0,---,0) azobrazeniy : V,, — T, v = f5"' o a, indukované zobrazenim o
(viz obr. 1.2.3) je izomorfizmem V na 7™. Hledejme afinni bazi B tak, aby a = Sp.

Obr. 1.2.3

Jejim pocatkem bude zfejmé bod P (proc?).

Dile nechf j;,1 < i < n, je i-ty bazovy vektor tzv. standardni baze v T™ (jde o
aritmeticky vektor, jehoZ vSechny slozky s vyjimkou ¢-té jsou rovny 0 a i-td je rovna 1).
PoloZime-li dale pro vSechnai,1 < i < n,e; = vt (ji), dostavame, vzhledem k tomu,
7e 7y je izomorfizmem, soustavu n linearné nezavislych vektord e, es,--- ,e, € V,
tedy bazi ve V (zdlivodnéte!)

Ziskavame tak afinni bazi B = (P; e, e, - - , €,). UkdZeme, Ze « je soustava soufadnic
touto bazi urcena.

Bud X € A libovolny bod. Konstruujme jeho obraz v afinni soustavé soufadnic Sg.
Oznadime-li x = fp(X), Ize psit

X =T1€1 + To€y + - + Tp€y.
Pak (srv. ivahy pted definici 1.2.4):

Sp(X) = (fpoop,)(X) = 05,(fr(X)) = 05,(x) =

= op,(T1€1 + 2202 + - - + Tp€y,) = (T1, T2, -, Tp).
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Soucasné (uzijeme zejm. zavedeni vektorti ey, - - - , e, a predpoklad, Ze v je izomorfiz-
mus):

(21, @2, ,p) = 11 + Tajo + - + Tpjn = T1y(€1) + Toy(€2) + -+ + TRY(€n) =
= y(z1€1 + 2260 + - - + Tp€,) =
=1(x) = (fp' 0 a)(x) = a(fp' (x)) = a(X),
odkud je patrno, Ze o = Sp — tj. a je soustavou soufadnic uréenou bazi B.
Praveé ziskané poznatky shrneme do véty (zdtvodnéte druhou ¢ast tvrzeni!):

Véta 1.2.9 Bud' A = (A, V,—) afinni prostor, a necht je libovolné zobrazeni A do T™.
Zobrazeni « je afinni soustavou souradnic, prave kdyz

1. existuje bod P € A s vlastnosti o(P) = (0,---,0),
2. zobrazeni f, Yo a je izomorfizmem V na T™.%>

Zobrazeni « je v tomto pripadé afinni soustavou souradnic vzhledem k afinni bdzi

B = (P;ey, ey, - ,e,) dané relacemi
(i) P=a7'(0,---,0),

(ii) e; = (™' o fp)(js), 1 < i < n, kde j; je i-ty vektor standardni bdaze v T™.

Priklad 1.2.10 Bud ddna trojice A = (A, V, f), kde
A={(z,y) eR* y=¢€"}, V=R a

VX, U e A, X =(x,y), U= (u,v) € A: f(X,U)=u—x.

Daéle je dano zobrazeni o : A — R. Rozhodnéte, zda je « afinni soustavou soufadnic a v
kladném ptipadé€ naleznéte piisluSnou afinni bazi.

. X =(z,y): «oX)=Iny,

22V ndmi preferované symbolice (zavedené definici 1.1.11) zni funkéni piedpis pro dotéené zobrazent:

x — a(P + x).

2 Uzijeme-li opét symboliky dle definice 1.1.11, relace pro e; zni:

e;, = (Oéil(ji) 7P), 1 S 7 S n.
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1.2 Afinni soustava soufadnic

2. X =(v,y): oX)=y—1L
Reseni:
Postupujeme podle véty 1.2.9.
Pfipad ¢.1:

e Nejprve hleddme bod P € A, pro n&jz a(P) = 0.
Ozname P = (p,q). Pak o(P) = Ingq a plati, Ze a(P) = 0, jestlize ¢ = 1.
Dvojice (0, €°) ndlezi A —tudiz P = (0, 1).

o Nyni je tfeba nalézt funk¢ni pfedpis pro zobrazeni f 'oamnoziny A doT! = R.
Bud v libovolny prvek z V = R. Pak lze psat:

(fploa)(v) =al(fp'(v)), (1.10)

gemu je viak rovno fp'(v)?

Polozme f5'(v) = X, X = (x,y). Pak zfejmé& lze psit (uZijeme definici in-
verzniho zobrazeni a posléze definici zobrazeni fr a f): fp'(v) = X & fp(X) =
ve f(PX) =v<e f(0,1)(x,y) =veo=uvs X = (ve)t.
fpl(v) = (v,e").

Zjisténé dosadime do (1.10) a obdrzime:

(/5" 0 @)(v) = a((v,e") = In(e") =,

a diky tomu, Ze zobrazeni R do R dané predpisem v — v, je automorfizmem R

jakoZzto vektorového prostoru, je zkoumané zobrazeni o afinni soustavou souradnic

v A

Naleznéme nyni bazi B, které tato soustava soufadnic odpovida. Jeji pocatek — bod P
— jsme jiz urcili. Jeji (jediny) bazovy vektor v z V = R je dan podminkou

v = (a0 fp)(1), neboli (f5* 0 0)(v) = (1),
odkud s vyuzitim vy3e odvozeného piedpisu pro zobrazeni f5' o o plyne: v = 1.
Zjistili jsme, ze B = ((0,1); 1).
Ukazme, Ze napf. bod X = (2,¢?) md opravdu v bazi B soufadnici a(X), tj., ze X =
[2]5 ve smyslu definicel.2.4, tedy Ze plati:
X =P+ 2v,
neboli**
2,¢%) = (0,1) +2

Vzhledem k tomu, ze B = C' + x, pravé kdyZz x = B — C' = f(C, B), posta&i ovéfit,
zda2 = f((0,1)(2,€%)), coZ je v8ak splnéno.

24Zde je dobie vidét, Ze ,+* je opravdu jen symbolem.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Piipad ¢.2:
Postupujeme zcela stejnym zplsobem.

e Nalezeni bodu P € A, pro néjz a(P) = 0.
Ozname P = (p,q). Pak a(P) = ¢ — 1, tj. a(P) = 0 pokud ¢ = 1. Dvojice
(0,€°) nalezi A — tudiZ opét P = (0, 1).

e zobrazeni f5' o  mnoZiny A do 7' = R.
Zvolme libovolny prvek v € V = R. Pak lze psat:

(fp'oa)(v)=alfp'(v). (1.11)

Polozime-li f5'(v) = X, X = (z,y), obdrzime shodn& jako vyse:
(fp)(w) = (v,e"),
coz dosadime-li do (1.11) dava:
(fploa)(v) =alv,e’) =¢e" —1.

Zobrazeni R do R pfifazujici prvku v prvek e’ — 1 vSak neni homomorfizmem
vektorovych prostort a tudiZ « nent afinni soustavou soutadnic v A.

Ze zavedeni soustavy soutfadnic vyplyv4, Ze se zménou bdze se obecné zméni i souradnice
daného bodu. Naleznéme nyni vztah mezi soufadnicemi téhoz bodu v rtiznych afinnich bazich.
Necht v A, jsou zvoleny dvé baze:

B = <P;e17e27”' 7en>7C: <Q;alua27"' 7an>

Protoze () € A, existuji jeho soufadnice viuci bazi B, podobné existuji soufadnice vektord
ap, - ,a, vbazi By:

Q = [blvb% T 7bn]87

(1.12)
ai:<ai17ai27"' 7ain)307 1§Z§n
Zvolme nynf libovolny bod X € A a nechf k uvedenym bazim plati:
X = [-7717"' axn}B/\X = [91,"' 7yn]C7
to jest
X =P+ e (1.13)
j=1
X=Q+) ya (1.14)
i=1
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1.2 Afinni soustava soufadnic
Dosadime-li ze vztahd (1.12) za Q a vektory a;,---,a,> do vyjadfeni (1.14) bodu X,
dostavame:

X=Q+ > yia, = <P+ijej> +
i=1 =1

Yi ( aijej> =
i=1 j=1
= <P+ Z bjGj) +
j=1 =1j=

(yiaijej) =
1j
— <P‘|‘ Z bj@j) +
j=1

(@)
( aijyi) € =
1 \i=1
=P+ (Z bjej + 2. ( aij?/i) ej)
j=1 j=1 \i=1

)

—_

M=

J

)

= P —+ Z <b] + Zamyl) ej y
=1 :

=1

Vv
Ty

kde v kroku (a) bylo uZito vlastnosti 5 z véty 1.1.13,%° (v ostatnich pak zndmych vlastnosti
sumacnich znaku a vlastnosti vektora).

ledem k bézi B, tedy skalaru z;.

Z finélniho vyjadifeni bodu X, z relace (1.13), definice (1.9) afinnich soufadnic a véty 1.2.7
o jejich jednoznacnosti plyne, Ze oznaceny vyraz musi byt roven j-té soufadnici bodu X vzh-

Ukazali jsme tedy, Ze pro vSechna j, 1 < 5 < n, plati:

.13]' = Z a,;jyi + bj
=1

(1.15)

Véta 1.2.11 Budte BaC, B = (P;ej, ey, ,e,), C = (Q;ay,as,
afinni bdze prostoru A,, a necht

, &), libovolné

Q: [b17b27"' 7bn]87

a; = (aﬂ, @52,

'7ain)Bo> ]—SZSTL
Pak pro kazdy bod X € A,, X = [z,
skaldry x, - -

, Tplp, plati: X = [y,
C T, Yt Yn VYhovuji relacim (1.15).

) yn}c’ prd‘}é kdyz

25T€dyQ = P+ Z bjej7 a;
j=1

n
aijej, 1 S 7 S n.
Jj=1
jiZ zv148t€ upozoriiovat.

*Dohoda: Nadile jiz budeme vétu 1.1.13 uZivat zcela samozfejmé a nebudeme (zpravidla) na jeji aplikaci
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

O soustavé rovnosti (1.15) Casto hovorime jako o transformacnich rovnicich afinni sous-

tavy souradnic urcené bdzi B v soustavu souradnic urcenou bdzi C.

Ctendfi je jisté zndm pojem matice piechodu mezi bazemi vektorového prostoru. Oznaéme
P, matici pfechodu od B k Cy. »’ Pak zfejmé Ize relaci (1.15) psat maticové (provéite!):

(Ilv"' 7$n) = (y17"' 7yn)P0+(b17"' abn)

Zaved me nyni matici pFechodu mezi afinnimi bdazemi B a C.

Definice 1.2.12 Budte BaC, B = (P;ej,es, -+ ,e,), C = (Q;aj,a, -+ ,a,), afinni
baze prostoru A,, a necht

Q@ = [b1, b2, - -+, bs,
a; = (@i, Gz, ** , Qin)By, 1 <0<
Pak matici P typu (n + 1) x n + 1) definovanou takto:
1. na pozici (4, j) pro 1 < i,5 < n je prvek a;,
2. napozici (n+1,j) pro1l < j < n je prvek b;,
3. napozici (n+ 1,n+ 1) je 1,
4. napozici (i,n+ 1) prol <i <nje0,

nazyvame matice prechodu od afinni bdaze B k afinni bdzi C.

Poznamka 1.2.13 Matice P ma ziejmé nésledujici tvar:

p 0
P= 0 ,
by---b, 1
a1 Ay
kde Py= :
An1 *°° Ann

Je ziejmé matici regularni (proc?).

Poznamka 1.2.14 Transformacni rovnice (1.15) lze maticové psat nasledujicim zptisobem
(rozepiste si!), ktery je analogicky vztahu pro transformace soufadnic vektor:

(wlv"' 7$n71):(y17”' 7yn71)P (116)

2Jde o matici Po = (aij)nxn, jejiZ prvky uddva vztah (1.12).
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1.2 Afinni soustava soufadnic

Priklad 1.2.15 Nechf je dan afinni prostor A3 a v ném afinni baze B, C takto:
B = (P;ej,ey,e3),C = (Q;a,ay ag),
pfi¢emZ plati:
P=101,0,—1]c, €1 = (2,0,1)¢,, €2 = (1,1,0)¢,, €1 = (0,—1, 1)¢,.

Napiste transformacni rovnice pro piechod od soustavy souradné dané bazi BB k soustaveé dané
bazi C.
Reseni:
K nalezeni rovnic pro pfechod od Sp k S¢ je tfeba znat souradnice prvki baze C vzhledem k
bazi B (viz véta 1.2.11).

Jednou z moZnosti je tedy postupem zndmym z linedrni algebry nalézt prvky a,; s vlast-
nosti

a; = a1 €1 + apes +azes, 1<1< 3.

Znamym postupem bychom pak zjistili (proved te!), Ze:
ap = (]-a _1a _1)807 Ay = (_1727 ]-)Bo) Q= (_17272)30'

Transformaéni rovnice (1.15) tedy zné&ji ([x1, 22, x3] jsou soufadnice va&i B, [y1, ya2, y3] vaci
C):
r1= y1— Y2 — Y3 +b
To=— Y1 + 2y + 2y3 + bo
T3 =—1t + Y2 + 2ys + b3
Je tedy jiz jen tieba nalézt konstanty by, by, b3, cozZ lze provést napf. tak, Zze vyuZijeme znalosti
soufadnic nékterého bodu v obou soustavach — timto je bod P, pro néjz soucasné plati (proc?):

P =11,0,-1]¢c =[0,0,0]p.

Dosazenim do rovnic zjistime, ze by = —2,b, = 3 a by = 3.

Lze také postupovat jinak — ziejm€ miizeme ihned napsat transformacéni rovnice pro
pfechod soustavy soutfadnic uréené bdzi C k soustavé urené bazi B ([x1, 2, 23] jsou opét
soufadnice vuci B, [y, ye, y3] vici C):

Yy = 21]1 + o +1
Yo = To — X3 (1.17)
Y3 = @1 +x3 — 1

Nalézt predpis pro prechod inverzni, tj. od S¢ k Sp, znamend vyjadfit x;, xo, x3 pomoci
Y1, Y2, Y3, neboli pohliZet na (1.17) jako na soustavu linedrnich rovnic o nezndmych z, x5, 3
(Y1, Y2, y3 predstavuji parametry rovnic) a tuto vyfesit. Matice této soustavy zni:

21 0|y —1
—1 Y2
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

znamym zpusobem nalezneme jeji feSeni ve tvaru:

TL= Yy — Y2 — Y3 — 2
To = —y1 + 2y2 + 2y3 + 3
T3 ==Y + Y2 + 2y3 + 3

coz pravé jsou hledané rovnice.

1.3 Podprostory afinniho prostoru

V této podkapitole zavedeme pro jisté podmnoziny bodut afinniho prostoru (tj. jisté prostorové
utvary) ndzev podprostor. VSimneme si jeho analytického vyjadieni a v podkapitole 1.4 i
moznych vzajemnych poloh rtiznych podprostort.

1.3.1 Definice podprostoru afinniho prostoru

Definice 1.3.1 Bud A = (A, V, —) afinni prostor. Nechf R je bod z.4a W je podprostor
ve V. Pak se mnozina M oznaovand M = {R, W} a definovand vztahem

M={XeA: (X—-—R)eW}

nazyva podprostor afinniho prostoru A urceny bodem R a zamérenim W. Dimenzi pod-
prostoru M rozumime dimenzi jeho zaméfeni.

Zaméfeni podprostoru M budeme znacit symbolem V' (M).
Pro skute&nost, Ze M je podprostorem afinniho prostoru .4, budeme uzivat zdpis M CC A%

Poznamka 1.3.2 Kromé nazvu podprostor afinniho prostoru budeme téz uzivat nazvu afinni
podprostor.

Nebude-li hrozit nebezpeéi zamény s podprostorem vektorového prostoru (napf. zaméteni),
budeme uzivat téZ jen pojmu podprostor.

Oznaceni 1.3.3 Je-li M afinni podprostor ur¢eny bodem R, jehoz zaméfeni ma bazi
(uy,- -, uy), budeme M rovnéz oznacovat

M:{R;ula"' 7uk}-

Poznamka 1.3.4 Podminku pro incidenci bod X s afinnim podprostorem M = {R, W} lze
evidentné vyjadfit takto (proc?):
XeMes (IxeW: X =R+x)

BKrom pojmu afinni podprostor se nékdy uziva pojmu linedrni podprostor & linedrni varieta afinniho
prostoru.
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1.3 Podprostory afinniho prostoru

Priklad 1.3.5 Bud dan podprostor M ve zvolené soustavé soufadnic realného prostoru A,
takto (jde o rovinu):

M = {R7u17u2}7
R=11,2,3,4],u; = (1,1,0,0),uy = (2,0,0, 3).

Dile jsou dany body X = [0,3,3,1],Y = [2,3, 3, 7]. Rozhodnéte o jejich incidenci s pros-
torem M.

Reseni:

V souladu s definici 1.3.1 je tfeba zjistit, zda vektor X — R, resp. Y — R naleZi do zaméfeni
V(M) = [uy, uy]. Vzhledem k tomu, Ze uy, us jsou linedrné nezévislé, bude bod X néleZet
do M pravé kdyz budou vektory u;, us, X — R linearné zavislé (podobné bod Y'.)

Linearni zavislost uvedenych vektort vySetiime napf. stanovenim hodnosti matice sestavené
z jejich soufadnic.

Protoze X — R = (—1,1,0, —3), jednd se o matici:

110 0
200 3
-110-3

Pro jeji hodnost plati h(A) < 3, pfi¢emz h(A) = 3 nastane pokud jsou vySetfované vektory
linedrn€ nezdvislé a h(A) < 3, jsou-li linedrné zavislé.

V tomto pfipadé zjistime, ze h(A) = 2, tudiz bod X ndlezi M. Pro bod Y zjistime podobné,
Ze hodnost matice je 3, tudiz Y ¢ M.

V dalsich ptikladech ukdzeme jiné postupy feseni tohoto problému.

Definovany afinni podprostor je ur¢itou podmnoZinou v mnoziné¢ A bodi afinniho pros-
toru A. Je ovSem otazkou, zda je téZ afinni prostorem, tj. strukturou ve smyslu definice 1.1.1.
Necht tedy M = { R, W} je podprostorem afinniho prostoru A = (A, V, f).

ProtoZe o € W, plati, Ze R € M, tudiz M # ().

Naleznéme nyni zobrazeni M x M — W, které by mélo vlastnosti 1, 2 z definice 1.1.1.
Oznaéme f restrikci f na M x M, tj. plati

VX, Y e M: f(X,Y)=f(X,Y).

Vzhledem k tomu, Zze z X, Y € M plyne f(R,X) € WA f(R,Y) € W, dostdvime

FXY) = f(X)Y) = f(X,R) + f(R,Y) = —=f(R, X) + f(R,Y) e W,

coz znadi, ze f je zobrazeni M x M do W,
JelikoZ f je jen restrikci f, je zfejmé, Ze spliiuje podminku 1 z definice 1.1.1.
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Ové&ime dale platnost podminky 2. Bud x libovolny vektor z W. Bod X = R + x oviem
nélezi M (proc?), a protoze

X:f(Rv(R+X)) :f(R,X):f(R,X),

znamena to splnéni podminky 2.

Souhrnné feceno, ukazali jsme, ze (M, W, f) je afinnim prostorem, jehoZ mnoZinou
bodt je M a zaméfenim W.

Véta 1.3.6 Kazdy afinni podprostor je soucasné afinnim prostorem.
Je-li M = {R, W} afinnim podprostorem prostoru A = (A, V, ), pak je afinnim
prostorem (M, W fIM x M).”

Dusledek 1.3.7 VSechny pojmy zavddéné pro afinni prostory lze prenést do jeho podpros-
torii (aniZ by je bylo nutno znova definovat). VSechny véty platné pro afinni prostory plati
i pro jejich podprostory (a neni je tedy nutno zvldst vyslovovat ani dokazovat).

Dusledek 1.3.8 Afinni podprostor dimenze 1 je primkou.’ Afinni podprostor dimenze 2 je
TOVInou.

Definice 1.3.9 Kazdy afinni podprostor prostoru .A, jehoz dimenze je rovna (dim.A4 — 1),
se nazyva nadrovina afinniho prostoru A.

Dusledek 1.3.10 Nadrovinou na piimce je jednobodovd mnozina, nadrovinou v roviné je
primka a nadrovinou ve 3-rozmérném prostoru je rovina.’'

PovSimneme-li si definice afinniho podprostoru, naskyta se otdzka, které body lze vzit

za urcujici bod podprostoru a také, zda je zaméteni podprostoru timto podprostorem uréeno
jednoznacné.

Uvazujme podprostor M = {R, W} CC A.

(i) Bud K dalsi bod uréujici M, tj. M={R, W }={K, W}. Evidentné¢ K € M (proc?).

Diky této skutecnosti nemusime nijak odligovat znak pro rozdil bod@/soucet bodu a vektoru v A a v M.
30
e Kazdy generator zaméfeni pfimky nazyvame smérovym vektorem této primky.

<
e Jsou-li X, Y € A, X #Y, pak pfimku { X, Y — X} znaCime téZ vZitym zpGsobem XY.
310dtud pravé pojem nadrovina vznikl.
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1.3 Podprostory afinniho prostoru

(il) Bud K libovolny bod z M (tj. K — R € W). Zkonstruujme P = { K, W} a zkoume-
jme vztah mnozin M a P. Pro libovolny bod X Ize psat:

XeEM=X-ReEW=W>3(X-R—-(K—-R)) =
Tow oW

=X-R+(R-K)=X-K=XecP,
¢ili M C P. Obracena inkluze se ukaze analogicky — tedy M = P.

Véta 1.3.11 MnoZina bodii, z nich? lze vybrat urcujici bod afinniho podprostoru je rovna

mnoZiné bodii tohoto podprostoru.>

Nyni m&me diny M = {R, W} CC AaP ={T, U} CC A, pron&jz M C P.
Predev§im dle véty 1.3.11: P = {R, U}.
Pro libovolny vektor x Ize psat:

xeEW=(R+x)e M= (R+x)eP=U> ((R+x)—R)=x=>x€cU,

neboli W C U.

Véta 1.3.12 Bud'te M, P CC A. Je-li M &dsti P, pak V(M) je casti V (P).

Z vét 1.3.11 a 1.3.12 dostdvdame odpoveéd na vySe poloZenou otdzku.

Dusledek 1.3.13 Afinni podprostor {R, W} se rovnd podprostoru {T,U}, prdvé kdy?
Re{T\W}aW = U.

1.3.2 Parametrické rovnice podprostoru afinniho prostoru

UvaZujme afinni podprostor M = {R, W} prostoru A = (A,V,—). Nech{i W ma4 bazi
[uy, -+, ug]. Pak (v souladu s dusledkem 1.3.7 véty 1.3.6) tvoii D = (R;uy, - - , uy) afinni
bazi M a tudiz pro kazdy bod X € A plati (viz relace (1.9)):

XeMsedty, -, treT: X=R+tiu +---+tpuy,

pricemz skaléry ¢y, --- ,t; urCuji bod X jednoznacné, jakoZ i bod X urcCuje jednoznacné

skaldry t1,--- ,t;, (srv. véta 1.2.7).%

32Symbolicky: ({K, W} = {R,W}) & (K € {R,W}).
3Buvedend fakta Ize také odvodit pifmo z poznamky 1.3.4 (promyslete si)

35



KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Véta 1.3.14 Bud' M = {R;uy, - ,u.} afinni podprostor prostoru A. Pak plati, Ze bod
X ndlezi podprostoru M, prdavé kdyZ

dt,--- €T : X =R+tiu; + -+ tpug. (1.18)

PFitom p¥i zvolené afinni bdzi podprostoru M je usporddand k-tice t,, - - - | t;, € T* bodem

X urcena jednoznacné a naopak.**

Definice 1.3.15 Bud M; = {R;uy,--- ,u;} afinni podprostor prostoru .A. Zobrazeni
T% — M, definované vztahem

(t1, ) = R+tug + - + touy (1.19)

se nazyva parametrické vyjadreni podprostoru M vzhledem k dané afinni bdzi podprostoru
M.

Skalary ¢, --- ,tx € T se nazyvaji vnitini souradnice bodu X popt. parametry bodu
X5

Poznamka 1.3.16 Parametrické vyjadieni piimky p = { R, u} tudiz zni:
p: X=R+tu teT,
parametrické vyjadieni roviny p = {R,u, v}:
p: X=R+tu+sv, t,seT,

coz je ,dikazem” toho, Ze nami zavedené pojmy piimka, rovina odpovidaji jejich intu-

itivnimu chdpani.*® Mj. odtud vidime, Ze vSechny pifmky nad tymZ t&lesem skaldrG maji

3Povsimnéte si, Ze samostatny afinni prostor A do vyjadieni bodd podprostoru M vstupuje pouze
prostiednictvim zobrazeni +, — (jde opét o disledek véty 1.3.6).

3]de o souradnice bodu X v afinni soustavé soufadnic uréené bazi M jako afinniho prostoru M. Paramet-
rické vyjadfeni je zfejmé inverzi k této vnitini soustavé soufadnic (soufadnice se tradicné chipou jako objekt
pfifazeny bodu, kdezto v piipadé parametrického vyjadieni se bod pfifazuje parametrim, coZ je ostatné bézné
téZ napr. v diferencialni geometrii).

36Situaci si pro pfimku p miZeme zndzornit takto:
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1.3 Podprostory afinniho prostoru

stejnou mohutnost mnoziny bodt, kterd je rovna mohutnosti tohoto télesa. (Zobecnéte pro
podprostory jiné dimenze!)

Je zZadouci umét vyjadrit soufadnice bodu jistého podprostoru pomoci soufadnic jeho
urcujicich prvki (tj. bodu a baze zaméfeni).
Uvazujme nyni afinni podprostor M = {R;uy, - - - , u } prostoru A.
Necht je v prostoru A zvolena néktera soustava soufadnic — napf. afinni bazi B = (P; ey, - - -
-, €,), anechf v ni plati:

R=[ry,ro, -+ ] } (1.20)

w; = (Ui, Uiz, s Win)By s 1 <0 < k.
Bod X nalezi M, pravé kdyz splituje (1.18). Opakovanou aplikaci véty 1.2.8 zjistujeme,
7e (1.18) je pro X =[xy, - , z,]5 ekvivalentni ndsledujicimu systému rovnosti:

x|y =71+ tlull + t2U21 + -+ tkukl

iL‘Q:T2+t1U12—|—tQUQ2+"'+tkuk2 (1 21)

Ty =Ty + tluln + t2u2n + -+ tkukn

Pravé zjisténé skuteCnosti vyjadiuje nasledujici tvrzeni.

Véta 1.3.17 Bud M = {R;wy, - ,u,} afinni podprostor prostoru A, B = (P;eq,---

-, €,) nékterd afinni bdze prostoru A a nechf bod R a vektory uy, - - - , u, maji soutadnice
dle (1.20).
Pak plati, Ze bod X = [x1,- - - , x,|p ndleZi podprostoru M, pravé kdyz existujity, - - - ,t €

T tak, Ze pro souradnice bodu X plati (1.21).

Definice 1.3.18 Za predpokladi véty 1.3.17 se soustava rovnosti (1.21) nazyva soustava
parametrickych rovnic podprostoru M vzhledem ke v ném zvolené bdzi a bdzi prostoru A.

Poznamka 1.3.19 Relace (1.21) vyjadiuji vztah mezi vnitinimi souradnicemi bodu X a jeho
souradnicemi v soustavé soutradnic v A. K odvozeni véty 1.3.17 bylo mozné uZzit jistym
zpusobem véty 1.2.11 (promyslete si).

Poznamka 1.3.20 Vzhledem k tomu, Ze kazdy vektorovy prostor nema obecné bazi jedinou
a vzhledem k vété 1.3.11 lze tvrdit, Ze systém parametrickych rovnic afinniho podprostoru
vzhledem k dané bdzi nent timto podprostorem urcen jednoznacné.

Priklad 1.3.21 Bud dén podprostor M ve zvolené soustavé soufadnic realného prostoru A,
takto (jde o rovinu):

M = {R) ula“?}v
R=11,2,3,4,], uy = (1,1,0,0), uy = (2,0,0, 3).
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Napiste parametrické rovnice tohoto podprostoru.
Dile jsou ddny body X = [0,3,3,1],Y = [2,3,3,7]. Rozhodnéte o jejich incidenci s
podprostorem M.
Reseni:
Napsat parametrické rovnice (1.21) je mechanickou zéleZitosti:

r1 =1+t + 2t
To =2+t

T3 =3

Ty =4 + 3ty

i ti,ta €R

Zjistéme s jejich vyuzitim, zda body X = [0,3,3,1],Y = [2,3,3,7] ndlezi M ¢&i nikoli.
S ohledem na vétu 1.3.17 to znamena zjistit, zda k danému bodu existuji parametry ?,, ¢, tak,
aby jeho soufadnice vyhovovaly parametrickym rovnicim.

Pro bod X to znaci zjistit, zda ndsledujici soustava rovnic md ¢i nemd v R feseni.

1+t +2t,=0
2+ =3
3 =3
4 + 3ty =1

Snadno zjistime, Ze soustava ma (jediné) feseni t; = 1,t, = —1,t. X € M.
V piipadé bodu Y zjistime, Ze soustava neni feSitelnd, Y ¢ M (srv. piiklad 1.3.5).

1.3.3 Obecné rovnice podprostoru afinniho prostoru

Uvazujme afinni prostor A se zvolenou bazi B = (P;eq, - ,e,).
Vysetfujme nyni mnozinu M bodd X € A, X = [z1,--- , .5, jejichZ soufadnice jsou
feSenfm soustavy linedrnich rovnic?’

L1 ay
M| |=]:1],kdeMeT, (1.22)
Tn Qy
Oznaéme W mnozinu vektort u, u = (ug,- - ,uy,)5,, jejichZ soufadnice fe$i homogenni

soustavu rovnic pfifazenou k soustavé (1.22), tj. soustavu

M| :|=1]:]. (1.23)

Jak vime, tvofi mnoZina feSeni soustavy (1.23) vektorovy podprostor v 7" dimenze n—h(M),
a tudiz W je podprostorem ve V,, téZe dimenze.

37T, oznaduje mnoZinu matic 7 x n nad télesem 7.
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Predpoklddejme dale, Ze soustava (1.22) je feSitelnd a ozname (ry,--- ,r,) nékteré z
jejich feSeni. Jak je zndmo, je (x1, - - , ,,) feSenim soustavy (1.22), pravé kdyz n-tice
(Uh RN 7Un>»
(Ula“‘ 7un) = (Ily"‘ 7513n) — (7"1,"‘ 7Tn)7

je feSenim pfifazené soustavy (1.23).
Budeme-li (rq,--- ,7,) povazovat za soufadnice jistého bodu R € A a (uq,--- ,u,) za
soufadnice vektoru u € W, miZeme s ptihlédnutim k véte€ 1.2.8, psat mnoZzinu M takto:

XeMe (X —-—ReW),
coz dle definice 1.3.1 znamend, Ze M je afinnim podprostorem { R, W }.

Véta 1.3.22 Bud' ddna soustava linedrnich rovnic o n nezndmych, jejiZ matice i matice
rozsitend maji touZ hodnost h. Pak body z A,, jejichZ souradnice ve zvolené bdzi vyhovuji
dané soustavé, tvoii (n — h)-rozmérny afinni podprostor v A,,.. Zaméfeni tohoto podpros-
toru tvori vektory, jejichZ souradnice ve zvolené bdzi vyhovuji prirazené homogenni sous-

tavé rovnic.

Nyni jsme oprdvnéni vyslovit tuto definici:

Definice 1.3.23 Bud zvolena béze B afinniho prostoru A,,. Reitelnd soustava linedrnich
rovnic nad T’

a11r1 + apprs + -0 4+ a1, = a1
a91X1 + Q2%2 + -+ + Qop,Ty = Q2
ar1T1 + Qo + 0+ Ay = Gy

se nazyva soustava obecnych rovnic afinniho podprostoru M vzhledem k bdzi B, jestlize
podprostor M je tvofen praveé témi body z A, jejichZ souradnice vzhledem k bazi B jsou
feSenim této soustavy rovnic a jsou-li rovnice této soustavy line4rn nezévislé.*®

Poznamka 1.3.24 Pocet r rovnic soustavy obecnych rovnic k-rozmérného podprostoru afinniho
prostoru A, je tedy dan vztahem

r=n—=k.

Bod (jednobodova mnozina) je v roviné dan dvéma, v 3-rozmérném prostoru pak tiemi
rovnicemi atd.

Piimka je tudiZ v rovin€ déna rovnici jedinou, v 3-rozmérném prostoru rovnicemi dvéma
atd.

38Tj. z4ddme, aby jejich potet byl minimdlni. Jde o poZzadavek pouze technického charakteru.
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Rovina je v 3-rozmérném prostoru dana jednou rovnici, v 4-rozmérném prostoru pak
dvéma atd.
Nadrovina je ddna rovnici jedinou v prostoru libovolné dimenze.*’

Poznamka 1.3.25 Soustava obecnych rovnic afinniho podprostoru vzhledem k dané bazi
neni timto prostorem uréena jednoznacng.*

Zméni-li se baze afinniho prostoru .4 , zméni se prirozené i koeficienty soustavy obecnych
rovnic.

M¢jme napft. v jisté bazi B roviny A, danu piimku p obecnou rovnici:
p:r+y—2=0
a uvazujme dalsi bazi C, pficemz transformacni rovnice pro prechod B — C znéji:

x=22+y +1
y = 32

Jelikozz +y—2=0& 22/ +y +1)+32' —2=0< 52’ +1y — 1 =0, obecnd rovnice
piimky p v bazi C zni:
p:5r'+y —1=0.

Tento postup ,primého dosazeni* z transformacnich rovnic do soustavy obecnych rovnic
je neelegantni, zvI4sté v piipadé vice rovnic a vyssi dimenze afinniho prostoru rovnéz pracny.
Najdéme proto obecny vztah mezi rozSifenymi maticemi soustav obecnych rovnic téhoz
afinniho podprostoru v riznych soustavach soufadnic afinniho prostoru A.

Bud'te tedy B, C béze afinniho prostoru A a nechf M je jisty afinni podprostor v A.
Vztah mezi soustavami soufadnic uréenymi bazemi B a C je v souladu s vétou 1.2.11 dan
transformac¢nimi rovnicemi ve tvaru

(3317' T 7$n) = (yb' o ayn)PO + (bla' o abn) (124)

Predpokladejme, Ze soustava obecnych rovnic podprostoru M md vzhledem k bazi B tvar
(uzijeme jejitho maticového zapisu):

M| :|=]:]. (1.25)

38rv. té7 s vétou 1.3.28 — napf. pifmku v A3 Ize chépat jako priise¢nici dvou riiznych rovin.
40Tato skuteCnost je Ctendfi jisté zfejma z teorie feSenf soustav linearnich rovnic.
Napf. obé ndsledujici soustavy jsou soustavami obecnych rovnic téZe piimky p C A3z (pro¢?)

2z + y +1=0 22+ y + 1=0
Yy + z =0 2x+2y+z+1=0"
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1.3 Podprostory afinniho prostoru

Bud X libovolny bod z A, X = [z1, - ,%4]5, X = [y1, -, Yn]c. Pak miZeme s ohledem
na (1.24) a (1.25) psat:

T aq Y1 b1 a
XeM&es M = sM|PI | + = &
Tn ay Yn by, ay
Y1 ay by
& (MPCOF) = : —-M] :
Yn ay b,

Plati tudiz néasledujici véta:

Véta 1.3.26 Bud M podprostor afinniho prostoru A. Necht B,C je libovolnd dvojice
afinnich bdzi prostoru A a necht P je matice prechodu od afinni bdze B k afinni bdzi
C. 4 Je-li

soustava obecnych rovnic podprostoru M vzhledem k bdzi B, pak

n ai by
MPT) [ : | =||:]-M
Yn Qy by,

Je soustava rovnic tohoto podprostoru vzhledem k bdzi C.

Zatim jsme vSak nevyfesili otdzku, zda viibec ke kazdému afinnimu podprostoru soustava
obecnych rovnic existuje (a to prirozené vzhledem k libovolné afinni bazi).

S ohledem na ptedchozi vétu (véta 1.3.26) vSak postaci ukdzat existenci soustavy obecnych
rovnic podprostoru v bazi jediné (proc¢?).

Uvazujme néktery afinni podprostor M = {R;uy,--- ,u;} CC A,,. MnoZinu (R; uy, - - -

-, uy) lze doplnit vektory ug 1, - ,u, na afinni bazi B = (R;uy, -+ , Uk, Ugy1, -, Uy)

prostoru A,,. Bod X € A, ma vici této bazi jednoznacné urCeny soufadnice — Ize jej tedy
jedinym zptsobem psat ve tvaru (viz véta 1.2.7)

X =R+zu+ -+ TpUp + Tpp1 U1 + -+ Ty, (1.26)

V souladu s vétou 1.3.14 ndlezi bod X podprostoru M, pravé kdyz je roven souctu bodu
R a jisté linearni kombinace vektort uy, - - - , U, coZ je ovSem s ohledem na jednoznacnost

#Viz pozndmka 1.2.13.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

vyjadfeni (1.26) ekvivalentni tomu, Ze pro bod X = [zq,- -+ , x,]5 plati:
Ty = 0
=0
2 (1.27)
r, =0

Relace (1.27) evidentné predstavuji soustavu obecnych rovnic podprostoru M vzhledem k
bazi B (srv. definice 1.3.23).

Plati tedy nésledujici tvrzeni:

Véta 1.3.27 Ke kaZdému afinnimu podprostoru M CC A existuje vzhledem k libovolné
afinni bdzi prostoru A soustava obecnych rovnic tohoto podprostoru.

Uvazujme jisty podprostor M,,_,. CC A, ktery je v urcité bazi 3 dan soustavou obecnych
rovnic (1), (2),---,(r).

(1) anwy + arpxs + -+ + a1a2n = a1

(2) a1y + anws + -+ + ATy = ap

(1) a1 + s + -+ + Gy = a,
Rovnici (i) lze pro @ = 1,--- ,r povazovat za obecnou rovnici jisté nadroviny v;, ¢imz
obdrzime mnoZinu nadrovin vy, vy, - -+ , V.. Z definice 1.3.23 vyplyva pro libovolny bod

X e A
XeMeXemAXEmA - - AXcEy o XcE ﬂ v,

1<i<r

Plati tedy (a to i vzhledem k vété 1.3.27) nésledujici tvrzeni, které poskytuje ,geometrickou*
interpretaci pojmu soustava obecnych rovnic daného podprostoru.

Véta 1.3.28 Ke kaZdému k-rozmérnému afinnimu podprostoru M, CC A, existuje ale-
spoii jedna (n — k)-tice nadrovin prostoru A,, tak, Ze podprostor My, je jejich priinikem.
Obecné rovnice téchto nadrovin jsou linedrné nezdvislé.

Nasledujici obrazek (obr. 1.3.1) ilustruje tuto vétu na piikladu piimky p jakoZzto priniku
dvou rtiznobéznych rovin (tj. nadrovin) vy, vy v Aj:

V1 a1 + a12Ts + a13x3 = aq

Vg : A91X1 + Q92X + A93T3 = A9
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1.3 Podprostory afinniho prostoru

Obr. 1.3.1

Priklad 1.3.29 Bud dédn podprostor M ve zvolené sosutavé soufadnic redlného prostoru A,
takto:
M ={R;u1, uy}
R=11,2,3,4], u; = (1,1,0,0), uz = (2,0,0, 3).

NapiSte obecné rovnice tohoto podprostoru. Ddle jsou ddny body X = [0,3,3,1],Y =
2,3, 3, 7]. Rozhodnéte o jejich incidenci s prostorem M.

Resent:

Je tfeba najit soustavu linedarnich rovnic tak, aby jejim feSenim byla mnoZina soutfadnic pravé
vSech bodt z M.

NapiSeme-li parametrické rovnice podprostoru M

Ty =1+t + 2t

T2 =241 (1.28)
J}3:3 '
[E4:4 +3t2

musi predstavovat parametrické feSeni hledané soustavy linearnich rovnic — nalézt rovnice
hledané soustavy tedy znamend vyloucit parametr z rovnic (1.28). Z druhé rovnice vyjadiime
t1 = x9 — 2, takZe po dosazeni do zbylych rovnic obdrZime:

171:1+C(32+2t2
[L’3:3
33'4:4 +3t2,
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

nyni nap¥. z prvni vyjadiime ¢, = £ (2 —22+1), dosazeni do zbylych déva soustavu obecnych
rovnic podprostoru M:
r3 = 3
3r1 — 3x9 — 224 = —11.

Dale zjistime, Ze soufadnice bodu X soustavé vyhovuji — tj. X € M, zatimco soufadnice
bodu Y nikoli —tj. Y ¢ M.

1.4 Vzajemna poloha podprostoru afinniho prostoru

Zde si predevsim povSimneme vzajemnych poloh dvou afinnich podprostord. Pfi volbé ndzvii
téchto poloh budeme vychdzet z nasi intuitivni predstavy o vzdjemné poloze piimek, rovin ve
fyzikalnich prostorech dimenze 2 a 3.

1.4.1 Definice vzajemnych poloh podprostoru afinniho prostoru

Vyjdeme-li z na$i intuitivni predstavy, bude pfirozené oznacit pifimku p za rovnobéznou s
pfimkou ¢, maji-li kolinedrni smérové vektory. V prostoru dimenze 3 pokladame piimku p za
rovnobéZnou s rovinou «, lezi-li smérovy vektor piimky p v zaméteni roviny a. V témZe pros-
toru chapeme rovinu « jako rovnobéZznou s rovinou [, maji-li roviny « a 3 totéZ zaméfendi.
Vsechny tyto piipady jsou zfejmé pokryty nasledujici (obecnéjsi) definici:

Definice 1.4.1 Bud'te M, afinni podprostory téhoZ prostoru A. Rekneme, Ze podpros-
tor M je rovnobézny s podprostorem N, coZ budeme znalit M || N, jestlize V(M) C
V(N).

Poznamka 1.4.2 k definici 1.4.1

e Relace ,byti rovnobézny* je ziejmé reflexivni a tranzitivni relaci na mnoZziné vsSech
podprostorti daného afinniho prostoru. Neni v§ak obecné symetrickd (proc?), a tudiz se
nejednd obecné o relaci ekvivalence.

e Vzhledem k tomu, ze V(M) C V(N) implikuje V(M) 2 V(N) (a v tomto piipadé
tedy V(M) = V(N)), pravé kdyz dimM = dimN, zjistujeme, Ze relace ,byti
rovnob&zny* je symetrickd pravé na mnoziné vsech podprostord téZe dimenze daného
afinnfho prostoru*’ — je tedy na této mnoZiné relaci ekvivalence.

e Nutnou podminkou pro to, aby M byl rovnobézny s NV, je dimM < dimN.

42Tj. na mnoziné viech pifmek, na mnoZiné viech rovin, na mno#iné viech nadrovin apod. daného afinniho
prostoru.
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1.4 Vzajemna poloha podprostori afinniho prostoru

e Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby M || A/ implikovalo N || M, je dimM =
dimN.

Uvazime-li, Zze U, CC Wy implikuje U, = Wy, pak bezprostfedné z definice 1.4.1 (a
podkapitoly 1.3.1) vyplyva:

Véta 1.4.3 Bud M CC A. Pak ke kaZdému bodu B € A existuje prdavé jeden podprostor
N CC Atak, z2¢e Be N, N || M a dimN = dimM.*

Umluva 1.4.4 Je-li M rovnob&Zny s A" nebo A rovnob&zny s M,* budeme fikat krétce, Ze
podprostory M, N jsou rovnob&zné.

Pozniamka 1.4.5 Umluva 1.4.4 zavadi dalsi relaci na mnoZiné viech podprostorti daného
afinniho prostoru — je sjednocenim relace ,byt rovnobézny* definované v definici 1.4.1 a
relace k ni inverzni. Takto zavedend relace je reflexivni a symetrickd, avSak obecné neni
tranzitivni. Ob€ relace se zfejmé sobé rovnaji na mnozin¢ podprostori téZe dimenze.

Prozkoumejme nyni mnoZinu spolec¢nych bodi dvou rovnobéZznych podprostort.
Bud'te M, N CC A anechi M || N. Piedpoklddejme, ze M NN # () - existuje bod
B e (MNN).S ohledem na vétu 1.3.11 lze psit:

M ={B,V(M)}, N ={B,V(N)}, V(M) CV(N).
Pro libovolny bod X € A pak obdrzime:
XeM=X-BeVIM)=X-BeVN)=XeN

neboli

X eN.

Vyslovme ziskany poznatek jako vétu (jak souvisi s vétou 1.3.127?):

Véta 1.4.6 Bud'te M, N CC A. Jestlize M || N a MNN # (), pak M C N.

Definice 1.4.7 Bud'te M, N afinni podprostory téhoZ prostoru A. Rekneme, Ze podpros-
tor M inciduje s podprostorem N, jestlize M C N. Je-li M incidentni s N nebo N/
incidentni s M, fekneme, Ze podprostory M, N jsou incidentni.

#3Kolik existuje takovych podprostori dimenze mensi nez k?

HTj. (VM) CV(N)VV(N) C V(M))neboli (M || N VN || M).
Symbolické oznadeni v tomto piipadé zavddét nebudeme, nebof by mohlo dojit k nedorozuméni.
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Poznamka 1.4.8

e S ohledem na vétu 1.3.12 je relace ,byt incidentni* zfejmé podmnoZinou relace ,byt

rovnob&zZny*.
e Nutnou podminkou pro to, aby M byl incidentni s AV, je dimM < dimN.
e Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby se incidentni podprostory sobé rovnaly (tj.

byly totozné) je rovnost jejich dimenzi.

Uvazujme nyni libovolné podprostory M, N" CC A. Pro jejich zaméFeni a mnoZiny boda
existuji zfejmé pravé Ctyfi po dvou disjunktni mozZnosti:

(@) (VIM)CVN)VVN) VM) AMAN =0

(i1) (V(M) CVN)VVN)C V(M) AMON 0 (1.29)
(iii) (VM) ¢ VIN)AVN) ¢ VM) AMNON =0 '
(iv) (VM) ¢ VIN)AV(N) ¢ V(M) AMNON £ 0

V ptipadech (i) a (i1)) mdme — s ohledem na vétu 1.4.6 — vzajemnou polohu téchto podpros-
toru jiz pojmenovanu. Ucinime tak i v piipadech (iii), (iv) (opét s ohledem na nasi intuitivni
predstavu):

Definice 1.4.9 Bud'te M, afinni podprostory téhoZ prostoru .A. Rekneme, Ze podpros-
tory M, N jsou mimobézné, jestlize nejsou rovnob&zné a maji prazdny pranik.

Definice 1.4.10 Bud'te M, A" afinni podprostory téhoZ prostoru A. Rekneme, Ze podpros-
tory M, N jsou riiznobé&Zné, jestlize nejsou rovnob&zné a maji neprazdny prinik.

Uzitim (1.29) a véty 1.4.6 dostavame:

Véta 1.4.11 Pro kazdé dva podprostory M, N CC A nastane prdavé jedna z ndsledujicich
MoZnosti:

(i) podprostory M, N jsou rovnobé&iné a nemaji Zddné spolecné body,
(ii) podprostory M, N jsou incidentni,
(iii) podprostory M, N jsou mimobézné,

(iv) podprostory M, N jsou riiznobézné.
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1.4.2 Prunik a spojeni podprostoru afinniho prostoru

Chépeme-li afinni podprostory jako podmnoziny v mnoZiné bodu afinniho prostoru, mizeme
samoziejmé sestrojit jejich prunik — tj. nalézt spole¢né body uvazovanych podprostord. Vznika
tak prirozena otazka, zda prinik afinnich podprostort je afinnim podprostorem.

Budte M,N CC A.V piipadé¢ M NN = {) se o podprostor nejednd (pro¢?). Necht
M NN # () anechi B je néktery spole¢ny bod podprostori. Pak:

M =A{B;V(M), N ={B;V(N)}
a muzeme pro libovolny bod X € A psit:
XeEMNNSXeMAXeN&X-BeVIM)AX-BeVN)&
SX-Be(VIM)NVN)) & X e{B,V(M)NV(N)},
¢imZ je dokazana nasledujici véta:

Véta 1.4.12 Bud'te M, N afinni podprostory prostoru A, B nechf je libovolny bod jejich
priiniku. Pak je priinik podprostorii M a N afinnim podprostorem v A a plati

MNON ={B,V(M)NV(N)}.

Definice 1.4.13 Bud'te M, N afinni podprostory prostoru .A. Podprostor S CC A, pro
ktery plati

. MCSANCS,
2.¥YTCCA: MCTANCT=SCT,

se nazyva spojenim podprostorii M a N a zna&i se M + N.®
V piipadé, kdy navic M NN = (), nazgvame jejich spojeni pfimym a znatime je

MoN.

Naskytd se otdzka, je-li podprostor M + A uréen podprostory M a N jednoznacn& —
nechf S, R jsou spojenim podprostori M a A. Pak na zaklad& definice 1.4.13 bude platit:

i) MCSANCS,
(i) VI CCA: MCTACT =>S8SCT,

(i) MCRANCR,
“Evidentnd M + N =N + M.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

(V) VT CCA: MCTANCT=RCT

UZitim vlastnosti (i) a (iv) obdrzime R C S, uzitim (iii) a (ii) pak dostdvdme S C R, takZe
zjistujeme, 7ze S = R.

Lemma 1.4.14 Ke kaZdym dvéma podprostoriim afinniho prostoru A existuje nejvyse je-
den podprostor v A, ktery je jejich spojenim.

Poznamka 1.4.15 Pro libovolné afinni podprostory téhoZ afinniho prostoru ziejmé plati:*°

e Spojeni dvou afinnich podprostort je nejmensim (ve smyslu inkluze) z podprostori
obsahujicich oba dané podprostory.

e Je-li prinik dvou podprostorti neprazdny, je nejvétsim z podprostori obsazenych v
obou danych podprostorech.

Dosud je otevienou otazkou, zda ke kazdym dvéma afinnim podprostoriim viibec spojeni
existuje, a pokud ano, ¢im je urceno.

Intuitivné ocekavame, co napf. bude spojenim dvou riznych piimek v roviné ¢i spojenim
roviny a bodu, ktery v ni neleZi, ve 3-rozmérném prostoru.

Naleznéme nyni podprostor, ktery je spojenim dvou afinnich podprostora.

UvaZzujme M = {B;U}, N = {C; W}. Jelikoz B,C € M + N, ndlezi C — B do
zaméfeni podprostoru M + N. Bude proto dcelné vySetfit vztah podprostoru M + A a
Q={B,U+W+[C - BJ}.

(i) Protoze U C (U+W +[C' — BJ),je M || Q, ajelikoz B € M N Q, dostavame odtud
dle véty 1.4.6,ze M C Q.

(ii) Probod C lze psit: C = B+ (C' — B), aviak (C — B) € U+ W + [C — B|, a proto
C € Q. Ze stejnych divoda jako v (i) tedy obdrzime N C Q.

(iii) Bud 7T libovolny podprostor v A s vlastnosti M, N C 7. Pak dle véty 1.3.12 je
V(M) CV(T)ANV(N) CV(T)aprotoze B € M,C € N,plynez M,N C T, ze
C — B € V(T), neboli [C — B] C V(T), dostdvame nédsledng&:*’

(U+W+[C—-B])CV(T), cli QJT.

Vzhledem k tomu, 7e M C T, dostdvame B € T, takie Q N'T # (), a tedy dle vétyl.4.6
obdrzime Q C T.

#Druh4 ¢4st je disledkem vlastnosti priniku mnoZin a véty 1.4.12.
477 linedrni algebry je znamo, Ze pro libovolné vektorové podprostory U, W C T plati: U CT AW C T =
U+WCT.
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Ukadzali jsme, Ze podprostor Q je spojenim podprostori M, N. S ohledem nalemma 1.4.14
tedy plati:*®

Véta 1.4.16 Ke kaZdym dvéma podprostorim afinniho prostoru A existuje prdvé jeden
podprostor, ktery je jejich spojenim.

Bud'te M, N afinni podprostory prostoru A a B, C nechf jsou libovolné body po radé
zMaN. Pak plati:

M+N ={B,V(M)+V(N)+[C - B}

Naleznéme nyni nékteré nutné a postacujici podminky pro to, aby priinik dvou podpros-
tort byl neprdzdny.
(i) Pro libovolné M, N CC A mizeme psat:*’
MNNAD)P&IXeAd: XeMAXeN &

SJuveViueVM),veVN): X=B+urX=C+ve&
SJu,veViueVM),veVN): B+tu=C+ve&

sduveV,ueVM),veV(N): C—B=u+(—v) <
WO BeVM)+ VN,
¢imz nalézame prvni nutnou a postacujici podminku neprazdného priniku.
(if) Nechf mdme zkoumané podprostory zadany nasledujicim zptisobem:
M=A{B;uy, - ,w}, N ={C;vy, - ,vp}.

Uvézime-li, ze {uy,--- ,ug, vy, -, vy} generuje V(M) + V(N) (viz linedrni al-
gebra), je podminka nalezend v (i) zfejmé ekvivalentni tomu, Ze C' — B je linearni

kombinaci vektort uy, - -+ ,ug, vy, -+, Vp.

(iii)) Pov§imnéme si nyni vztahu mezi dimenzi V(M) + V(N) a dimenzi V(M + N)
(k ¢emuz nds inspiruje (i) a véta 1.4.16).
Zfejm¢ muzZeme psat:

VIM+N)=V(M)+VN)+[C—B]) DV(M)+V(AN)
®Uvazujme dvé rizné piimky p, ¢ v roving Ay, necht napf. maji spole¢ny bod R — lze je tedy psit takto:
p={R,u},q={R,v},
kde u, v jsou linedrné nezavislé — jinak by totiZ p = q (pro¢? — uZijte vétu 1.4.6). Pak uzitim této véty dostavame:

p+g={R,[u] +[v]+[o]} = {R, [u,v]} = {R, Va} = A,

coZ jsme intuitivng ocekdvali (ke stejnému zdvéru dojdeme podobné i v piipadé, kdy p N g = ().
4V ekvivalenci (*) uZijeme faktu, 7e vektorovy podprostor obsahuje s kazdym svym vektorem i vektor k

nému opacny.

49



KAPITOLA 1. Afinni geometrie

takze

VIM+N)=VIM)+V(N)& C—-BeV(M)+V(N).

Zjistujeme tak, ze rovnost dim V(M + N) = dim(V (M) + V(N)) je ekvivalentni
podmince nalezené v (1).

Shrneme zjiSténé poznatky do véty:

Véta 1.4.17 Bud'te M, N libovolné podprostory v A, B,C necht jsou libovolné body s
viastnosti B € M, C € N. Pak jsou ndsledujici podminky navzdjem ekvivalentni.

1. prinik podprostoriit M a N je neprdzdny;
2.C—BeV(M)+V(N);

3. C'— B je linedrni kombinaci vektoriiuy, - - - , Uy, vy, -, Vp, kde (uy, -+ uy), resp.

(Vi, -+, vp), je baze V (M), resp. V (N,

4. dim(M + N) = dim(V(M) + V(N)).

Pozniamka 1.4.18 Z odstavce (iii) v odvozeni véty 1.4.17 plyne:’!
Pro libovolné podprostory M, N CC A nastavd vzdy pravé jedna z ndsledujicich moZnosti:

dim V(M + N) =dim(V(M) +V(N)) Vdim V(M +N) = dim(V(M) + V(N)) +1

Uzitim véty 1.4.17 a véty 1.4.12 ddle ziskdme kriterium jednobodového priiniku dvou
afinnich podprostord. Dva afinni podprostory M a N maji jednobodovy prinik, pravé kdyz

MNON #OAdim(V(M)NV(N)) = 0.
Stadi tedy pfipojit ke (kterékoli) z nutnych a postacujicich podminek pro neprazdnost MNN
ekvivalent pozadavku dim(V (M) NV (N))=0. Tyto ekvivalenty, jak vime z linedrn{ algebry,
znéji napf. takto (zdivodnéte!):

Q) VIM)+V(N)=V(M) e V(N);

(i) je-li (uy,--- ,ug) baze V(M) a (vy,---,vy,) bize V(N), jsou vektory uy, - - ,uy,
Vi, -,V linedrné nezavislé;

(iii) dim V(M) + V(N) = dim V(M) + dim V (V).

S0Postadi, aby §lo o mnoZiny generdtorii (pro&?).
STKonkrétné z relace V(M + N) = (V(M) + V(N) + [C — B)).
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Plati proto nasledujici véta:

Véta 1.4.19 Bud'te M, N libovolné podprostory v A, B, C necht jsou libovolné body s
vilastnosti B € M, C € N. Pak jsou ndsledujici podminky navzdjem ekvivalentni.

1. prinik podprostorii M a N je jednobodovy;
2.C—-BeVIM)+VN)aVIM)+V(N)=V(M)dV(N);

3. C' — B je linedrni kombinact linedrné nezdvislé mnoZiny vektoriiuy, - - - , uy,
Vi, 0, Vi, kde (uy, -+ uy), resp. (vi, -+, vy), je bdzi V. (M), resp. V(N);

4. dim(M +N) = dim(V(M) + V(N)) = dim M + dim V.

Naleznéme nyni vztah mezi dimenzemi jednotlivych podprostort, jejich spojeni a jejich
priniku, resp. priniku jejich zaméfeni.

Uvazujme nyni M, N CC A, M = {B, U} N = {C,W}. Musime rozlisit piipad
neprazdného a prazdného priniku M a .

(i) Nechf M NN # (). Z véty 1.4.17 plyne, e pak C' — B € U + W a lze psat:>’

dim(M + N) @ dim V(M + A) 2 dim((U + W) + [C - B]) =
= dim(U + W) 2 dim U + dim W — dim(U N W) &
@ dim M + dim N — dim(M NN),

kde dale v rovnosti (b) uzZijeme vétu 1.4.16, v (a), (d) definici dimenze afinniho pod-

prostoru, v (c) Grassmanovu formuli pro vektorové prostory a v (d) navic vétu 1.4.12.

(i) M NN = (. Zde z véty 1.4.17 plati C — B ¢ U + W a analogickym zpiisobem
jako v (i) Ize odvodit:

dim(M +N) =dim V(M +N) =dim((U+ W) + [C — B]) =

=dim(U+W)+1=dimU+dimV —dim(UNW)+1=
=dim M + dimN — dim(V(M)NV(N)) + 1.

Dokazali jsme tak nésledujici vétu:

328 ptihlédnutim k definici dimenze afinniho podprostoru a za pouZiti Grassmanova vztahu pro vektorové
podprostory.
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Véta 1.4.20 Pro libovolné podprostory M, N v A plati:
L. je-li M NN # 0, pak

dim(M + N) = dim M + dim N — dim(M NN);

2. je-li MO N = (), pak

dim(M + N) = dim M + dim N — dim(V (M) NV (N)) + 1.

Poznamka 1.4.21 Oba odstavce praveé uvedené véty jsou ziejme ekvivalencemi (proc? - viz
Pozndmka 1.4.18).

1.4.3 Nékteré konkrétni pripady vzajemnych poloh

V tomto odstavci vySetiime vzdjemné polohy né€kterych konkrétnich podprostort (dvojice

piimek, dvojice rovin, pfimky a roviny, pfimky a nadroviny). Jde o ilustracni priklady k

vyloZené teorii a umozni ndm rovnéz porovnat nase predstavy intuitivni s vysledky této teorie.
Pro tG&ely tohoto odstavce zaved me pro kazdé dva podprostory M, N ndsledujici oznacen:

s = dim(V(M) + V(N)), s’ = dim(M + N).

Na definice vzdjemnych poloh se naddle odvoldvat nebudeme.

1.4.3.1 Vzajemna poloha dvou primek v A,
Uvazujme dvé piimky p = {B;a},q¢ = {C;b}. Pak 1ze pro s, s’ psat:
s = dim[a, b], s’ = dim[a,b,C — B].
Pro s mohou zfejmé nastat dva piipady: s = 1, nebo s = 2 (druhy pfipad az v A7 — prog?).

(i) s=1(.a = tb,t # 0) = V(p) = V(¢) = p,q jsou rovnobézné, a tedy podle
véty 1.4.11 & 1.4.6 bud nemaji dalsi spole¢né body, nebo jsou incidentni, coz vzhle-
dem k rovnosti dimenzi znaci totozné (srv. pozn. 1.4.8).

O priniku rozhodneme dle véty 1.4.17 -pNq# 0 & s = s

(@) s =1=s(.C — B € [a]) = p = ¢ jsou totozné,

(b) s =2 +# s(fj. C — B ¢ [a]) = p = ¢ jsou rovnobéZné ruzné (tento piipad mutize
nastat az v Ay).

53Qbratem ,27 v prostoru dimenze A, rozumime ,,v prostoru dimenze k a vyssi.
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1.4 Vzajemna poloha podprostorti afinniho prostoru

(ii) s=2 (tj. a, b jsou linearné nezavislé) = V(p) ¢ V(q)iV(q) ¢ V(p) = p,q nejsou
rovnobé&zné = p, ¢ jsou tedy bud’ ruznobéziné, nebo mimobézné (viz véta 1.4.11)

Dile rozlisime dle priniku (opétdle 1.4.17 pNqg # ) < s = §'):
(@ § =2=5(j.C — B € [a,b])=pngq#0 = p,qjsou riznobézné, prinikem
je jediny bod (véta 1.4.20: dimpnNg=1+1—-s =2—2=0)*

(b) & =3 # s(j. C — B ¢ [a,b]) = p,q jsou mimobéZzné (tento piipad ov§em
muzZe nastat az v As).

1.4.3.2 Vzajemna poloha primky a k-rozmérného podprostoru v A,

Uvazme piimku p = {B;a} a k rozmérny podprostor M = {C;by,--- , by}. Pak lze pro
s, s’ psat:
s = dim[a, by, -+ ,by], s =dim[a, by, -+ by, C — BJ.

ProtoZe vektory by, - - - | by jsou linedrné nezavislé, bude s > k.

(i) s=k (. V(p) € V(M)) —bud je tedy pifimka p rovnobézna s M bez spoleénych
bodu, nebo p inciduje s M (tj. p C M), coZ rozlisime dle praniku:
(@ s =k=s{j.C—BEe€[by, - ,b)=pnNM=#0= p, M jsou incidentni,
b)s =k+1#s5{.C—B¢ by, ,b)=pNnM=10= p M jsou

rovnobézné bez spolecnych bodu (tento pfipad mizZe nastat a7 v Ay 1).

(i) s=k+1 (tj. V(p) ¢ V(M) a samoziejmé ani obracené) p, M nejsou rovnobézné a jsou
tedy bud’ raznobéziné, nebo mimobézné.

@ s =k+1=s@{.C—B€laby, - ,b)=pNM %0 = p M jsou
ruznobézné, prinikem je jediny bod (dimpNM = 1+ k — s = 0) — miZe nastat
az v Apy1,

b) s =k+2+#st.C—B¢lab, - b))=pNnM=0= p M jsou
mimobézné (Ize az v Ay »).
1.4.3.3 Vzijemna poloha primky a nadroviny v A,
Uvazujme piimku p = { B;a} a nadrovinu v = {C; W}. Pro s, §' plati:
s =dim([a] + W,) ¢ = dim([a] + W + (C — B)).
Protoze dim W jen —1,je s > n — 1.

(i) s =n — 1(tj.a € W) = pifmka p je s nadrovinou v bud rovnobézna bez spole¢nych
bodi, nebo p je incidentni s M (tj. p C v), coz rozliSime dle praniku:

47de (i ddle) porovnejte s vysledkem dle véty 1.4.19.
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@ s=n—-1=s5({.C—BeW)=pnv#{ = p,vjsouincidentni,
b) s =n#st.C—B¢& W)= pnv =10 = p,vjsou rovnobézné bez
spole¢nych bodu.

(ii) s=n (tj. a ¢ W)) p, v tedy nejsou rovnob&zné. Obecné je s’ = s nebo s’ = s+ 1, av§ak
druhd z moZnosti neni moZn4 (pro¢?), proto tedy s’ = n = s (tj. C — B € (W + [a])),
z ehoz plyne p N v # () a p, v jsou tedy ruznobézné, piicemZ maji spolecny jediny
bod (dimpNv=14+(n—1)—s¢ =n—n=0).

Porovnejte ziskané vysledky s odstavcem 1.4.3.2.

1.4.3.4 Vzajemna poloha dvou rovinv A,

Uvazujme dvé€ roviny o = {B;ay, as}, 5 = {C; by, by }. Pak lze pro s, s’ psit:
s = dim[ay, ag, by, bs], s’ = dim[a;, as, by, by, C — B].

ProtoZe dvojice {a;, az} i {b1, bs} jsou linedrné nezavislé, je s > 2.

(i) s=2-1.V(a) = [a1,as] = [b1,bs] = V(8) = a, [ jsou rovnobéZné a z analog-
ickych diivodd jako u dvou piimek, jsou bud «, 5 bez spoleénych bodi, nebo jsou
totozné.

Dale proto zkoumame jejich prinik (opét dle véty 1.4.17):

(@) § =2=s5(.C — B € [aj,as]) = aNf # 0 = «, 3 jsou totozné,
(b)  =3#s(tj.C— B¢ [a;,a]) = anf=0= «, [ jsou rovnobéiné — ruzné

(coz miZe nastat az v As).

(i) s=3 (tj. V() a V'(5) maji jeden spolecny smér — pro¢?) = V(a) ¢ V(5) ani V() ¢
V(a) = a, 3 jsou bud riznobéiné, nebo mimobézné. Dimenze prostoru A, musi
byt samoziejmé 3 a vice.

Nyni opét rozlisime dle priniku:
(@) § =3=s5(.C — B € [aj,as,by,bs]) = anpf # 0= q,f jsou ruznobéziné,
prinikem je pfimka (dimaNf=242—-¢ =4—-3=1)
(b) & =4 +# s(tj. C—B ¢ [a;, a, by, by]) = «, 5 jsou mimobézné, jejich zaméfeni
maji jediny spolecny smér (miZe nastat az v Ay).

(iii) s=4 (§j. V() a V() nemaji Zadny spoleény smér, tudiZ nemohou byt «, 5 rovnob&zné)
= «, /3 jsou opét bud ruznobézné, nebo mimobézné, o cemz rozhodne jejich priinik.

(@) § =4=s5(.C — B € [a,as,by,bs]) = anf #0 = q, jsou ruznobéiné,
prunikem je jediny bod (dima N g =2+ 2 — s’ =4 — 4 = 0) — mlZe nastat aZ
\% .A4
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(b) 8 =5#s(tj.C — B ¢ [aj,as, by, b)) = anp=0= a,f jsou mimobézné,
jejich zaméfeni nemaji zadny spole¢ny smér (miiZe nastat azZ v As).

Priklad 1.4.22 Bud'te dény v afinnim prostoru .4, nad R podprostory M, A/, Stanovte jejich
vzajemnou polohu a naleznéte pfipadné spolecné prvky (body, sméry), jestliZe je ve zvolené
soustavé soufadnic dano:

1.
M= {B;uy,us}, N = {C;vy,vs},
B =11,2,3,4], uy = (1,1,0,0), uy = (1,0, 1,0),
C=1[3,2,4,5], vi = (1,0,0,1), vo = (3,1,1,1).
2.
M22$1+$2+l’3 =2
x +x3 =1
N: + x4 =1
3171+!L‘2+[L‘3—|—J}4:1
3.
M : 22y + 29 23 =2
1 +x3 = 1
./\/1 Tr1 + X9 =1
ReSeni:

Ptipad ¢.1:
Vzhledem k tomu, Ze oba podprostory jsou diny bodem a bazi zaméfeni, pouZijeme
k rozhodnuti o spole¢né poloze s = dim V(M) + V(N)as = dimV(M + N) =
dim(V(M)+V(N)+[C — B]) (s, s zjistime pomoci hodnosti matic tj. dimenze jejich
fadkového podprostoru):

1100
1010
1001
3111

vzhledem k tomu, Ze oba podprostory jsou dimenze 2, vyplyva odtud, Ze jejich zaméreni
maji jeden spolecny smér (proc?), a tudiZ nejsou rovnobézné — jsou tedy riiznobéziné

(M NN # 0), nebo mimobézné (M NN = ).
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Zjistime, ze C — B = (2,0, 1, 1), tudiz

1100
1010
s=hl1001]=---=3,
3111
2011

tj. s = s —dle véty 1.4.17 maji M, N neprazdny prinik — jsou tedy riiznobézné,
pii¢emz podle véty 1.4.20 je dim M NN = 1 — prinikem je proto p#imka, kterou nyni
nalezneme.

Ziejmé pro kazdy bod X € Aplati: X €e MNN &

~ (Htl,tg eR: X =B+twy —f-tgllg)/\ (37”1,7'2 eR: X=C+nrvy —|—T2V2).
Ma-li soucasné platit X = B + tju; + tous A X = C' + r1vy 4 r9vs, znamena to:
B+ tiu; + toug = C + rivy + rava,

neboli

t1u1 +t2112 — 71V —T9Vgy = C - B.

Prejdeme-li k soufadnicim uvedenych vektort, dostdvame rovnici:
t1(1,1,0,0) + t2(1,0,1,0) — r1(1,0,0,1) — ro(3,1,1,1) = (2,0,1,1)

oneznadmych ty, ts, 1, ro. VyfeSime-li z ni plynouci soustavu linedrnich rovnic, zjistime,
Ze feseni je zavislé na jednom parametru a zni:

ro=knrmn=—1—-k ti=-,tg="---,
tudiz pro bod X priiniku ziskdvame:
X=C+rivi+ryve=C+(=1=k)vi + kvy = (C —vy)+ k(vy — vq)
takZe prinikem je skute¢né piimka p o parametrickém vyjadieni:
p=(C—vy)+k(vy—vy),

je tedy uréena bodem C' — vy = [2,2, 4, 4] a smérovym vektorem v, — vy = (2,1, 1,0).
(¢emu je roven prinik V(M) NV (N)?°)

337 linedrni algebry je Gtendfi zndmo, e x = t;u; + toup ndleZi tomuto priniku, pravé kdyz ¢y, ty fesi
rovnici

tiuy + taug — vy — r2Ve = O.
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Piipad ¢.2:
ProtoZe jsou oba podprostory ddny obecnymi rovnicemi, piejdeme piimo ke zjiSténi
jejich priniku — bod X = [z, %9, x3, 24) ndlezi M i N, pravé kdyz xq,xo, x3, 24
fesi soustavu obecnych rovnic podprostoru M i soustavu rovnic podprostoru N, tj.
néasledujici soustavu rovnic:

21’1+$2—|—l‘3 =2
X1 + x3 =1
T +ZL‘4:1

3r1 + o + a3 + 14 =1

Tuto soustavu zndimym zpisobem fe$ime a zjistime, Ze feSeni neexistuje —tj. MNN =
(). Dot&ené prostory jsou proto bud mimobézné nebo rovnobézné bez spolecnych bodii.
O tom, kterd z t&chto variant nastane, rozhodneme vySetienim V(M) NV (N). Protoze
dim M = 2,dim N = 2 (pro¢?), budou:

e rovnobéiné, jestlize dim V(M) NV (N') = 2 (existuje spole¢nd dvojice linedrné
nezavislych sméra) a

e mimobé&iné, pokud dim V (M)NV (N) < 2 (existuje-li jeden nebo Zadny spolecny
smer).

Vektor x = (x1, g, x3, x4) nalezi V.(M)NV (N), pravé kdyz x1, o, x3, x4 FeSi soutasné
pfifazenou homogenni soustavu k soustavé obecnych rovnic podprostoru M i ho-
mogenni soustavu rovnic piifazenou k soustavé rovnic podprostoru N (viz véta 1.3.22),
tj. nasledujici soustavu:

2.T1+l’2—|—$3 =0
I +ZE3 =0
Ty + x4 =0

3$1+l’2+$3+$4:0
Rutinnim zpisobem zjistime, Ze fundamentalni systém feseni této soustavy tvori vektor
(—=1,1,1,1), coz znadf:
a tudiz M, N jsou mimob&zné s jedinym spolecnym smérem [(—1,1,1,1)].
Ptipad ¢.3:
Oba podprostory jsou opet ddny obecnymi rovnicemi, takZe prejdeme piimo ke zjiSténi
jejich priniku — bod X = [x1, o, x3, x4] ndlezi M i N, pravé kdyZ x1, x, 23, 14 Fesi
néasledujici soustavu linearnich rovnic:
20 + 19 + x5 =2

T + x3 =1
T + 9 =1

57



KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Reseni této soustavy zni:

T, =1 — 19
Ty = to
T3 = to
Ty = 1

coz predstavuje parametrické rovnice podprostoru, ktery je prinikem M NN — tedy
dim M NN = 2, coz se oviem rovnd dim M (dim N = 3),atudiz M = M NN, a
tedy M C N. Podprostory jsou incidentni.

1.4.4 Pricka afinnich podprostoru

S timto pojmem se v pfipadé dvojice mimobéznych pfimek Ctendr jiz setkal. Zde tento po-
jem zobecnime — budeme se zabyvat ptiCkami libovolnych podprostorii majicich prdzdny

priinik.>®

Definice 1.4.23 Bud'te M, N podprostory afinniho prostoru A. Prickou podprostorii M
a N rozumime kazdou pifmku prostoru A riznob&Zznou soucasné s obéma podprostory.

Nyni se budeme zabyvat dvéma (tradi¢nimi) ulohami:
e sestrojit pricku dvojice podprostort majici dany smér,

e sestrojit pricku dvojice podprostord prochdzejici danym bodem.

1.4.4.1 Pricka podprostora majici dany smér

Uvazujme dvojici podprostort M, N, M N N = (), danych takto:

M= 15U} (1.30)
N ={C; W}

Bud ddle dan smér [s| C V,, (4j. s # o).

Hledejme nyni vlastnosti vektoru s, které budou predstavovat nutné a postacujici podminky
existence pricky sméru [s].

P¥i¢ka podprostord M a N ndleZi spojeni M + N, a tudiZ nutnou podminkou pro jeji
existenci je

sec U+ W+ [C-B]. (1.31)

S6Pojem piicka podprostorii budeme vysetfovat jen pro podprostory mimobézné a podprostory rovnobézné —
neincidentni. Mohli bychom se zabyvat i pfickami v ostatnich piipadech - tam vsak jde o problematiku trividlni.
Vyznam maji predevsim pficky podprostori mimobéznych — napt. pti ur€ovani jejich vzdalenosti (v ptipadé

euklidovského prostoru) — viz kapitola 2.
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Ozna¢me U, W podprostory dopliiujici U N W po fadé na U a W (pro¢ existuji?), tedy:
U=UnNW)aU W=(UnNW)pW. (1.32)
Vzhledem k predpokladu M N A = () nendlezi C' — B do U + W,”" a tudiz
U+W+H[C-B=UnW)aUasWa|[C - B,
a proto kterykoli vektor s spliiujici (1.31) plati:
Ip; e UNW3Iu, e U3w, e WAt, €T : s=p,+u, +w,+1t,(C—B). (133)
Pficka sméru s bude existovat, pravé kdyZ bude splnéna nasledujici podminka:

APeM,3QeN: Q—Pels],

—
a v tom pifpadé bude pfimkou PQ, pii¢emZ P, Q budou jeji priseciky po fadé s M a N.*®
Tato podminka je zfejmé ekvivalentni podmince nasledujici:

(GueU:P=B+u)A(GweW:Q=C+w)A(FkeT :s=k(Q—P)),
a to je vzhledem k (1.32) moZno psat:

Juy e UNW3Iwo e UNW3Iu, e UIw, e W3k e T :
(1.34)
P=B4+uy+wuANQ=C+wy+w; As=k(Q—P).

Tuto podminku lze (dosadime-li vyjadieni bodi P a () z prvniho a druhého vyroku do
tietiho), ekvivalentné psat:

Juy e UNW3Iwo e UNW3Iu, e UIw, e Wk e T :
(1.35)
s:k(wo—u0)+k‘w1—ku1+k(C’—B),

coZ predstavuje rovnici o nezndmych ug,wo € UN'W,w; € W,u; € Uak € T.

Zkoumejme feSitelnost této rovnice v zdvislosti na volbé [s] € V.°° Dany vektor s
Ize pritom jedinym moznym zptsobem psat dle (1.33), tudiz rovnice (1.35) je ekvivalentni
nésledujici soustavé rovnic (ziejmé C' — B # o):

k’(WO — UO) = Ps

hwi = w, (1.36)
—ku; = u,
k=t

RozliSme nyni dva ptipady:

TPfitom U+ W =(UNW)aUa W.

38P¥imka, kter4 je s afinnim podprostorem riznob&znd, ma s nim prdvé jeden spolecny bod (proc?).

Z préazdnosti priniku M N N déle plyne, Ze P # Q.

PVyijdeme-li z nazoru, zd4 se, Ze nebude fesitelnd vzdy — uvazime-li dvé mimob&Zné piimky v As, nebude
pticka existovat napf. v pfipadé, kdy je vektor s linedrni kombinaci smérovych vektord danych piimek.
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(i) ts = 0, coz je ekvivalentni s € U + W (viz (1.33).
V tomto piipadé nema (1.36) feSeni (nebof s # 0) a pficka neexistuje.

(ii) ts # 0, coZ je ekvivalentni s ¢ U + W.
V tomto pripadé je (1.36) feSitelnd a pricka tudiZ existuje. Pfitom jsou jednoznacné
urceny vektory u; a wy a skaldr k. Vektory ug, wg jsou vazdny podminkou

Wo — Ug = %ps (137)

Nutnd a postacujici podminka pro existenci pficky sméru [s| tudiz zni (viz téz (1.31)):
se U+W+[C—-B])As¢ U+ W. (1.38)

Je ptirozenou otazkou, kolik k danym podprostortim existuje pficek sméru vektoru s.
Bud'te 7Y, r® piicky danych podprostori M, N sméru [s]. Oznaéme pro j = 1,2 :
PU) QU priseciky ) po fadé s M, N

v v

Pro priseciky obou pii¢ek musi platit (1.34), coz v dusledku znadi (za zavedeného oznaceni):
PY=B+uf +wAQY =C+wy +w,
tudiz pro rozdily P?) — P _Q® — QM dostdvame:

pPe _ pl) = u(()Q) — uél),
2 1
QP = QW =wi? —w',

a protoze dle (1.37)

e

obdrzime konecné:
p@ _ p) — Q(2) _ Q(l). (1.39)

Tyto rozdily ndlezi pro libovolné vybrané pricky vZdy do U N W — tedy pruseciky vSech
t&chto piicek s M, resp. N, leZi v jistych podprostorech v M, resp. N, o zaméfeni U N W
tj. podprostorech navzdjem rovnobéZnych.
Je vsak otazkou, jestli je vyplnuji — tj. zda z kazdého bodu uvedenych podprostorit vychazi
pricka sméru vektoru s.

Bud tedy r néktera pfitka uvaZzovanych podprostordi M = {B; U}, N = {C; W} sméru
[s], P, Q jeji priseciky po fadé s M, N. Bud x libovolny vektorzUN'W. Body P, = P+x,
a @, = Q + x evidentn& néleZi po fadé do M a N a jelikoZ navic [s] 3 Q — P = Q, — P,,
je piimka PZQ:E pfickou podprostorti M, N sméru vektoru s.

Poznamenejme, ze z (1.39) plyne téz

Q® — p® — g _ p)

%Jde tudiz o podprostory {P(): U N W} CC M a {QW;UNW} CC N. Jiz odtud vidime, Ze je -li
UNW = {o}, je pticka daného sméru prdvé jedna.
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Nynf{ shriime ziskané poznatky:°®!

Véta 1.4.24 Bud'te M, N libovolné podprostory v A, M NN = (. Bud ddles € V,s #
o. Pak plati:

1. pri¢ka podprostorii M a N” majici smér vektoru s existuje prdavé tehdy, kdyz:
(i) se VIM+N)
(ii) s ¢ V(M) + V(N);

2. jestlize V(M) N V(N) = {o}, existuje pravé jedna takovd pricka. V pFipadé,
kdy V(M) NV (N) # {o}, vyplituji priiseciky téchto pricek v M i N navzdjem
rovnobézné podprostory o zaméreni V(M) NV (N);

3. jsou-li v*,r? dvé pricky danych podprostorii majici smér vektoru s a oznacime-li
PW QW resp. P? QO), priiseciky ' resp. r2, po fadé s M a N plati:

Q® _ p® — ) _ p)

Priklad 1.4.25 V prostoru A, nad R je ddna rovina p = { B;uy, uy}, pfimkap = {C;w; } a
vektor s, pficemzZ ve zvolené soustavé soufadnic plati:

B = [1,1,1, 1], u; = (1,0,1,0), uy = (0,0,0,1),
C= [37272a 1]7 W1 = (17_17070)7
s = (0,2,0,0).

Naleznéte vSechny pricky sméru vektoru s.

Reseni:

Znamym zplsobem zjistime, Ze p a p jsou mimobé&Zné, a nebot dimp = 1, nemohou mit
spole¢ny smér — pticka tedy bude existovat nejvyse jedna.

Snadno bychom ovéfili, Ze s splituje podminky pro existenci piicky — viz véta 1.4.24.

Pro nalezeni pficky se budeme inspirovat odvozenim véty 1.4.24. Budeme hledat body P, ()
splitujici:®?

P=B+uuecV(p), Q=C+w, weV(p), hs=(Q— P),

coz vede k rovnici
w—-—u—hs=B-C

17 odstavce 2 véty 1.4.24 vyplyvd, Ze specidlné v pifpadé M || N prochdzi takovd p¥icka kazdym bodem
podprostoru M a v piipadé N || M prochdzi takovd pricka kazdym bodem podprostoru N

92Podminka Q — P = hs je ekvivalentni podmince s = k(Q) — P), nebot existuje-li piicka (coZ jsme ovéfili),
je k #£0.
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oneznamych u € V(p),w € V(p) ah € R, kterou lze, dosadime-li
W =7rwi, U= tiug + tgllg,

ekvivalentné psat:
TW1 —t1u1 —tQUQ—hS:B—C,

¢imz ziskdvadme rovnici o nezndmych r,t1,t5, h € R. Konecné, prejdeme-li k soufadnicim,
obdrZime:

r(1,-1,0,0) —t,(1,0,1,0) — t2(0,0,0,1) — h(0,2,0,0) = (—2,—1,—1,0).
Posledni rovnice vede k soustavé linedrnich rovnic, jejimz vyfeSenim ziskdvame:
r=—1,t=11t=0 h=1,
COZ znamena, ze

P=DB+tu +tus =[1,1,1,1] + (1,0,1,0) = [2,1,2, 1],
Q=C+rw =[3,2,2,1 - (1,-1,0,0) = [2,3,2, 1.
Dile mtizeme zjistit, ze Q@ — P = (0,2,0,0), coz je opravdu vektor néleZejici sméru [s| a
R

tudiz P(Q) je hledanou pfickou. Napiste jeji parametrické rovnice!
Z.uvah predchdzejicich vysloveni véty 1.4.24 vyplyva platnost nasledujici véty (promyslete
si jeji dikaz) poskytujici dalsi mozny postup hledani piicky daného sméru:

Véta 1.4.26 Bud'te M, N libovolné podprostory v A, M NN = 0, B necht je libovolny
bod z M. Bud ddles € V,s # o.

Oznacime-li R = {B; V(M) + [s]} N N, pak mnoZina p¥imek pr = {R;s}, R € R, je
mnoZinou prdavé vSech pricek podprostorii M a N majicich smér vektoru s.

1.4.4.2 Pricka podprostoru prochazejici danym bodem

Uvazujme dvojici podprostorda M, N, M NN = (), danych takto:

M = {B; U}
N = {C: W) } (1.40)

Bud dale dédn bod M € A. Pfedpokladejme, 7e M ¢ M A M ¢ N —situace by byla trividlni
(jaka?).

Pfi¢ka podprostord M a N néleZi spojeni M + N, a tudiZ nutnou podminkou pro jeji
existenci je, aby tomuto spojeni nilezel bod M, neboli

M—-BeU+W+[C - B (1.41)
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Oznac¢ime-li opét U, W podprostory komplementarni k UN'W, pak vzhledem k predpokladu
MNN =0 plati:

U+W+[C-B=UnW)eaUaWa|[C - B,
a proto pro kterykoli bod M spliujici (1.41) plati:

Ipy € UNW 3luy, € U3wy, e W3ty €T 0 M = B+pa+uy +wy +t2(C—B).

(1.42)
Pficka podprostori M a N prochézejici bodem M bude existovat, pravé kdyZ bude splnéna
nasledujici podminka a v tom pfipadé bude ptfimkou P<—C>2 Pfitom P, () budou jeji pruseciky
po fadé s M a \:

(GueU: P=B+u)A(Gw e W: Q=C+w)AGk €T : M—P = k(Q—P)), (1.43)

coz mizeme (dosadime-li do vyjadfeni bodu P a @) z prvniho a druhého vyroku do tietiho),
ekvivalentné psat:

MeUIWeWIkeT: (k—1u—kw+kB-C)=DB— M,

a7 kone¢né s ohledem na to, 72 U = (UNW) @ U,W = (UN W) @& W, obdrzime
nasledujici ekvivalent relace (1.43)

Juy e UNW3Iwo e UNW3Iu, e UIw, e W3k e T :
(1.44)
M =B+ kwo+ (1 —k)ug + kwy + (1 — k)u; + k&(C — B),

coz predstavuje rovnici o nezndmych ug, wo € UN'W,w; € W,u; € Uak € T.

Zkoumat budeme feSitelnost této rovnice v zdvislosti na volbé bodu M € A.% Dany
bod M vSak mizeme psat jedinym moznym zptsobem dle (1.42), a proto je rovnice (1.44)
ekvivalentni nasledujici soustavé rovnic (C' — B # o):

kZWO + (1 — k)uo = Pm
w = W (1.45)
(1—-Fk)u; = uy '

k= ty

Pro reSitelnost této soustavy jsou ziejmé rozhodné nasledujici hodnoty ¢, jakoZto jednoho z
jejich parametri:

(1) tpr = 0, cozZ je dle (1.42) ekvivalentnis M — B € U4+ W.
V tomto pfipadé nema (1.45) feSeni a pficka neexistuje (s ohledem na ptredpoklad
M ¢ M je totiz wy; # o).

93Vyjdeme-li z nazoru, zd4 se, Ze nebude fesitelnd vzdy — uvazime-li dvé mimob&Zné piimky v A3, nebude
pricka existovat napt. v piipadé, kdy bod M lezi v roviné, s niZ je jedna z pfimek rovnobézna a ktera obsahuje
pfimku druhou.
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(i1) tpr = 1, coz je opét dle (1.42) ekvivalentnis M —C € U+ W .,
V tomto piipad€ nema (1.45) feSeni a pficka rovnéZ neexistuje (u,; # o, nebof M ¢

N).

(iii) tpr € {0,1},neboli M — B¢ U+ WAM—-C¢ U+ W.
V tomto ptipadé je soustava (1.45) feSitelnd a pficka existuje.

Souhrnné jsme oprdvnéni fici, Zze pficka jdouci bodem M nelezicim v M ani N existuje,
pravé kdyz (s pouzitim (1.41))

e McecM+N
e M -C¢(U+W) (1.46)
e M —B¢(U+W)

%4

Podobné jako v ptipadé€ pricky majici dany smér budeme nyni zkoumat pocet pticek, které
1ze k dvojici podprostorti danym bodem vést.

Bud'te r™"), 7 p¥icky danych podprostord M, N prochdzejici bodem M a pro j = 1,2
oznatme PV QU) priseciky r) po fadé s M, N. Priiseéiky obou pii¢ek musi vyhovo-
vat (1.43) neboli (za jiz zavedeného oznaceni):

rPY) = B +u(()j) +u; A Q(j) = C—i—w(()j) + wi.
Odtud dostivame pro rozdily P2 — P Q®) — QW:

P(2) — P(l) = u[()z) — u(()l)’
2 1
QY = QW =w? —w'.

odkud pouzitim (viz (1.45))
kw(()l) + (1 — k)uél) = kw(()2) +(1— k)u((f),

vyplyva
PR _ p) — %(Q@) —QW).

Uvedené rozdily nalezi do U N 'W, a proto priseciky vSech piicek s M, resp. N, lezi v
jistych podprostorech M, resp. N, se zaméfenim U N W, a tedy podprostorech navzdjem
rovnobéznych.

Nyni feSme otdzku, jestli priseciky téchto pfi¢ek uvedené podprostory vypliuji. Bud r
nékterd piicka uvazovanych podprostori M = {B;U},N = {C; W} jdouci bodem M,
P, Q jeji priseciky po fadé s M, N — existuje tedy k € T

M—P=k(Q-P). (1.47)

%Jde o podprostory {P1); UNW} CC Ma{QM; UNnW} CCN.
Jiz odtud opét vidime, Ze v piipadé trividlniho priniku U N W existuje prdvé jedna piicka pozadovanych
vlastnosti.
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Bud x libovolny vektor z U N W. Oznatime-li Q, = Q +x a P, = P + 27x, jde ziejmé o
body ndlezejici po fadé do N a M. Je mechanickou zdleZitosti pomoci (1.47) ovéfit, Ze

<
coz (mj.) znamena Kolinearitu bodi P,, ()., M. Pfimka P() je tedy piickou podprostort
M, Nprochézejici bodem M.
Nisledujici véta formuluje ziskané poznatky:®
Véta 1.4.27 Bud'te M, N libovolné podprostory v . A, M NN = (. Bud ddle M €
A M ¢ M, M ¢ N. Pak plati:
1. pricka podprostorii M a N prochdzejici bodem M existuje pravé tehdy, kdyz:
(i) M e  M+N),
(ii) M neleZi v podprostoru obsahujicim néktery z podprostorii M &i N o zaméreni

V(M) + V(N);%°

2. jestlize V(M) N V(N) = {o}, existuje pravé jedna takovd pricka. V pripadé,
kdy V(M) NV (N) # {o}, vypliuji priseciky téchto pricek v M i N navzdjem
rovnobézné podprostory o zaméfeni V(M) NV (N);

N4

3. jsou-li v',r% dvé piicky danych podprostorii prochdzejici bodem M a oznacime-li
PM QW resp. PP, QP priseciky ' resp. r2, po Fadé s M a N plati:

M — p) — k(Q(l) — p(l)) = M — P® — k(Q(Q) — p(2)).

Priklad 1.4.28 V prostoru A, nad R je ddna rovina p = {B;uy, uy}, pfimka p = {C;w;} a
vektor s, pficemzZ ve zvolené soustavé soufadnic plati:

B=[1,1,1,1], u; = (1,0,1,0), us = (0,0,0,1),
C=[3,2,21], w, = (1,-1,0,0),
M =2,5,2,1].

Naleznéte vSechny pricky prochazejici bodem M.
Resent:

95Pouziti pojmu délici pomér, ktery bude zaveden v podkapitole 1.6, umozni vhodnéjsi formulaci odstavce (3)
véty 1.4.27 (promyslete si!).
%Jsou-li B € M, C € N libovolné body, jde o podprostory

{BiVIM)+V(N)} a {C;V(M)+V(N)}
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Jde o tutéZ rovinu a piimku jako v piikladé 1.4.25 — v souladu s vétou 1.4.27 bude existovat
nejvyse jedna pricka.

Snadno bychom ovéfili, Ze bod M spliiuje podminky pro existenci piicky dle véty 1.4.27.
Pro nalezeni pficky vyjdeme z uvah predchazejicich vysloveni véty 1.4.27. Budeme hledat
body P, () spliujici:

P=B+uueV(p), Q=C+w,weV(p), M—P=FkQ-P),

coz vede k rovnici
(1-k)y+kw+k(C—-—B)=M-B

oneznamych u € V(p),w € V(p) ak € R, kterou lze, dosadime-li
W =TWi, U="11u; + trug,
ekvivalentné psat:
(1 —Ek)ty)uy + ((1 — k)ta)ug + (kr)wy + k(C — B) = M — B.
Zavedeme-li substituci
a; = (1 — k)ty, ap = (1 — k)ts, b= kr,
ziskdvame rovnici®’

ajuy + agup + bwy + k(C — B) =M — N

o neznamych ay, as, b, k € R.
Prejdeme-li k soufadnicim, obdrZime:

a1(1,0,1,0) + a2(0,0,0,1) + b(1,-1,0,0,) + £(2,1,1,0) = (1,4, 1,0).
Tato rovnice vede k soustavé linearnich rovnic, jejimz vytreSenim ziskdvame:
a1 =—1,a,=0,b=-2, k=2,
odkud vzhledem k zavedené substituci vypocteme:
t1=1,t=0r=-1 k=2
To znamena, Ze

P=DB+tu +tu, =[1,1,1,1] 4+ (1,0,1,0) = [2,1,2,1],
Q=C+rw=[3,221—(1,-1,0,0) = [2,3,2,1].

—
Dile se miZzeme piesvéddit, ze opravdu M — P = 2(Q) — P), tudiz P(Q) je hledanou p¥ickou.

" Touto substituci odstranime vazbu mezi nezndmymi v pfedeslé rovnici.
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1.5 Orientace afinniho prostoru. Poloprostory

V této podkapitole se budeme zabyvat orientaci afinniho prostoru, uspofadanim bodu piimky
a zavedeme téZ pojem poloprostor — specidlné pak polorovinu &i polopiimku. Radu z t&chto
pojml ma Ctendf jisté intuitivné uchopenu, tato predstava se ndm stane motivaci pro jejich
vhodné definovani.

Vsechny uvahy této podkapitoly budeme provadét pro ptipad, kdy téleso skalart je uspo-
radané (a tedy nekonecné). Piikladem téchto téles jsou napf. télesa Cisel raciondlnich i
redlnych, nikoli vSak napt. ¢isel komplexnich.

1.5.1 Orientace vektorového prostoru. Souhlasnost vektoru vzhledem k

nékteré nadroviné.

Tato ¢ast bude ndleZet vybudovéni potfebného algebraického aparatu, ktery v nasledujici ¢4sti
této podkapitoly pouZzijeme ke studiu pojmu v jejim nadpise.

Uvazme v prostoru V, dvojici bazi B = (e, es) aC = (d;, ds).

11
(i) Nechf napt. d; = e; + ey, dy = —e; + e,. Matice prechodu od B k C zni ( ) 1) a

jeji determinant je kladny.

-1 0
(ii) Nechf d; = —e;, dy = —e; — e,. Matice pfechodu od B k C nyni zni ( ) 1) a

jeji determinant je téz kladny.

1 1
(iii) Nyni necht d; = e; + e, dy = e; — e,. Matice piechodu od B k C nyni zni ( 1 —1 >

a jeji determinant je zdporny.

. . 02 .
(iv) Nyni nechf d; = 2e;, dy = e;. Matice pfechodu od B k C m4 tvar <1 0) a jeji

determinant je téZ zdporny.

Co spojuje pripady (i) a (ii) na stran¢ jedné a (iii) a (iv) na strané druhé?
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Obr. 1.5.1

Udé€lame-li si nacrtek (viz obr. 1.5.1), vidime, Ze v situaci (i) a (ii) ma Sipka sméfujici od
prvniho bazového vektoru k druhému baze B ,souhlasny smysl, jako v piipadé baze C,
zatimco v ptipadech (iii) a (iv) je ,smysl pfechodu opacny*.

Pritom pojem smérovat ¢i smysl chapeme Cisté intuitivné. Podobné dvahy miizeme provést i
ve tfirozmé&mém prostoru (provedte!).

Je tak motivovana definice nasledujictho pojmu:

Definice 1.5.1 Bud'te B, C libovolné baze vektorového prostoru V nad uspoiddanym té-
lesem.®®Je-li determinant matice piechodu od B k C kladny, nazveme bazi B souhlasnou s
bdzi C, coz budeme znacit B ~ C.

Oznaceni 1.5.2 Pro libovolné baze B,C vektorového prostoru budeme symbolem |B,C|
znacit determinant matice pfechodu od baze B k C.

Bud'te B, C, D libovolné béze prostoru V. Uvazime-li, Ze
e matici pfechodu od B k B je matice jednotkova,
e matici pfechodu od C k B matice inverzni k matici pfechodu od B k C,

e matici prechodu od B k D soucin matice piechodu od C k D a matice prechodu od B
kC,

je platnost nésledujici véty evidentni:

2N v

%Do budoucna jiz nebudeme na tuto skute¢nost zvI4sté upozoriiovat.
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Véta 1.5.3 Relace ,, byt souhlasny* je relaci ekvivalence na mnoZiné bdzi daného vek-

torového prostoru.

Poznamka 1.5.4 Ze symetrie relace ,byt souhlasny” plyne, Ze je-li napf. B souhlasna s C,

muzeme Fici, ze bdze B, C jsou souhlasné.

Relace ,byt souhlasny* indukuje na mnoZiné bazi daného vektorového prostoru rozklad.
naskytd se otdzka, kolik tfid tento rozklad ma.

Bud B libovolna béze, pak jisté existuje (alespofi jedna) baze C tak, ze B, C nejsou souh-
lasné (proc?). Ziskdvame tak dvé rizné tiidy (B) , (C) uvaZovaného rozkladu. At D je libo-
volnd dalsi baze. Vzhledem k tomu, Ze determinant |5, D| je nenulovy (pro¢?), nastava pravé
jedna z moznosti | B, D| > 0 nebo |B, D| < 0.

Je-li |B,D| > 0, pak B, D jsou souhlasné, a tedy D € (B).

V ptipadé |B,D| < 0 uvazime, Ze matice pfechodu od C k D je rovna soucinu matice
pfechodu od B k D s matici piechodu od C k B, a tudiz |C, D| = |B,D| - |C, B|, odkud plyne
|C,D| > 0, neboli C ~ D, atedy D € (C).

Odvodili jsme platnost nasledujici véty:

Véta 1.5.5 MnoZina bdzi vektorového prostoru se dle relace ,,byt souhlasny* rozklddd

pravé na dvé tridy.

Podotknéme, Ze tyto dvé tiidy (tj. mnoziny souhlasnych bézi) jsou naprosto rovnocenné.

Z vnéjsku vSak do daného prostoru vneseme oznaceni téchto tfid - tj. provedeme orientaci

vektorového prostoru.®’

Definice 1.5.6 Orientovat vektorovy prostor znamena prohlésit jednu ze tfid rozkladu
mnoziny jeho bazi dle relace ,byt souhlasny* za kladnou. Druhou tfidu budeme nazyvat

zdpornd.

Diusledkem véty 1.5.5 je:

Véta 1.5.7 Kazdy vektorovy prostor lze orientovat pravé dvéma zpuisoby.

®Vratme se k motiva¢ni tivaze pied definici 1.5.1. Zavedeme-li pojem kladny smysl piechodu (otdceni),
muzeme tiidy rozkladu mnoziny béazi v ptipadé Vs rozlisit podle toho, ktery ze dvou smysli oznalime za
kladny — u kazdych dvou bdzi v jedné tfidé (kladné) bude platit, Ze prvni bazovy vektor pfechdzi v druhy v
kladném smyslu, pro kazdé dvé baze v tfidé druhé (zdporné) pak, Ze prvni bazovy vektor prechazi v druhy ve
smyslu zdporném.
NeZ jsme vSak toto oznaceni tiid provedli, nebylo mezi nimi rozdilu Zadného.
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Ctenaf m4 jist& intuitivni pfedstavu o tom, co znamend, 7e dva vektory ,sméFuji na stejnou
stranu od dané nadroviny*. Tento pojem zavedeme v ndsledujicim exaktné (a v nasledujici
podkapitole 1.5.2 jej uZijeme k zavedeni pojmu poloprostor).

Vektorovou nadrovinou se v linearni algebie rozumi podprostor vektorového prostoru di-
menze o jedna mensi nez je dimenze piislusného vektorového prostoru.

Uvazujme nyni libovolnou vektorovou nadrovinu W CC V a ddle libovolny u € V\' W
(tj. mimo jiné u # o). Cemu bude rovno spojeni W + [u]?

Zkoumejme nejprve W N [ul :x e WNul & xe WATF €T : x =tu
Nenulovost vektoru x je ekvivalentni s ¢ # 0, odkud plyne u = %x, coz (nebof x € W)
implikuje u € W (spor). Proto tedy ¢ = 0, neboli W N [u] = {o}.

Uzitim Grassmannovy formule pro dim(W + [u]) plyne:

dim(W + [u]) = dim W +dim[u] —dim(W N [u]) =(n—1)+1—-0=mn,
to vSak znamend, Ze W + [u] = V a vzhledem k trivialit¢ W N [u] jde o spojeni direktni:
V=W u (1.48)
Plati tudiz nasledujici tvrzeni:

Véta 1.5.8 Bud W libovolnd vektorovd nadrovina vektorového prostoru a u € V libo-
volny vektor nendleZici W. Pak ke kaZdému vektoru v € 'V, existuje prdavé jeden vektor
w € W a prdvé jeden skaldrt € T tak, Ze plati:

vV=Ww--+tu.

Je evidentni, Ze t = 0, pravé kdyz v € W. Pro v ¢ W tedy ve vyjadfeni dle véty 1.5.8
muiZe nastat pravé jedna ze dvou moZznosti: ¢ > 0 nebo ¢ < 0; pro prvou z nich zavadime
nasledujici pojmenovani:

Definice 1.5.9 Bud W vektorova nadrovina vektorového prostoru V. Bud'te dédle u, v €
V\W. Rekneme, Ze vektor v je souhlasny s vektorem u vzhledem k vektorové nadroviné

W, coz ozna¢ime v ~ u(mod W), jestlize:

v=w+tu weW, t>0"

70Vektor v je tedy souhlasny s u vzhledem k urcité vektorové nadroving, je-li roven souctu jistého jejiho
vektoru a jistého kladného nasobku vektoru u, coz se kryje s nasi intuitivni predstavou o tom, Ze vektor u
sméfuje ,na tutéZ stranu od dané vektorové nadroviny* jako vektor u.
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Poznamka 1.5.10 Zkonstruovali jsme tak korektné definovanou relaci na mnoziné V '\ W.
Poznamenejme déle, Ze obecné postrada smyslu hovofit o souhlasnych vektorech, neudame-
li, vzhledem ke které vektorové nadroviné tento pojem vztahujeme.
Vzhledem k vété 1.5.8 (a trichotomii uspotfadani < v T) plati pro kazdou dvojici vektort

u,veV\W:
bud v ~u(modW), nebo (—v)~ u(modW).

Pfiklad 1.5.11 Ve vektorovém prostoru R? je déna vektorové nadrovina W = [(1,1, 1), (2, 3, 0)]
a vektory vi = (5,6,5),vy = (0,1,—-3),u = (1,1, 2). Rozhodnéte, zda vzhledem k W je
V1, resp. vy, souhlasny s u.

Reseni:

Znamy zplsobem se presvédéime, Ze u ¢ W (proved te).

Nyni (dle véty 1.5.8) 1ze kazdy z vektorti vy, vy psat jedinym zptisobem ve tvaru

v, =w; +t;u, w; € W.

(1) vektor v;
Resime tedy soustavu rovnic

(5,6,5) =W+ t1<1, 1,2) AWy = T1(17 1, ].) + 81(2,3,0),

(proved'te!) a zjistime, Ze 71 = 1,51 = 1, (= wy = (3,4,1)) at; = 2. ProtoZe t; > 0,
plati, Ze v; je souhlasny s u vzhledem k W.

(ii) pro vektor v, analogicky zjistime, Ze wo = (1,2, —1) a t, = —1. ProtoZe v tomto
piipadé je t2 < 0, neni v, souhlasny s u vzhledem k W.

PresvédCte se ddle, Ze napf. pro volbu W = [(5,7,2),(7,7,12)] bude situace opa¢na (srv.
poznamka 1.5.10).

Nechf je ddna vektorové nadrovina W. Bud'te x,y, z libovolné vektory z V \ W.
e vzhledem k tomu, Ze x =0+ Ixao € W, 1 > 0, plati x ~ x(modW),
e je-li x ~ y(modW), existuje w € W at > 0 tak, ze miZeme psat:
X=WH+Ily =y = —%W—G—%X,

jelikoz —tw € Wa 1 > 0, tak y ~ x(modW).

e je-lix ~ y(modW) ay ~ z(modW), existuji w,w € W at,¢ > 0, pro néZ lze psit:
X=W+H+tyANy=W+iz=x=(w+1tw) + (t)z.
Vektor (w + tw) € W a tt > 0, tudiz x ~ z(modW).
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b4

Véta 1.5.12 Relace ,,byt souhlasny vzhledem k dané vektorové nadroviné* je relaci ekvi-

valence na mnoziné vektoru vektorového prostoru, které nendleZi do této nadroviny.

Poznamka 1.5.13 Ze symetrie ,byt souhlasny vzhledem k vektorové nadroviné” plyne, Ze
je-li napf. u souhlasny s v vzhledem k dané vektorové nadrovingé, miZeme fici vektory jsou

vzhledem k dané vektorové nadroviné souhlasné.

Relace ,byt souhlasny vzhledem k vektorové nadroviné W* je relaci ekvivalence na
mnoziné vektort V \ W a indukuje na této mnoZziné rozklad. Je otdzkou, kolik t¥id tento
rozklad ma.

Bud x libovolny prvek z V\ W, pak zde jist€ existuje (alespofi jeden) vektor y tak, Ze x, y
nejsou modW souhlasné (pro¢?). Uvazovany rozklad ma tedy alespon dvé tfidy (x), (y).
Bud z libovolny dalii element z V \ W.

Pro vektory x,y, z existuji w,w € W, t,t € T,t < 0,1 # 0:

X=W+Ity ANy =W+ (z. (1.49)

Je-lit > 0, pak jsou y, z souhlasné modW, a tedy z € (y).

Pokud ¢ < 0, mizeme s ohledem na (1.49) psét:

x = (W +tw) + (tt)z,

coZ vzhledem k faktu (w + tW) € W a tf > 0 znali x ~ z(modW) a ndsledné z € (x).

Plati tedy nésledujici tvrzeni:

Véta 1.5.14 MnoZina vektorii vektorového prostoru, které nendleZi do dané vektorové
nadroviny, se dle relace ,,byt souhlasny vzhledem k této vektorové nadroviné“ rozklddd
prdvé na dvé tridy.

Nasledujici véta uvadi do souvislosti souhlasnost bazi a souhlasnost vektort dle vektorové
nadroviny.

Promyslete si, jak 1ze induktivnim postupem pro dimenzi podprostoru ziskat dvé souh-
lasné béze.
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Véta 1.5.15 Bud W vektorovd nadrovina prostoru V,,,n > 2.

1. Necht B, C jsou souhlasné bdaze ve W. Jsou-liu,v € V vektory doplitujici tyto bdze
po Fadé na bdze B, C vektorového prostoru V, plati:

B~C < u~ v(modW).

2. Necht B,C nejsou souhlasné bdze ve W. Jsou-li u,v € V vektory dopliiujict tyto
bdze po Fadé na bdze B, C vektorového prostoru V, plati:

B ~C < —(u~ v(modW)).

Diikaz: Necht B = (uj, ug,--- ,u,_1)aC = (vi,Va, -+ ,V,_1). Protoze v, vy, -+ ,v,_1 €
W, jsou rovny linearnim kombinacim toliko vektord uy, us, - - - , u,_1, tudiZ pro soufadnice
vektord baze C vzhledem k bazi B plati:

Vi = (i1, Qig, 5 Ain—1,0)5, 1 <i<n—1,
(1.50)
V= (anla A2, 5 Apn—1, ann)B
Protoze v ¢ W, musi byt a,,,, # 0.
Pro determinant matice pfechodu od B k C tak dostdvame:
11 - Qin—1 0
azy -+ Ggp—1 0
B.Cl=| -« o e ],
Ap-11 " Ap-1n—1 0
Gp1 - Qppn—1 Qnn
a rozvojem dle posledniho sloupce vyplyva
|B,C| = a,,|B,C|. (1.51)

Stanovme nyni vyznam prvku a,,,. Z (1.50) plyne:

VvV = (anlul + -+ ann—lun—1> + app U,

protoZe podtrZeny vyraz je vektorem z W, vyplyva odtud, Ze u ~ v(modW), pravé kdyz
ann > 0.7Z (1.51) dale plyne, Ze B ~ C je ekvivalentni rovnéz s a,, > 0, ¢imZ je bod 1
véty 1.5.15 dokézan. Platnost bodu 2 plyne analogicky. U
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

1.5.2 Orientace afinniho prostoru. Poloprostory

Nyni se opét vratime ke studiu afinnich prostord, a to s vyuZitim pravé vybudovaného alge-
braického aparétu.

Definice 1.5.16 Rekneme, Ze afinni prostor A je orientovany, je-li orientovano jeho za-
méfeni.

Kladnou afinni bdzi prostoru A budeme rozumét takovou afinni bazi B = (P, B), kde
By je kladnou bazi V.

Poznamka 1.5.17 Z odstavce 1.5.1 vyplyva, ze orientace afinniho prostoru neni jeho vnitini
vlastnosti, ale je ddna z vnéjsku. Ddle z tohoto odstavce plyne, Ze kazdy afinni prostor lze
orientovat pravé dvéma zplisoby.

Nasledujici definice uZitim pojmu souhlasnosti vektori dle vektorové nadroviny zavede
pojem poloprostor — nésledné ukdzeme, Ze tento pojem odpovida nasi intuitivni predstavé o
polopiimce, poloroviné ¢i poloprostoru 3-rozmérného prostoru.

Definice 1.5.18 Bud N nadrovina afinniho prostoru A a B jeji libovolny bod. Necht u je
vektor z V nendlezici do V (V). Pak se mnoZina oznatovand A/ (u) a definovand vztahem

Nu)={X € A; X — B~ u(modV(N))}

nazyva otevieny poloprostor (afinniho prostoru A) s hrani¢ni nadrovinou N urceny vek-
torem u.”!

Uzavienym poloprostorem pak rozumime mnozinu A (u) = N (u) UN."?
Poloprostor afinni pfimky se nazyva polopiimka, poloprostor afinni roviny polorovina.

Poznamka 1.5.19 Podminku pro incidenci bodu X s poloprostorem A (u) lze ekvivalentné
vyjadrit takto:

XeNu) & (3xeV: X=B+xAx~u(modV(N)))

Definice poloprostoru A (u) je formélné zdvisld na vybéru bodu z nadroviny A. Tuto
zavislost je nutné vyloucit, jinak by nebyla korektni.

"Poloprostor NV'(u) si miizeme predstavit jako mnoZinu bodi, které vzniknou pfi¢tenim kladného nasobku
vektoru u k jistému bodu v N (nemusi to byt bod B!). UZijeme-li infuitivni interpretaci pojmu ,byt souhlasny
dle vektorové nadroviny“ nasledujici (pod Carou) definici 1.5.9, jde tedy o mnoZinu bodi X, pro néz vektor
X — B ,sméfuje na tutéZ stranu“ od vektorové nadroviny V (N') jako vektor u.

72Nebude-li fe¢eno jinak, budeme pojmem poloprostor rozumét vzdy poloprostor otevieny.
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Ozna¢me V(N) = W. Bud'te P, Q libovolné body z A/, u vektor z V \ W. Zvolime-li
libovolny bod X € A, miZeme psat:

X - Qr~umodW) EIweW,t>0: X —Q=w+tuld
SIWEW,i>0: X—P=((Q-P)+w)+tul
SIFEW,t>0: X - P=%+tus X — P~ u(modW).

Pfitom jsme v kroku (a) uzili definici 1.5.9, v kroku (b) jsme uvazili, Ze X —Q = (X — P) +
(P — Q) av (c)skuteCnosti P,QQ e N (. Q — P € W),atedy W W =(Q — P)+w.

Vzhledem k ekvivalenci vyroku X —@Q ~ u(modW) a X — P ~ u(modW) je s ohledem
na definici 1.5.18 poloprostor A/ (u) nezévisly na vybéru bodu B € N.

Véta 1.5.20 V definici 1.5.18 Ize za bod B vzit kterykoli z bodii nadroviny N

Vsimnéme si ddle zédvislosti poloprostoru N (u) na vybéru vektoru u. Bud'te u, v libo-
volné vektory z V' \ W. Necht B je néktery bod z V.

e je-li N(u) = NV (v), musi, jak plyne z definice 1.5.18, pro kazdy bod X z uvazovaného
poloprostoru platit:

X — B~u(modW)A X — B ~ v(modW),
coz vzhledem k symetri¢nosti relace ~ implikuje
u~ (X —B)(modW)A X — B~ v(modW),
a déle uZzitim tranzitivity relace ~ obdrZzime

u ~ v(modW).

e nechf u, v jsou souhlasné modulo W.
Pro libovolny bod X € 4 mtiZzeme psit:

X eN@u)=X—-B~umodW) =X — B~ v(modW) = X € N(v),
kde jsme (krom definice 1.5.18) uZili tranzitivity relace ~.

Ukazali jsme, Ze nésledujici tvrzeni je platné.

Véta 1.5.21 Poloprostor N'(u) se rovnd poloprostoru N (v), pravé kdyz

u ~ v(modV (N)).
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Definice 1.5.22 Poloprostorem opacnym k poloprostoru N (1) rozumime poloprostor

N(—u).

Z véty 1.5.21 vyplyva (jak?):

Dusledek 1.5.23 Poloprostorem opacnym k N () je kaZdy poloprostor N'(w), kde
—(u ~ w(modV (N))).

/////

Véta 1.5.24 Pro libovolnou nadrovinu N afinniho prostoru A a libovolny vektor u € V
nendleZici do V(N) plati:

A=Nu)UN UN(-u),

pricemz kaZdy bod ndleZi do prdvé jedné z uvedenych mnoZin.

Diikaz: Uvazujme N = {B; W}. Pak dle véty 1.5.8 lze kazdy vektor v € V psét pravé
jednim zplisobem ve tvaru v = w + tu,w € W. Proto pro kazdy bod X € A lze rovnéz
jedinym zptsobem zapsat vektor X — B:

X—-—B=w+tu,weW.

Pro skalar ¢ nastdva pravé jedna moznost: t >0Vt =0Vt <O0.
Prvé z nich znamend (X — B) ~ u(modW) (a tedy X € N(u)), druhd X € N a tieti
X — B ~ (—u)(modW) (atedy X € N (—u)). O

Ptistupme k nalezeni analytického vyjadifeni poloprostoru.
Necht je v A zvolena afinni béze B.
Bud ddna nadrovina \ a vektor u nelezici v V (N):

N :aixi +asxg + -+ apx, +ag =0,

u = (u17u27 e 7un)30-

Zvolme v N libovolny bod B. Pak libovolny bod X € A lze jednozna¢né (dle véty 1.5.8)
psat ve tvaru X = B + (w + tu),w € W, neboli

X=C+tu, CEN. (1.52)
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Je-li X =[xy, ,x,]5,C = [e1, -+, ¢u)| 3, muzeme s ohledem na (1.52) psit:

171 + A% + -+ ++ + ApTp + Ao =
= ay(c1 + tuy) + as(ca + tug) + - -+ + an (e + tuy,) + ag =
= (a1c1 + asco + + -+ + anc, + ag) + tlayuy + asus + - - - + ayuy,)

a protoze C' € N, je podtrzeny vyraz roven nule, a tedy
a1x1 + agy + - + apTy + ag = t(agug + agus + - - - + azuy,) (1.53)

Vzhledem k tomu, Ze X — B = w + tu,w € W, ndleZi bod X do N (u), pravé kdyz ¢t > 0,
coZ je (uzijeme-li (1.53)"%) ekvivalentni tomu, Ze

sgn(ajxry + agxy + -+ - + apTy + ag) = sgn(ajuy + agug + -+ - + ayuy),

neboli

(auy + agug + - - - + apuy) (a1 + agxs + -+ - + apxy, + ag) > 0,

¢imz dostavame analytické vyjadieni poloprostoru (nerovnici).

Véta 1.5.25 Bud'te N nadrovina afinniho prostoru A, u vektor z V' \ V(N), urcené ve

zvolené afinni bdzi takto:
N airy + aswo + - + any + a9 =0, u= (uy, Uz, ,Up)p,-
Pak, poloZime-li n(u) = ajuy + asus + - - - + a,uy, plati:

Nu)={X €A X =[z1, -, 2,5 : n(u)(a121 + agrs + - -+ + apx, + ag) > 0}.

Uved me alespoii dva diisledky této véty:

Dusledek 1.5.26 Dva body Y = [y1, -+ ,Ynlg, Z = [21, - , 2n]g ndleZi témuz polopros-

toru s hranicni nadrovinou N danou ve zvolené afinni bdzi B obecnou rovnici:
NZ a1x1+a2x2+~--—|—anxn+a0:0
pravé kdy? plati:

sgn(a1y; + agys + -+ - + apyn + ao) = sgn(aizy + asze + -+ - + anzy + agp)-

73V3’/raz a1u1 + asus + - - - + anuy, je totiz nenulovy (proc?).
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Dusledek 1.5.27 poloprostory afinniho prostoru A s touZe hrani¢ni nadrovinou danou ve
zvolené afinnit bdzi B obecnou rovnici:

N ayxy +asxs+ -+ a,x, +a9=0
Jsou ndsledujici mnoZiny:

{XGA,X:['ID 7xn]l3’:a1x1+a2$2+"'+anxn+a0>0}7
{(XeA X =[xy, - ,x,]g: a1x1 + agzy + -+ + apx, + ag < 0}.

+

. /

Ukazali jsme, jak urCit poloprostor pomoci nadroviny a vektoru neleziciho v jejim zaméfeni.

Obr. 1.5.2

Je zfejmé, Ze ekvivalentné je mozné urcit poloprostor zadanim nadroviny a bodu v ni neleziciho
(jako ten, ktery tento bod obsahuje) — to ostatné vyplyva i z disledku 1.5.26 ¢i 1.5.27 (promyslete
si). Je-li A/ hrani¢ni nadrovina a B ¢ N, pak poloprostor s hrani¢ni nadrovinou A a ob-
sahujici bod B budeme znacit N'(B).”

—
"4Pro piipad polopfimky uréené bodem N a vektorem u se uzivé té% znaceni Nu, pro polopfimku uréenou
bodem N a obsahujici bod B znaku NB.
Pro polorovinu s hrani¢ni pfimkou XY urcenou vektorem u, resp. obsahujici bod B pak znaku XY u, resp.
XY §
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Nyni si povSimneme dalSiho rozliSeni mezi poloprostory s touze hrani¢ni nadrovinou, a
sice zaloZeného na orientaci afinniho prostoru.

Definice 1.5.28 Bud déna nadrovina A afinniho prostoru A a bud zvolena orientace
nadroviny N i afinniho prostoru .A. Necht B je kladnd baze nadroviny V' a u € V vektor,
dopliiujici bazi B na kladnou bazi afinniho prostoru .A. Pak poloprostor NV'(u) se nazyva
poloprostor kladny (vzhledem k uvedenym orientacim).

Poloprostor opacny k praveé definovanému se nazyva poloprostor zdaporny (vzhledem k uve-

denym orientacim).

Poznamka 1.5.29 Ke kazdé kladné bazi B nadroviny N vektor u pozadovanych orientaci
existuje — doplnénim jakéhokoli vektoru v neleZiciho ve V (N') k bdzi B ziskdme afinni bazi
B prostoru A. Je-li C jakdkoli kladnd baze v A, pak zdménou v <> (—v) se méni znaménko
determinantu |3, C|, coZ ur¢i ,yhodny* vybér vektoru u € {v, —v} tak, aby 53 byla kladna.

Naskyta se otdzka, zda zaddnim nadroviny N a orientaci v N a v A je kladny poloprostor
dan jednoznacné ¢i nikoli.
Necht mame v A dény dvé kladné baze B,C a necht vektory u, v je po fadé dopliiuji na
kladné béze B,C prostoru A. Z véty 1.5.15 plyne, Ze u ~ v(modV (N)), coz (uZijeme-li
véty 1.5.21) implikuje, Ze N'(u) = N (v). Co se stane, zméni-li se jedna &i ob& orientace (tj.
orientace N a A)?

Zménme nyni orientaci nadroviny . Pak se jeji baze B, pomoci niz byl sestrojen dosud
kladny poloprostor A/(u) stava bazi zapornou. Bud D né&kterd kladna baze N — B, D nejsou
souhlasné. Dopliime D vektorem w na kladnou afinni bézi v A - poloprostor ' (w) je tudiz
kladnym poloprostorem vzhledem k nové orientaci. V souladu s vétou 1.5.15 nejsou vektory
u, w souhlasné modulo V(N), a tedy poloprostory N'(u) a N (w) jsou navzdjem opacné
(srv. dasledek 1.5.23).

Zméni-li se orientace v A (pii zachovani orientace v ), pak vektor u, pomoci n&jz byl se-
strojen dosud kladny poloprostor A(u), dopliiuje kladnou bézi B nadroviny N na zdpornou
bazi B prostoru A. Uvazime-li w, ktery neni s u souhlasny modulo V' (N\'), dopliiuje po-
dle véty 1.5.15 bazi B na kladnou béazi D prostoru A a poloprostor N'(w) je vzhledem k
nové orientaci kladnym, pfitom poloprostory N (u) a N'(w) jsou navzdjem opaéné (opét viz
dasledek 1.5.23).

Konecné, zméni-li se orientace ob€, coz si lze predstavit jako postupnou zménu orientace
v N andsledné v A, je z pfedchoziho zfejmé, Ze se poloprostor nezméni.

Nésledujici tvrzeni jsou tudiZ platna.
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Véta 1.5.30 Bud ddna nadrovina afinniho prostoru A.

1. Kladny poloprostor je jednoznacné urcen zaddnim hranicni nadroviny, volbou ori-
entace této nadroviny a orientace prostoru A.

2. Zméni-li se jedna z orientaci hrani¢ni nadroviny ¢i prostoru A, stdvd se kladnym
poloprostorem poloprostor opacny k pitvodnimu.

3. Zméni-li se orientace hranic¢ni nadroviny a orientace prostoru A, ziistavd kladnym
poloprostorem poloprostor kladny vzhledem k piivodni orientaci.

V podkapitole 1.7 nalezneme dal$i moZny popis poloprostoru, pomoci tzv. linedrni kom-
binace bodu (véta 1.7.23).

1.5.3 Orientace a usporadani na primce

V tomto odstavci si vS§imneme piimky, jakoZto specialniho pfipadu afinniho prostoru A, pro
n = 1. Na druhé strané se ukaze zavedeni pojmu, které jsme pro n > 1 neuvazovali.

Poznamka 1.5.31

e Ve V, existuje jedind vektorova nadrovina, a sice {o}. Z tohoto divodu budeme fikat,
Ze vektory u, v jsou souhlasné, aniz bychom doddvali modulo {0}, znadit tento fakt

budeme u ~ v.

e Ve V, je kazda baze jednoprvkova mnoZina. Dvé baze (a) , (b) jsou tedy souhlasné,
pravé kdyz 3t > 0 : b = ta, coz je ovSem praveé kdyZ b ~ a. To ndm dava pravo
zavést pojem kladny vektor, jakozto prvek nékteré kladné baze, zieymé plati, Ze kazdé

dva kladné vektory jsou souhlasné.

IV N2

e Lze tudiz fici, Ze orientovat primku znamena oznacit néktery nenulovy vektor jejiho
zaméfeni (tj. néktery jeji smérovy vektor) za kladny (srv. s definici 1.5.16).

Pojem, ktery zavede nasledujici definice, je jisté Ctendfem bézné intuitivné uZivan a zfejmé
tato predstava je s jeho exaktni definici v souladu.

Definice 1.5.32 Bud p pifmka orientovana tak, Ze a je jeji kladny vektor. O bodech
X,Y € ptekneme, zZe bod X je pied bodem Y (ve zvolené orientaci), coz budeme znacit
X <Y, jestlize (Y — X) ~a.”

SUziva se také obratu bod X piedchdzi bodY .
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1.5 Orientace afinniho prostoru. Poloprostory

Z tvodni pozndmky 1.5.31 ihned plyne:

Véta 1.5.33 Je-li p primka orientovand tak, Ze a jej jeji kladny vektor, pak pro libovolné
body X,Y € p plati:

X<Y&deT t>0:Y —-X =tla

Zménime-li orientaci na piimce p, stava se kladnym vektorem vektor —a (proc¢?). Protoze
ta = (—t)(—a), plyne z véty 1.5.33 ihned:

Véta 1.5.34 Zmeéna orientace primky md za ndsledek zménu relace ,,byt pred” v relaci
inverzni.’®

PovSimnéme si souvislosti relace < na bodech piimky s relaci < na prvcich télesa 7.

Véta 1.5.35 Bud p = {B;u} pfimka orientovand tak, Ze u je kladny vektor. Pak pro kazdé
body XY € p, X = B+2xu, Y = B+ yu, plati:

X<Y&er<y.

Diikaz: Jsou-li X, Y € p, X = B+ 2w, Y = B+ yu, pak (Y — X) = (y — x)u. UZitim
véty 1.5.33 odtud plyne: X <Y y—z>0& 2 <y. O

Bezprostiedné z této véty dostavame:

Dusledek 1.5.36 Relace ,, byt pied” je relaci uspordddni na mnoZiné bodii primky s tymiZ
vlastnostmi, jaké md uspordddni < v T Je tedy ireflexivni (VX €p : =(X < X)), asymet-
rickd (WX, Yéep: ~(X <Y ANY < X)), tranzitivni VX,Y, Z€p: X <Y NY < Z =
X < Z) atrichotomickd VX, Yep: X <Y VX =Y VY < X, pFicemZ nastdvd pravé
Jjedna z téchto moZnosti). Ddle miiZe byt napr. husté (VX,Yep 3Zep : X < Z <Y —
nap¥. pro'T = Q) & spojité (na p neexistuji tzv. mezery T = R ).

Uvedené uspordddni bodit na primce se nazyvd prirozené usporadani.

Vyslovné uved me, Ze nad t€lesy, kterd nejsou uspotrddand, relaci ,byt pied” zavést nelze
(napt. T' = C), coz plati i pro pojmy na tomto usporadani zalozené, jako napt. polopiimka ¢i
usecka.

76Tj. je-li < pGvodni relace a <’ relace urend novou orientaci, plati:

VX, Yep: X <Y &Y <X
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Vsimnéme si nyni polopfimky — tj. poloprostoru v A;.
V souladu s definici 1.5.18 je kazda polopfimka na piimce p uréena hrani¢nim bodem (dim N =
1 — 1 = 0) a nenulovym vektorem patficim zaméfeni V (p). Oznac¢ime-li hrani¢ni bod N a
urcujici vektor u, mizeme s ohledem na poznamku 1.5.31 psat:

Nu)={Xep: X—N~u}=
—[Xep: X -N=tut>0}={Xep: X=N+tut>0l},

a je-li p orientovana tak, Ze u je kladny, je X — N ~ u déle ekvivalentni s N < X (srv. s
definici 1.5.32).

Umluva 1.5.37 Polopifimku uréenou bodem LV} a vektorem u, resp. urCenou bodem N a
obsahujici bod M budeme prednostné znacit Nu, resp. N M.

Véta 1.5.38 Pro polopfimku primky p uréenou bodem N a vektorem u plati:
—
Nu={X€p: X =N +tu,t > 0}.

Je-li primka p orientovdna tak, Ze u je kladny vektor, plati ddle:

—
Nu={Xep: N<X}

Véta 1.5.24 zformulovana pro dim A = 1 zni:

Véta 1.5.39 Je-li N libovolny bod pFimky p, u libovolny nenulovy vektor z V (p), pak pro
kazdy bod X € p nastane prdavé jedna z ndsledujicich moznosti:

XeNiVX=NV X € N(—u)

Podobné z véty 1.5.21 (a poznamky 1.5.31) dostdvame:

Véta 1.5.40 Je-li N libovolny bod primky p, u, v libovolné nenulové vektory z V (p), pak
plati: N
Nu=Nv & v=tut>0.

Véta 1.5.38 uvadi (v prvni Casti) parametrické vyjadieni polopfimky. VSimnéme si para-
metrického vyjadfeni polopiimky dale.

Uvazujme piimku p = {C;v}, B € p, u = kv,k # 0 a polopiimku B—1>1 Podle
véty 1.5.38 pro zkoumanou polopiimku plati:

_>
XeBu s X=B+zxuzx>0.
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1.5 Orientace afinniho prostoru. Poloprostory

Bod B € plze psat B = C' + bv a dostdvame tak:
X=B+zu=CHbv+azu=C+ (b+ kx)v

neboli
X=C+tvAt=b+kx. (1.54)

Rozli§ime-li dva pfipady: v ~ u a —(v ~ u), pak uzitim (1.54) obdrzime:
(i) v ~ u, coZzna¢i k > 0. V tom pfipadé¢ je x > 0 ekvivalentni ¢ > b.
(ii) —(v ~ u), coz znaci k < 0. V tom piipadé€ je x > 0 ekvivalentni s ¢ < b.

Plati proto nasledujici véta:

V_é)ta 1.5.41 Bud ddna primkap = {C;v}, bod B € p, B = C + bv. Pak pro polop¥imku
Bu plati:

1. jestlie v ~ u, pak:

—
Bu={X=C+tv: t>b},
2. jestlize —(v ~ u), pak:
—
Bu={X=C+tv: t<b}.

Relace ,byt pied ndm umozni pfirozenym zpusobem zavést dva nasledujici pojmy:

Definice 1.5.42 Bud p orientovand pfimka, A, B jeji libovolné navzdjem rizné body.
Rekneme, e bod X lezi mezi body A a B, jestlize plati:

A<XANX <B nebo B<<XAX <A

Poznamka 1.5.43

e ze zavedeni relace ,byt pred” plyne, Ze kaZdy bod lezici mezi dvéma riznymi body
primky p je rovnéZ bodem primky p.

o 7 véty 1.5.34 vyplyva, Ze relace ,,lezet mezi“ nezdvisi na volbé orientace primky p.

Definice 1.5.44 Bud'te A, B € A dvojice rtiznych bodd. Pak mnoZinu bodi z A leZicich
mezi body A, B nazyvame otevi‘end iisecka s krajnimi body A, B a zna&ime ji AB.

Uzavienou iseckou s krajnimi body A, B rozumime sjednoceni oteviené usecky s
mnozinou {A, B}.”

7TNebude-li fedeno jinak, budeme pojmem #isecka rozumét vzdy dsecku otevienou.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Na usecku Ize pohliZet i jinak — intuitivné ocekdvame platnost dvou vét nasledujicich.

Vét_a> 1.5.45 Budte A, B € A, A # B. Pak iisec¢ka AB je rovna priiniku polopiimek zﬁ
a BA.

Diikaz: Orientujme pifmku prochézejici body A, B (tj. pfimku p = {A; B— A}) tak, Ze B— A
je kladny vektor, coZ neni s ohledem na pozndmku 1.5.43 na 4jmu obecnosti.
Pro polopfimky dle véty 1.5.38 plati:

AB=AB-A={Xep: A<X),

a s ohledem na vétu 1.5.34 (vektor A — B je ve zvolené orientaci zaporny, promyslete si!)
|
BA:B,A—§:{Xep: X < B}.

s
Ztejmé AB NBA={Xe€p: A< X AX < B}, cozje v souladu s definici 1.5.44 tsecka
AB. O

Disledkem praveé dokdzané véty a véty 1.5.41 (polozime-li u = B — A) je nasledujici
tvrzeni.

Véta 1.5.46 Bud p = {C;v} primka, A, B jeji libovolné body, A # B, takové, Ze A =
C+av,B = C + bv. Pak plati:

AB={XepX=C+tv: (a<t<b)V(b<t<a)}

Pomoci pojmu iisecka mizeme podat néasledujici interpretaci pojmu poloprostor (srv.
disledek 1.5.26) korespondujici zfejmé s nasim nazorem.

Véta 1.5.47 Dva body Y, Z ndleZi témuz otevienému poloprostoru s hranic¢ni nadrovinou
N, pravé kdyz oteviend visecka Y Z nemd s nadrovinou N Zddny spole¢ny bod.

Diikaz: Bud'te Y, Z libovolné body z A nelezici v \V.
Polozme W = V(N).
Zvolme bod P € N. Pak existuji y,z € V nelezici ve W (proc?) tak, Ze:

Y=P+y, Z=P+uz (1.55)
ProtoZze y,z ¢ W, existujew € Wace T, c#0:

Yy =W+ cz (1.56)
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1.5 Orientace afinniho prostoru. Poloprostory

Bud X € A. Pak dle véty 1.5.46 plati:
XeYZeX=2+t(Y—-2),0<t<]1,
a s ohledem na (1.55) a (1.56) naleZi tudiz bod X na Y Z, pravé kdyz:
X=P+(tlc—=1)+1Dz+tw, kde0O<t<1l,weW,z¢ W.

Uvéazime-li, 72 w € W,z ¢ W, lze tedy tvrdit, e na Y Z bude existovat bod X leZici
soucasné v N (tj. tvaru P + u,u € W), pravé kdyz

te—1)+1=0,

neboli (¢ # 0):

a jelikoz 0 < t < 1, existuje takovy bod jen tehdy, pokud ¢ < 0. To je vSak dle (1.56)
ekvivalentni tomu, ze
—(y ~ z(modW)),

takZe uvazované body Y, Z by leZely v navzdjem opacnych poloprostorech s hrani¢ni nadrovi-
nou NV (proc¢?). O

Priklad 1.5.48 V prostoru A3 nad Q je ddna rovina p a dvojice bodu B, C' ve zvolené sous-

tave soufadnic takto:
p22$1+$2—$3: 1,
B =16,2,12], C' = [3,—4,3].

Rozhodnéte, zda body B, C'lezi v témZe poloprostoru s hrani¢ni rovinou p.
Reseni:
Podle dusledku 1.5.26 postaci zjistit znaménka, kterych nabyva vyraz

21 + 19 — 3
po dosazeni soutadnic jednotlivych bodu.
ebodB:2:-6+2-12-1=1>0,
ebodC:2-3—-4-3-1=-2<0,

coz znamena, Ze body B, C'lezi v navzajem opacnych poloprostorech s hrani¢ni rovinou p.
K témuz vysledku mizeme dojit i napf. uZzitim véty 1.5.47 — zjistime prinik dsecky BC'

S p.

Usetka BC je (srv. véta 1.5.46) ddna parametrickym vyjadienim

X=B+t(C-B),0<t<1.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

R N —
Protoze BC'C BC', najdeme nejdiive priunik BC' N p:
«—

Pfimka BC= {B; C' — B} je déna parametrickymi rovnicemi

$1:6—3t
$2:2—6t
73 =12 — Ot

pro vySetiovany prinik obdrzime
2(6 —3t)+ (2 —6t) — (12 —-9t) =1,

odkud

_ 1
l=3,

—
coz znali, ze BC Np ={X}, X =[5,0,9]. ProtoZe hodnota parametru piislusejici bodu X
lezi mezi 0 a 1, je X bodem tsecky BC. Priinik BC N p je neprazdny — body B, C' nalezi
opac¢nym poloprostoriim s hrani¢ni rovinou p.

1.6 Stred dvojice bodu. Délici pomér trojice bodu

Uvahy této podkapitoly budeme provadét pro piipad, kdy charakteristika t&lesa 7" neni rovna
2‘78
Nasledujici definice ziejmé odpovida nasi intuitivni pfedstavé pojmu sti‘ed dvojice bodu.

Definice 1.6.1 Bud'te B, C' € A. Pak stifedem dvojice bodii B, C rozumime bod
B+ i(C - B),

ktery budeme znacit (B, C').

BT 2% 14#0.

86




1.6 Stied dvojice bodl. Délici pomér trojice bodu

Véta 1.6.2 Pro libovolné body B, C € A plati:
1. (B,C) = (C,B);
2. (B,C)=B & B=C;
<
3. je-li B # C, pak (B, C) ndlezi pFimce BC;
4. je-li B # C atéleso T je usporddané, pak (B, C) ndleZi visecce BC;

5. je-li B libovolnd afinni bdze prostoru A, B = [by,--- ,b,]Jga C = [c1,- -+, culp, pak
i-td soufadnice bodu (B,C'), 1 <1i < n, je rovna

Diikaz:
Ad 1: V souladu s definici 1.6.1 mizeme psat:
(B,C)=B+i(C-B), (C,B)=C+i(B-C),
tudiz

(B,C)—(C,B)=(B—C)+3(C—-B)—3(B-C) =
=(B-C)+iC-B)+iC—-B)=(B-C)+(C—-B)=o,

coz znamena, ze (B,C) = (C, B).
Ad 2:

(B,C)=B&B=B+.XC-B)&o=4{C-B)©o=C-B&B=C

Ad 3: Platnost tvrzeni je evidentni.
Ad 4: Tvrzeni plyne z véty 1.5.46.

Ad 5: Dle definice 1.6.1 je (B,C) = B + 3(C' — B). Jak jsme ukdzali v podkapitole 1.2,
je i-ta soufadnice bodu (B, C') rovna souctu i-té soufadnice bodu B a i-té soufadnice
vektoru $(C' — B), tj. soudtu b; + 5(¢; — b;), odkud jiz vyplyva dokazované.

g

S dalsim zpasobem vyjadfeni stfedu dvojice bodu (jakoZto linedrni kombinace bodu) se
setkdme v podkapitole 1.7.
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Prozkoumejme, zda v ndmi budované axiomatické teorii urcuji dvé ekvipolentni dvojice
bodu tyZ vektor (viz zavedeni fyzikalniho prostoru — podkapitola 1.1.1):

Zvolme libovolnou ¢tvetici bodu U, V, X, Y € A a zjistéme, kdy bude stfed dvojice boda
U, Y roven stiedu dvojice V, X. Plati tedy:

(UY)=U+iY -U)A(V.X)=V+LX-V).

Pro rozdil (V, X) — (U, Y) obdrzime:

(V. X)=(U,Y)=(V+3(X=V)) = (U+3(Y -U)) =
=(V=U)+3(X =V) 430 =Y) = (V-U)+3(X = V) + (U -Y)) =
=(V=U)+3((U=V)+ (X =Y)) =32V -U) = (V= U) + (X =Y)) =

:%((V_U +(X_Y))7
a proto

V. X)—(U)Y)=0 (V-U)+(X-Y)=0&V-U=Y - X,
coz vyjadfuje nésledujici véta:
Véta 1.6.3 Pro libovolné body U, V, XY € A plati:

V-U=Y-X & (V.X)=(U)Y).

Nyni zavedeme druhy z pojmt v nadpisu této podkapitoly:

Definice 1.6.4 Budte C, D, X kolinedrni body, C' # D a X # D. Pak se skalar k € T
takovy, 7e
(X = C) = k(X - D),

nazyva délici pomér (usporddané) trojice bodii C, D, X aznalise k = (C, D, X).

Poznamka 1.6.5 Ruznost bodt C', D pozadujeme proto, Ze v opacném piipade by pro kaZdy
bod X € A, X # C, bylo k = 1. Naopak, v piipadé C' # D neni patrné k = 1 pro zadny
bod X € A.

Pozadavek X # D je dan tim, ze v pfipadé X = D by (za ptedpokladu C' # D) skalar k
neexistoval.

Je pfirozenou otazkou, zda pro kazdou trojici bodt C', D, X spliujici predpoklady definice 1.6.4
je délici pomér definovan a déle, zda pii pevné zvolené dvojici C, D existuje ke kazdému
skalaru k, k # 1, bod X tak, 7ze k = (C, D, X).
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1.6 Stied dvojice bodl. Délici pomér trojice bodu

<
Jsou-li C'; D € Alibovolné navzajem rtizné body, pak ke kazdému bodu X € C'D existuje
jediné t € T tak, ze”’

X =C+1t(D-0). (1.57)

Dile plati:
k=(C,D,X)= (X-C)=kX-D). (1.58)

Odpovéd na uvedené otazky nalezneme vyjadfenim zdvislosti mezi k a t. Z (1.57) plyne:
X-C=tD-C)=t(D-X)+(X-0)=t(D—-X)+t(X-0),
odkud
(t—1)(X - C) = t(X - D),

a jelikoz t # 1 (nebot X # D), dostdvame
coz s ohledem na (1.58) znamena:

k=5 mneboli t= (1.59)

t—1 -1

—
Pravé nalezeny vzajemné jednoznacny vztah mezi hodnotou parametru ¢ bodu X € C'D a
déliciho poméru k£ = (C, D, X) za podminky ¢ # 1,k # 1 nds opraviiuje k vysloveni
nésledujiciho tvrzeni.

Véta 1.6.6 Bud'te C, D, X € A, C # D libovolné body. Pak plati:
<
1.VXeCD,X#D,3keT: k=(C,D,X);

2. VkeT k+1,3XeCD: k= (C,D,X).

Poznamka 1.6.7 V piipadé, kdy je T usporadané t€leso, rozpada se piimka ED na polopiimku
C, C—ﬁ, tse¢ku C'D, polopiimku D, D—C a jednobodové mnoziny {C'}, {D}. Z (1.59)
snadno vyvodime, Ze pro bod X probihajici pfimku (<7_l>) nabyva délici pomér k = (C, D, X)
hodnot znazornénych nasledujicim obrazkem 1.6.1:

Viz vétu 1.3.14.
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Cl| (CD) |D

0<k<1 k=0 k<0 X k>1 p

Obr. 1.6.1

1.7 Linearni kombinace bodu

1.7.1 Zakladni vlastnosti linearni kombinace bodu

Pojem linedrni kombinace vektori je Ctenéfi jiz zndm. Je-li napf. vektor x roven 2u + 3v,
maji soufadnice vektori u = (uy,- - ,Up)B,, vV = (V1,"+* ,Un)B, aX = (1, ,Zn)B, V
libovolné bazi B, prostoru V nasledujici vlastnost:

(:L‘l?'” 7In) :2(U17"’ uun)+3(vla"' 7Un>‘

Obracené vsak také plati, Ze vytvotime-li libovolnou linedrni kombinaci aritmetickych vek-
toru souradnic vektori u, v v dané bazi, ziskdme tak soufadnice vektoru (v téZe bazi), ktery
bude linearni kombinaci vektord u, v s tymiz Koeficienty.

Je mozné najit analogii tohoto postupu pro body z .A4? Na rozdil od vektort vSak soucet
bodl ani ndsobeni bodu skalarem definovdno nemame. Z predeslé podkapitoly (podkapi-
tola 1.6) zndme jeden mozny priklad:

Jsou-i X = [z1, - ,z,lgaY = [y1, -, yn]s body z A, pak soufadnicemi uq, - - - , Uy,
pro néz plati

(ur, -, up) = %(xla c L Tn) + %(ylv L Yn)
je skute¢né nezdvisle na volbé bdaze BB uréen bod U = [uq, - - - ,u,]p, ktery je stfedem dvojice
X,Y ajsme jej ,oprdvnéni psat ve tvaru:*°

U=1iX+1Y.

)

80Jisté jste se s timto zapisem na stfedni §kole setkali.
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Podobné souradnicemi wuq, - - - , u,, S vlastnosti

(ula"' ,Un) = (yb"' ,yn)—(I1,~'- ,.In)

je nezdvisle na volbé bdze dan vektor u = (uy,--- , uy,)p,, ktery je rozdilem bodi Y — X,
ktery bychom mohli ,opravnéné* psit ve tvaru

u=1Y + (-1)X.

Obecné vsak tento postup selhava — zvolime-li nékteré dva rtizné body X,Y € A a ,definu-
jeme-li* analogicky relaci napr.

(uh'" ,Un>:(y1,"' ,yn)+(x1,-~- 7$n)7

bod U o soufadnicich uq, - - - ,u,, ktery bychom radi zapsali symbolem U = X + Y, je
patrno, Ze zatimco napft. v bazi B, v niz je X pocéatkem, bude (u1, -+ ,un) = (Y1, , Yn),
takze vysledkem nasi ,Jinearni kombinace™ je U = Y, bude v bazi C s pocatkem Y vysledkem
této kombinace U = X. To vSak vzhledem k pfedpokladu X # Y znamena, Ze uvedenou
relaci neni korektné definovan zadny bod z A (ale ani vektor z V), a tudiz zapis U = X + Y
postrada smyslu.

V nasledujicim textu proto ukaZeme, jak lze pojem linedrni kombinace bodii korektné
zavést.’!

Necht jsou dany body By, B, -+ , By € Aaskaldry ¢y, co, -+ ,c, € T.
(i) Zvolme bod R € a zkonstruujme bod Uy, takto:
Ur=R+c¢(Bi—R)+c(Bys— R)+ -+ cx(By — R) (1.60)

a hledejme podminky, za nichz by bod Upr nezdvisel na volbé bodu R, coZ nastane,
prave kdyz pro libovolny bod () # R bude platit

Ur = Ug,
neboli s ohledem na (1.60):

R+ei(Bi—R)+-+a(Br—R)=Q+c(B1— Q)+ +a(Br — Q),

81Inspiraci k tomu miZe slouZit tato Gvaha:
Je-li U stied dvojice bodd X, Y, je dle definice 1.6.1 definovan jako bod X + %(Y — X)) alze jej tedy pro
libovolny R € A psit:

U=R+(X-R)+iY-R+iR-X)=R+3IX-R+iY-R).
Podobné Ize pro libovolny R € A vektor u = Y — X psit ve tvaru:

u=(Y -—R)— (X —R).
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coz muzeme ddle prepsat:

01((31—3)—(31—Q))+C2((B2—R)—éng—RQ))+' e ((Be—R)—(Br—Q)) =

az kone¢né dale
(cr+eca+--+ca—1)(Q—R)=o,
coz je vzhledem k predpokladu () # R ekvivalentni s

cl—|—02+---—|—ck:1.

Zvolme bod Uy € A a dale zkonstruujeme vektor ug takto:
ugp =c1(B1 — R)+c(Bs — R)+ -+ + cx(By — R). (1.61)
Vektor uyp bude nezavisly na volbé bodu R, pravé kdyz bude pro libovolny @) # R
bude platit
ur = uq,
¢ili (viz (1.61)):
c1(Bi—R)+cy(Be—R)+- - +cp(By—R) = c1(B1—Q)+c2(Be— Q)+ - -+ (Br—Q),
coZ lze upravit na tvar:
a((Bi—R)=(B1=Q))+e((Ba=R) = (Ba= Q)+ - -+cr((Br—R) = (Br—Q)) = 0
neboli
(cr+e+--+a)(@—R)=o,
coz je s ohledem na () # R ekvivalentni s
01+CQ+"'+Ck:0.
Nyni je pfirozenou otdzkou, jak vyjadfit soutfadnice bodu Ug, resp. vektoru ug, pomoci
bodu By, By, -+, B € Aaskalarti ¢y, ¢, ,¢c € T
Zvolme v A,, bazi B anechi B; = [b;1, bia, -+ , bin]g, 1 <4 < k. Vzhledem k tomu, Ze
bod Ug, resp. vektor ug, v ptipadé, kdy c¢; +co+- - -4 = 1, resp. c;+co+- - -4c = 0,
nezavisi na volbé bodu R, zvolme R za pocatek baze B—tj. R = [0,--- ,0]z.

Vysetieme soutadnice bodu Up = [uy, ug, - - - , ¢,]5 definovaného dle (1.60)

Ur=R+ (ci(Bi— R)+c(By— R)+ -+ c(Br — R)).

S ohledem na vétu 1.2.8 plati:

Pro libovolné 4,1 < i < n je u; zfejmé rovno i-té soufadnici podtrzeného vektoru®
a protoZe i-t4 souradnice vektoru B; — R pro j = 1,---,k rovna bj; (proc?), je i-ta
soufadnice podtrZzeného vektoru — tedy téZ u; — zfejmé rovna vyrazu

Clbli + CQbQZ‘ —+ 4 Ckbki- (162)

82Tj. souctu i-té soufadnice bodu R a i-té soufadnice podtrzeného vektoru.
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(iv) Pro soufadnice vektoru ug = (uq, ug, -+ , u,)g, definovaného relaci (1.61), tj.
up = Cl(Bl — R) +02(B2 — R) + - +Ck(Bk — R)

obdrzime analogicky vySe uvedené uvaze pro ,podtrzeny vektor, Ze soufadnice u;,
1 <4 < njerovnéZ dana vztahem (1.62)

S ohledem na odstavce (i), (ii) je ndsledujici definice korektni, pfi¢emZ symbolické ozna-
¢eni linedrni kombinace je zfejmé motivovano relaci (1.62) odvozenou v odstavcich (iii), (iv),
coz vzapéti vyslovime jako vétul.7.3.

Definice 1.7.1 Bud'te By, By, - -- , By, Rbody z A a skaldry ¢, ¢y, -+ , ¢, € T. Je-lic; +
co+ -+ =1,resp.cy +co+ -+ ¢ = 0, nazyvame bod

U:R+01(Bl—R)—i—Cg(Bg—R)+"'+Ck(Bk—R),

resp. vektor
u = Cl(Bl — R) +C2(BQ — R) + - +Ck(Bk — R),

linedrni kombinaci bodit By, Bs, - - - , By s koeficienty cy,cs, -+ , ¢ a znaCime jej sym-
bolem
ClBl + CQBQ + -+ CkBk.83

Poznamka 1.7.2

e Linedrni kombinace c; By + ¢ By + - -+ + ¢, By, md smysl tehdy a jen tehdy, je-1i bud
c1+co+- - -+cp = 1 —vtom piipadé je jejim vysledkem bod, nebo c;+co+- - -+c, =0
— v tom pfipadé je rovna vektoru. V piipadech ¢; +co+ - - - + ¢, ¢ {0, 1} nema symbol
c1By + coBy + - - - + ¢ By, Zadny smysl (viz tvodni dvaha!)®*

e UZijeme-li v nasledujicim textu symbol ¢1 By + ¢ By + - - - + ¢ By, budeme vzdy im-
plicitné predpokladat, Ze je definovan, tj. souCet koeficienti nabyva piipustné hodnoty.

e Piimo z definice linearni kombinace plyne jeji nezdvislost na potradi bodl — pro kazdou
permutaci 7 mnoZziny {1,--- , k} plati:

1By + ceBo + - + By = cr)Br1) + Cr2)Br2) +  + Cri) Bry-

k
83Pfirozeng budeme uzivat i oznaceni Y ¢; B;.
i=1

84
e nemaji smysl napt. zapisy B + C, %B — C apod.

e stfed S dvojice bodli X, Y je roven 3 X + 1Y,
e vektor u =Y — X lze chépat jako linedrni kombinaci 1Y — 1.X,

e pro kazdy X € Aplati: 0X = o, 1X = X.
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e Piimo z definice linedrni kombinace ddle plyne, Ze namisto ,+(—c;)B;* lze bez obav
z nedorozumeéni psat ,,—c; B;“.

Véta 1.7.3 Bud' B libovolnd bdze afinniho prostoru A. Je-li bod U = [uy,ug, - ,uy]s,
resp. vektor u = [uq, ug, -+ - , Uy|p, , linedrni kombinaci ¢y By + co By + - - - 4 ¢ By, pFicem?
B; = [bi, bia, - -+, binls, pak pro vSechna i, i = 1,... n, plati:

k
U; = E Cjbji'
j=1

Naskyta se nyni otdzka, zda lze n&jakym zptisobem upravovat vyrazy typu c(bB + eFE),
¢1 v rovnostech dvou linedrnich kombinaci pfevadét z jedné strany na druhou a podobné.
Odpovéd ptindseji véty ndsledujici.

Véta 1.7.4 Budte UV, X,Y € A, a,b,c,d,e, f € T. Je-li spinén néktery z ndsledujicich
predpokladii

I.a+b=1c+d=1e+ f=1,
22a+b=1,c+d=1e+ f=0,
3.a+b=0,c+d=0,

pak plati:

e(aX +bY) + f(cU +dV) = (ea) X + (eb)Y + (fe)U + (fd)V.

Diikaz: Musime nejdiive ovérit, zda vSechny linedrni kombinace v dokazované relaci jsou
definovany a zda jsou na obou strandch objekty téhoZ druhu:

Ad 1: V tomto pfipadé€ je a X + bY icU + dV bodem a jelikoz e + f = 1, je vysledkem levé
strany bod. Vzhledem k tomu, Ze ea +eb+ fc+ fd = 1, pfedstavuje levd strana rovnéZz
bod.

Ad2: Zdeje aX +bY icU + dV bodem a nebot e+ f = 0, je vysledkem levé strany vektor.
V tomto piipadé je déle ea 4+ eb + fc + fd = 0, tudiZ i prava strana je vektorem.

Ad 3: Linedrni kombinace a X +0Y i cU+dV jsou vektory, a tedy bez ohledu na hodnotu e, f
je leva strana vektorem (proc?).Soucet koeficientil na pravé strané je nulovy, a proto i
ona je vektorem.
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Ve vSech pripadech jsou tedy na obou strandch objekty téhoZz druhu a ma smysl uvazovat o
jejich rovnosti. Postacujici podminkou pro tuto rovnost je rovnost jejich soufadnic v nékteré
(a pak tedy ve vSech) bazi. Rovnost soufadnic objektd je vSak v nasem piipadé trividlnim
disledkem véty 1.7.3 (zdivodnéte). t

Poznamka 1.7.5 Induktivné l1ze ziejmé platnost predeslé véty rozsitit na linearni kombinace
libovolného konec¢ného poctu bodi.

Véta 1.7.6 Bud'te By, Bs,- - ,Bry € Aacy,co, -+ , ¢, € T takové, Ze

1B+ cBy+ -+ By = u.
Pak:

1. prokaZdé m, 1 <m < k, pronéZcy +co+ -+ ¢, =0, plati:

ClBl + -+ CmBm =u-— (Cm+le+l + -+ CkBk).

2. prokazdé m, 1 < m < k,pronéZcy+co+ -+ ¢, =d#0, plati:

B+ 5By = (<) B 4o+ (SH)B) +

Diikaz: Stejné jako ve vété predeslé musime nejdiive ovéfit, zda jsou vSechny linearni kom-
binace v dokazované relaci definovdny a zda na obou stranach rovnosti jsou objekty t€hoz
druhu:

Protoze c1 By 4+ 3By + - - - + ¢ By = u, platicy +co + - - + ¢ = 0.

Ad 1: Vzhledem k predpokladu je na levé strané vektor. Protoze ¢; + co + - -+ + ¢, = 0, je
Cma1 + -+ + ¢ = 0. Na pravé strané je tudiz rozdil dvou vektorti, coz je opét vektor.

Ad?2: Vzhledem k piedpokladu je & + --- + < = 1, tedy leva strana rovnosti je bodem.
Protoze ¢y +co+- - -4c, = 0, je ¢ppy1+- - - +cp = —d, atudiz (—C"?T“) +-- ~—|—(—%“) =

1, a proto je na pravé stran¢ rovnosti soucet bodu a vektoru, coZz je opét bod.

Rovnost objektti na levé a pravé stran€ je v obou piipadech opét trivialnim dusledkem véty 1.7.3
aovSem i véty 1.2.8 (promyslete si). U
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Véta 1.7.7 Bud'te By, B, --- ,B, € Aacy,cy, - ,c, € T takové, Ze
ClBl +CQBQ+ +CkBk =U.
Pak:
1. prokaZdé m, 1 <m < k, pronéZcy +co+ -+ ¢, =0, plati:

abBi+ 4By =U — (i1 Bmyr + -+ + e By).

2. prokazdé m, 1 < m < k,pronéZcy+co+ -+ c, =d#0, plati:

%Bl +eoet CTmBm = ((_CW?TH)Bm-H + -+ (—%“)Bk) + éU

Diuikaz: je zcela analogicky dikazu véty 1.7.6. U

Poznamka 1.7.8 Pravé uvedené véty ukazaly, ze v piipadé (a jen tehdy), kdy jsou vsechny
vyskytujici se linearni kombinace definovény, 1ze s nimi pracovat analogicky algebraickym

vyrazam.

e napf. 3X — 2Y 4 2U — 2V Ize psit jako (3X — 2Y) + 2(U — V), ale ne jako 3(6X —
4Y )+ 2(U — V) nebo (3X +2U) —2(Y + V),

e je-liu=2U —2V 43X —Y — 27, 1ze psat napt: u — (2U —2V) =3X - Y — 27,
nikoli vSak u — 2X = -2V +3X - Y — 27,

e je-liU = X —Y + Z,1ze psétnapi. X + 37 = 1Y + 1U, aviak nelze psat X + Z =
Y +U.

1.7.2 Geometrické souradnice bodu a vektoru

Analogicky vektoriim definujeme nasledujici pojem:

Definice 1.7.9 Body By, Bs, - - - , By, € A se nazyvaji linedrné nezdvislé, jestlize z ¢; B +
coBy+ -+ By = o vyplyvdcy = co = - -+ = ¢ = 0. V opaCném piipadé€ se nazyvaji

linedrné zdvislé.®

Priklad 1.7.10 Rozhodnéte o linearni zavislosti nasledujicich bodl z A3 nad R danych v
jisté afinni bazi souradnicemi takto:

By =[1,1,1], By =[1,2,2], Bs =[2,3,3].

85Uziva se téz pojem geometricky (ne)zdvislé.
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Reseni:

Linearni kombinace ¢, By + coBs + c3B3 je rovna nulovému vektoru, praveé kdyz je jejim
vysledkem vektor a tento vektor méd nulové soufadnice, tj. plati-li (viz poznamka 1.7.2 a
véta 1.7.3):

(i) ¢1(1,1,1) 4+ ¢2(1,2,2) 4+ ¢3(2,3,3) = (0,0,0)
(i) ci1+co4+c3=0
Relace (i) pfedstavuje soustavu linedrnich homogennich rovnic, jejiz parametrické feSeni zni:
ci=—tANcg=—tNcg=1,1eR.

Z této mnoziny vSak podmince (ii) vyhovuje toliko feSeni odpovidajici t = 0, takZe c¢; By +
coBy + c3B3 = o jen v piipadé€ ¢; = c; = c3 = 0, coZ znamend, Ze zkoumané body jsou
linedrn& nezdvislé.®

Véta 1.7.11 Body B1, By, - - - , By, € A jsou linedrné nezdvislé, prdavé kdy? jsou linedrné
nezavislé vektory Bo — By, B3 — By,--- , B, — Bjy.

Diikaz: Uzitim definice 1.7.1 pfi volbé R = B; dostavame:

ClBl+C2BQ—|—"‘+CkBk:0<:>
<:>0201<Bl—Bl)+CQ<BQ—Bl)+"'+ck<Bk—Bl) =
=cy(By — By) + -+ + (B — By).

Odtud je patrno, Ze vektory By — By, By — By --- , By — By jsou linearné nezavislé, pravé
kdyz co = - -+ = ¢ = 0. Uvazime-li, Ze c¢; By + co By + - - - + ¢ By, je vektorem, pravé kdyz
c1 = —(ca+ -+ + cx), zjistujeme, Ze zkoumand linedrni kombinace bodd je rovna nulovému
vektoru jen tehdy, je-lici = co =+ = ¢, = 0. |

Poznamka 1.7.12 Vzhledem k poznamce 1.7.2 je oCislovani bodi véci jen formdlni, a proto
1ze ve vété 1.7.11 uvaZzovat napt. vektory

BI_B27B3_B2“' 7Bk_BQ-

Dusledek 1.7.13 KaZdd n-+2-tice bodii n-rozmérného afinniho prostoru je linedrné zdvisld.

86pPovsimnéme si viak skuteCnosti, Ze aritmetické vektory soufadnic téchto bodii jsou linedrné zavislé.
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Naskyta se otdzka, kolik linedrné nezdvislych bodi jednoznacné urcuje afinni podprostor
dané dimenze a ddle, jakou mnozinu vypliuji body (vektory), které jsou linedrnimi kombi-
nacemi jistych bodu

Tuto otazku fesi véta nasledujici, kterd ddle ukazuje vyznam koeficientd této linedrni
kombinace — tyto, volné feceno, popisuji polohu vysledného bodu vici bodim tvoficim
danou linedrni kombinaci, m.j. coZ umozZiuje vypocitat soufadnice vysledného bodu po-
moci soufadnic bodu tvoricich tuto linearni kombinaci (s ohledem na vétu 1.7.3), a to zcela
nezdvisle na konkrétni volb& baze.*’

Véta 1.7.14 Body By, By, - - , Bi € A jsou linedrné nezdvislé, pravé kdyz existuje jediny
k-rozmérny podprostor M, ktery je obsahuje. V tomto pFipadé pro kazdy X € A a kazZdy
x € V plati:

l. XeM<E& dag, oy, 2, €T
X:fL‘QBo+$1BQ—|—"'—|—CEkBk.

Pritom skaldry xq,xq,--- ,xp jsou bodem X a body By, By,--- , By urceny jed-
noznacné.

2. x€eV(M) < Jxg, a1, ,a, €T
X:l’oBo+IlBg+"'+$kBk.

Pritom skaldry xg,x1,--- ,x) jsou vektorem x a body By, By, - -- , By, urceny jed-
noznacné.

Definice 1.7.15 Body By, By, - - - , By z véty 1.7.14 se nazyvaji geometrickd bdze afinniho

podprostoru M.
Skalary o, xy, - - -,z z véty 1.7.14 se nazyvaji geometrické souradnice bodu X, resp.
vektoru x, vzhledem ke geometrické bdzi (By, By, - - , By,).®®

Diikaz véty 1.7.14:
Polozme W = [(B; — By), (Ba — By), -+, (Bx — Bo)]. S ohledem na vétu 1.7.11 jsou body

By, By, - - -, B linedrné nezdavislé, pravé kdyz dim W = k.
Zkonstruujeme-li afinni podprostor M = {B; W}, zfejmé By, By, -+ , By € M. Je-
li M’ néktery k-rozmérny afinni podprostor obsahujici body By, By, - - , By, pak zfejmé

B; — By € V(M'), j = 1,--- ,k, nasledkem ¢ehoz W C V(M/’). Rovnost zaméfeni

87Tato skute¢nost se v praxi uplatiiuje napf. pii navigaci.
88Namisto geometrické souradnice se uziva téz pojmu barycentrické souradnice.
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W a V(M’) (a ndsledné rovnost M = M) je tedy ekvivalentni rovnosti dimenzi, tudiz
pozadavku dim W = k.

Jediny podprostor poZzadovanych vlastnosti existuje tudiz, pravé kdyZ jsou dané body
linedrné nezavislé.

Nyni se zabyvejme otdzkou incidence bodu a podprostoru M zkonstruovaného vyse. Pro
X € A mizeme psat:

XEM@X—B()EWQXIBo+$1(Bl—Bo)+"'+$k<Bk—Bo)<:>89
<:>X:Bo+$0<Bg—Bo)+$1(Bl—Bo)—|—"'+$k(Bk—B0)/\$0:1—(I1+"'

b

kde (a) znaci uziti definice podprostoru W a (b) uZiti definice 1.7.1. Jednozna¢nost existence

koeficientl xq,- -,z je ziejma (proc?) a x je dan relaci xg + 1 + --- + xp = 1, tj.
xo=1— (21 + -+ xp).
Incidence vektoru a zaméfeni podprostoru M by se ukdzala analogicky. U

Priklad 1.7.16 Vyjadfete tézisté trojihelnika jako linearni kombinaci jeho vrcholi (pojem
trojithelnik chapejme zatim jako trojici nekolinedrnich bodit).
Reseni:
Uvazujme trojici A, B, C nekolinedrnich bodid v .A. V roviné jimi uréené zvolme nyni bazi 5
napf. takto:
B=(A;B—AC—-A).
V této bazi plati:
A=1[0,0], B=[1,0], C =]0,1].
TE&zisté je priseCikem téZnic, tj. spojnic vrcholu se stiedem protéjsi strany.
—
Stfed S strany AB ma soufadnice [3, 0], stfed S, strany AC' soufadnice [0, 3]. Pfimky C'S;
—
a BS, lze psat:
< A
CSy:x = %t BSyz1=1—r
1

To=1— 1 Ty = 3T

Snadno zjistime, Ze pro jejich prusecik, tj. t€zisté T" plati:
T =LY

Nyni hleddme a, b, c € R:
T =aA+bB+ cC.

Musi tedy platit:

$9Uvedomte si, 7e bod X, X = By + z1(By — By) + - - xx(By, — By), nelze pst jako linedrni kombinaci
X =x1By + -2 By, nebof x1,- -,z jsou libovolné a tudiZ jejich soutet neni obecné roven jedné.

Volba zp = 1 — (z1 + - - - + x) neni nikterak na djmu obecnosti — je nutnou podminkou zadéni bodu jako
linearni kombinace.
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(i) a(0,0) +b(1,0) +¢(0,1) = (3, 3)
() a+b+c=1

relace (i) predstavuje soustavu linedrnich rovnic, jejiZ parametrické feseni zni:

b= %, c= % Pro t€zisté T tudiz plati:

z nichz podmince (i1) vyhovuje feSeni jediné: a = %

1 1 1
T—§A+§B+§C.

Dodejme, Ze s ohledem na vétu 1.7.3 to znamena:
Jestlize v libovolné bdzi afinniho prostoru A libovolné dimenze n jsou souradnice vrcholl

Vv oev

T= [tlat27”' 7tn]:

Poznamka 1.7.17 Jsou-li dany body B, Bs, - -+ , By, € A, nazyva se bod T,

T:%Bl—i_%BQ—i_"'—i_%Bk;

Vv

t&zisté mnoziny bodii By, By, - - -, B},.”"

Priklad 1.7.18 Bud M podprostor urlen trojici linedrné nezévislych boda B, C, D € A nad
Q, které jsou ve zvolené soustavé souradnic dany:

B=1[1,2,3,C=[23,3,D=[3,2,3]

Dile jsou dany body X = [—2,1,3],Y = [3, 5, 6]. Rozhodnéte o jejich incidenci s prostorem
M.

Reseni:

Nejprve bychom ovéfili linedrni nezavislost uvedenych bodi (proved te). Proto je podprostor
M rovinou.

V souladu s vétou 1.7.14 plati, Ze bod X, resp. Y, ndlezi M pravé kdyz jej Ize psat ve tvaru

X =bB+cC+dD,
coz je ekvivalentni
() 6(1,2,3) +¢(2,3,3) +d(3,2,3) = (-2,1,3)

(i) b+c+d=1

POV ptipadé, kdy bychom By, By, --- , By, povazovali za soustavu hmotnych bodi téze hmotnosti, da se

Vv
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v

Relace (i) pfedstavuje soustavu linearnich rovnic, jejiz feSeni zni:
b=3ANc=-1 ANd= -1,
které vyhovuje relaci (i1), a tudiz
X=3B-C-D,

takze bod X ndlezi podprostoru M.
Pro bod Y analogicky dospéjeme k podminkdm

i) b(1,2,3) +¢(2,3,3) +d(3,2,3) = (3,5,6)
i) b+c+d=1.
Podmince (i”) odpovida jedina trojice:

b=1ANc=1ANd=0,

ktera nevyhovuje relaci (ii’), tudiZ Y nelze psat jako linearni kombinaci bodu B,C, D a

nendleZi proto podprostoru M.

1.7.3 Simplex

s vz

Umluva 1.7.19 Ve zbyvajici Casti této podkapitoly uvazujeme usporddané téleso skalara.

Ve vété 1.7.14 jsme ukazali, Ze mnozina bodd, které jsou linearnimi kombinacemi jistych

(linearné nezavislych) bodi, vypliluje afinni podprostor. V§imnéme si nyni piipadu, kdy neb-

udeme uvazovat vsechny linearni kombinace dané mnoziny bodd, ale pouze ty, jejichz koefi-

cienty jsou kladné (nezdporné).

oznacovana K(By, By, - , By) definovana vztahem

nazyva otevreny k-rozmérny simplex o vrcholech By, By, - - - , B.

Definice 1.7.20 Budte By, By, - , B, linearn& nezavislé body v A,,. Pak se mnoZina

K(Bo,Bl,"' ,Bk>I{X6An3 X:$OBo+$1Bl+"'+$kBkAxi>0, Oglgk}

Nahradime-li v definici 1.7.20 ostré nerovnosti neostrymi, budeme hovoftit o uzavireném

simplexu, ktery budeme znagit C.°!

91Vynechdme-li pozadavek linedrni nezavislosti bodd, dostdvame tzv. konvexni obal mnoZiny bodii, jehoz

je simplex zvlaStnim piipadem. Konvexnim obalem mnoZiny bodti rozumime nejmensi konvexni mnoZinu ob-

sahujici dané body (mnoZina se nazyva konvexni, pokud s libovolnou dvojici svych bodt obsahuje i usecku jimi

urCenou). Dilezité je, Ze kazdy konvexni obal 1ze chapat jako sjednoceni simplext.

Teorie konvexnich mnoZin vSak neni pfedmétem tohoto textu, proto se touto otdzkou nadale zabyvat nebudeme.

Ctenaf jinalezne napt. v [14] ¢i [3].
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Umluva 1.7.21 UZijeme-li pojem simplex v A,, bez udani rozméru, rozumime jim n-roz-
mérny simplex.

Poznamka 1.7.22 Simplex je obsazen v afinnim podprostoru uréeném jeho vrcholy.

Nyni budeme hledat geometrickou interpretaci pojmu simplex, vyuZijeme k tomu pojmu
poloprostoru. Popisme tedy nejdiive poloprostor pomoci linearni kombinace bodti.

Uvazujme v A, linearné nezavislé body By, By, - - - , B,. Pak dle véty 1.7.14 urcuji By,
By, - -+, B,_1 nadrovinu V. Hledejme nyni vyjadieni poloprostoru s hrani¢ni nadrovinou N/
obsahujiciho bod B,,.

Zvolme v A,, bazi B = (By; By — By, -+ , B,_1 — By, B, — By). Pak je nadrovina N/
ddna déna v bazi B obecnou rovnici z,, = 0 (pro¢?) a pro poloprostor N (B,,) proto plati (viz
disledek 1.5.26)

N(B,) ={XeA, X =[x, x5 : x, >0} (1.63)

Kazdy bod X € A, 1ze ovSem (dle véty 1.7.14) rovnéZ (jedinym zplisobem) psat ve tvaru
linearni kombinace bodl By, By, - - - , B,. Jaka je souvislost mezi jeho geometrickymi sou-
fadnicemi vzhledem k této n + 1-tici bodi a jeho afinnimi soufadnicemi v bazi 3?
Plati:

X =[x, ,apse= X =By +x1(B1 — Bo) + - + xn(Bn — By).

Analogicky jako v dikazu véty 1.7.14 lze bod X déle ekvivalentné psat:
X:.%'()Bo—Fx‘lBl—F"'—l—l'an, kdel’(): 1—(1’1++$n)

Skalary x1, 29, -+, x, jsou tedy soucasné afinnimi soufadnicemi i souradnicemi geomet-
rickymi a v souladu s (1.63) jsou tudiZ body poloprostoru N(B,,) pravé tyto linedrni kombi-
nace:

X=xyBy+2:B1+---+x,B,, kde z,>0.

Odvozené poznatky formulujeme vétou (promyslete si jeji druhou Cast):

Véta 1.7.23 Bud'te By, B, - , B,,_1, B,, linedrné nezdvislé body z A,. Pak poloprostor
s hrani¢ni nadrovinou urcenou body By, By, - - - , B,,_1, ktery obsahuje bod B,, je roven

{XeA,, X=x¢By+x1B1+ -+ x,_1Bn_1 + x,By;x, > 0}.
Uzavreny poloprostor s touZe hranic¢ni nadrovinou obsahujici B,, je roven

{X € An, X = LC()BO + :1:131 +---+ l’nlenfl + l’an, Tn Z 0}

Nyni jiz snadno nalezneme interpretaci pojmu simplex. Dle definice 1.7.20 nalezi bod X
simplexu K(By, By, - , B,) C A, pravé kdyz

X=xoBgt+x1Bi1+ - 4+zx, B, Nxg>0ANx1 >0A---Ax, > 0.
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1.7 Line4arni kombinace bodu

Pro uzavieny simplex K nahradime ostré nerovnosti neostrymi.
S ohledem na vétu 1.7.23 tedy plati (proc¢?):

Véta 1.7.24 Bud'te By, By, -+ , B, linedrné nezdvislé body z A,. Oznacme symbolem
Ny, 0 < j < n, nadrovinu urcéenou body { By, By, - - -, B, } \ {B;}. Pak plati:

K(Both‘“ 7BTL) = ﬂ '/\[(J)(B]>’

0<j<n

IC(307B17"' 7Bn) = ﬂ '/v(j)(Bj>'

0<j<n

Prozkoumejme, resp. pojmenujme, simplexy v afinnich prostorech dimenze 1,2 a 3.
Uvazime-li nyni v&tu 1.5.45, vyplyvd z véty 1.7.24 bezprostiedné:”

Véta 1.7.25 (Uzavreny) simplex na primce je (uzaviend) visecka.

Linearni nezavislost trojice bodil je ekvivalentni tomu, Ze nejsou Kkolinedrni; linedrni
nezavislost ¢tvefice bodd pak tomu, Ze nejsou komplanarni (viz napf. véta 1.7.14). S ohledem
na vétu 1.7.24 je nésledujici definice pfirozen4:”?

Definice 1.7.26 Uzavieny simplex v A, se nazyva trojiihelnik, uzavieny simplex v As se

nazyva ctyrsten.

Priklad 1.7.27 V prostoru .43 nad R je ddna trojice bodii By, B, B3 a bod X soufadnicemi
v jisté afinni bazi takto:

By =[1,1,1], B, = [1,2,2], Bs = [2,3,3],
1. X - [_17—27—2]?

2. X =[4,6,6],

92Kdy jsou dva body linedrné nezavislé?
%Jsou-li body By, B1, By trojici linedrné nezavislych bodi, Ize napf. polorovinu N(2)(B2) znazornit takto:
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3. X =1[3,2,2.

Rozhodnéte, zda bod X nélezi trojihelniku o vrcholech By, Bsy, Bs.

Resent:

Jak jsme ukdzali v ptiklade 1.7.10, tvoii body B, By, B linedrné nezdvislou trojici a urcuji
tedy opravdu trojihelnik (pro¢ neni na zavadu, Ze jde o body z A3?).

Bod X bude nélezet trojuhelniku (tedy uzavienému simplexu) o vrcholech By, By, B3, pravé
kdyz bude jejich linedrni kombinaci s nezapornymi koeficienty.

Ptipad 1:
Resime rovnici o nezndmych by, by, bs € R:

[—1,—2,=2] = by[1,1,1] + by[1, 2, 2] + b3[2, 3, 3],

tj.

i) (—1,-2,-2) =by(1,1,1) + b2(1,2,2) + b3(2, 3, 3)

(i1) by + by + b3 = 1.
Podminkam (1) a (ii) vyhovuje jedind trojice:

by =2, by=1, by = -2,
coz znaci, ze
X =28y + By — 2Bs,

a tedy bod X sice lezi v roviné uréené trojici By, Bo, By (srv. véta 1.7.14), avSak
protoZe b3 < 0, nendleZi danému trojihleniku.

Ptipad 3:
Resime rovnici o neznamych by, by, by € R analogicky jako vyse:

[4,6,6] = by[1,1,1] + bo[1,2,2] + b3[2, 3, 3].

V tomto pfipadé vSak odtud plynouci soustavé rovnic nevyhovuje Zadna trojice redlnych
Cisel — bod tentokrat ani neleZi v roviné obsahujici dané body.

Pripad 4:
Resenim rovnice

[4,2,2] = by[1,1,1] + bo[1,2,2] + bs[2, 3, 3],

nalezneme
1 1 1
b1:§7 b2:§7 b3:§7

a jelikoZ se jedna trojici nezapornych skalart, je X bodem daného trojihelnika (mj. je

Vv
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Poznamka 1.7.28 M¢jme dany v roviné Ctyfi nekolinearni body By, By, Bs, Bs urCujici dva
neprotinajici se trojuhelniky s dvojici spole¢nych vrcholii. D4 se ukazat, Ze jejich sjedno-
cenim je mnoZina

{XeAy: X =20By+ 2By +x9By +x3B3; x; >0, 0<j <3}

predstavujici konvexni obal této Ctvefice.
Obecné lze ukazat, Ze mame-li v A, dany body By, By, - - - , By, pak

{XGAQI X:$0B0+$1B1+"'+$k3k; 11]2070§j§k}

predstavuje konvexni obal dané mnoziny bodt — tzv. konvexni mnohotihelnik. Jeho vrcholy
nazyvame ty z bodi By, By, - - - , By, které nendlezi konvexnimu obalu bodi zbyvajicich.

Podobn¢ se v piipadé obecné dimenze da ukazat, Ze jsou-li dany v A,, body By, By, - - -
.-+, By, pfedstavuje mnoZina

{XGAnI X:I030+1‘1Bl+"'—|—$k3k; IJZO,OSJSIC}

konvexni obal dané mnoziny bodu — tzv. konvexni mnohostén, jehoz vrcholy rozumime ty z
bodu By, Bi, - - - , By, které nenaleZi konvexnimu obalu ostatnich.

1.8 Afinni zobrazeni

V zavérecné Casti kapitoly 1 Afinni geometrie si vSimneme jistych zobrazeni mezi afinnimi
prostory a specidlné pak téch, kterd jsou bijekci afinniho prostoru na sebe (afinity) a tvori
(vzhledem ke sklddani) grupu. Podrobnému studiu a klasifikaci je vénovéana prednaska ve
vySSich semestrech, v této podkapitole se omezime jen na zédkladni vlastnosti uvedenych
zobrazeni.”*

Definice 1.8.1 Bud'te A, A’ afinni prostory nad timze t&lesem. Zobrazeni f : A — A’ se
nazyva afinni zobrazeni, jestliZe pro libovolnou trojici riznych kolinearnich bodu B, C, D €
A plati:”

(B,C, D) = (f(B), [(C), f(D)) V [(B) = [(C) = [(D).

%Ve druhé poloving 19. stoleti formuloval némecky matematik Felix Klein zdsadu, dle niZ je studium dané
geometrie (afinni, euklidovské, projektivni ¢i dalSich geometri{) studiem prave téch vlastnosti podmnozin bodi
daného prostoru, které se neméni pii aplikaci zobrazeni z jisté pfidruZené grupy transformaci tohoto prostoru na
sebe - tzv. invariantii dané grupy zobrazeni. Pravé tyto vlastnosti se v dané geometrii oznacuji za geometrické.
Tehdy tak vytvofil princip pro rozvoj jinych geometrii, nez byla do té¢ doby dominantni euklidovskd geometrie.
Tento pristup vesel do déjin matematiky jako tzv. Erlangensky program.

Konkrétné v kapitole 3 se pfi studiu kuZelosecek a kvadrik sezndmime s jejich geometrickymi viastnostmi, tj.
invarianty vzhledem ke grup€ afinit a shodnosti.

9 Ekvivalentné: Pro libovolnou trojici B, C, D € A plati:

(FkeT: D-B=k(D-0))= (f(D) - f(B) =k(f(D) = £(C))).
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Umluva 1.8.2 O jakékoli dvojici afinnich prostora v této podkapitole budeme predpokladat,
Ze maji totéz téleso skalart.

Poznamka 1.8.3 Ctenéfi jsou jiz znamy n&které piiklady afinniho zobrazeni: napf. volné
rovnobézné promitani (Ize je chapat jako afinni zobrazeni tfirozmérného prostoru do roviny),
osova afinita roviny (afinni zobrazeni roviny na sebe), sttedovd soumérnost roviny ¢i tfirozmérného
prostoru (opét afinni zobrazeni roviny, resp. tfirozmérného prostoru na sebe) a podobné.

Povsimnéme si zobrazeni, které kazdé afinni zobrazeni A — A’ indukuje mezi zaméfenimi
prostort A, A’

Je-li f: A — A afinni zobrazeni, pak se nabizi definovat zobrazeni ¢ : V(A) — V(A)
pro kazdy u € V(. A) takto:

u=C—-B=¢(u) = f(C)— f(B). (1.64)

Tato definice v8ak formalné zavisi na vybé&ru umisténi vektoru u. Bud'te X, Y libovolné body
z A, pro néz rovnéz u = Y — X, a porovnejme vektory f(C) — f(B) a f(Y) — f(X).
Zrovnosti C' — B =Y — X plyne dle véty 1.6.3:

(B,Y) = (C, X). (1.65)

Z podkapitoly 1.6 (konkrétné relace (1.59)) vime, Ze oznacime-li .S spolecny stfed, zna-
mena (1.65), ze
(B,Y,S)=-1=(C,X,S),

coz dle definice 1.8.1 implikuje

(f(B), f(Y), (5)) = =1 = (f(C), F(X), [(5)),

tedy
(f(B), f(Y)) = f(5) = (f(C), f(X)).

Zjistili jsme, Ze pro vSechna umisténi daného vektoru u je predpisem (1.64) definovan #yZ
vektor. Zobrazeni ¢ je tedy zobrazenim f urceno korektné.
Vysetfeme nyni, zda ¢ je homomorfizmem V' (A) — V(A').
e Budte u,v € V(A). Jejich umistén{ zvolme takto:
u=C-B, v=D-C.
Pak u +v = D — B apro p(u + v) dostdvame:

pu+v)=p(D - B)=f(D) - f(B)=(f(D) - f(C)) + (f(C) - f(B)) =
o(D = C)+ ¢(C — B) =p(u) +o(v).

(pozadavek ruznosti a kolinearity by tu byl zbyteény — proc?).
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e Bud u € V(A),t e T.Zvolime-li umisténi vektord u a tu
u=C-B, tu=D-B,

plati, ze
B—-D=tB-0),

a dle definice 1.8.1 proto

Obraz ¢(tu) mizeme tedy psat:

p(tu) = o(D = B) = f(D) = f(B) = t(f(C) = f(B)) =te(C = B) =t p(u).

Souhrnné feceno, ukézali jsme, Ze kazdé afinni zobrazeni f A do A’ indukuje homomorfiz-

mus ¢ V(A) do V(A').

Nyni se zabyvejme otdzkou, jak pomoci homomorfizmu ¢ V(. A) do V(. A’) zkonstruovat

afinni zobrazeni f A do A’.

Pro definici zobrazeni f pouZijeme piirozené relaci ekvivalentni s (1.64)%, a to takto:

Bud'te B € A, B’ € A’ libovolné body. Pro kazdy X € A definujeme f(X) vztahem”’

f(X)=B +¢(X - B).

UkaZme, Ze f je afinnim zobrazenim A — A'.
Zvolme libovolnou trojici bodd U, Y, Z € A tak, Ze

Z-Y =k(Z-U).

Pro obrazy bodi U, Y, Z s ohledem na (1.66) miZeme psat:

f(Z2) = f(Y) = (B'+¢(Z—=B)) = (B'+¢(Y = B)) = ¢(Z = B) —¢(Y = B)

=¢((Z=B) = (Y = B)) =p(Z-Y),

pfi¢emZ v rovnosti (*) jsme uZili faktu, Ze ¢ je homomorfizmus.
Podobné obdrzime

[(2) = fU) = p(Z = U).

Zobrazeni ¢ je homomorfizmem, a proto (1.67) implikuje
p(Z2=Y) =ko(Z =),

a tudiz
[(Z) = [Y) =k(f(U) = f(2)),

9Tudiz homomorfizmus indukovany zobrazenim f bude opét .
9TProtoze  je homomorfizmus, plati: B’ = f(B) (pro¢?).
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neboli f je afinnim zobrazenim .4 do A’.

Zjisténa fakta formuluje nasledujici véta (unicita je zfejma — promyslete si):
Véta 1.8.4 Bud'te A, A’ afinni prostory. Pak plati:

1. Ke kaZdému afinnimu zobrazeni f : A — A’ existuje prdvé jeden homomorfizmus
v : V(A) = V(A') tak, Ze plati:

Vvue V(A VX e A: p(u) = f(X +u) — f(X),

2. Ke kazdému homomorfizmu ¢ : V(A) — V(A') a ke kazdé dvojici bodii B € A,
B’ € A’ existuje prdvé jedno afinni zobrazeni f : A — A’ tak, Ze plati:

VX e A: f(X) =B+ (X — B),

v tom pfipadé B' = f(B).

Poznamka 1.8.5 Formule v odstavci (1) i (2) véty 1.8.4 jsou ekvivalentni, riiznd pouzita
formulace je dana divody metodickymi.

Definice 1.8.6 Bud f afinni zobrazeni A do A’. Homomorfizmus ¢ V(.A) do V(A’) dle
predchozi véty se nazyva homomorfizmus asociovany k afinnimu zobrazeni f.

PoloZzme si nyni otdzku, zda bude existovat souvislost mezi injektivitou, surjektivitou a
bijektivitou afinniho zobrazeni a jemu asociovaného homomorfizmu.
Uvazujme afinni zobrazeni f : A — A’ a jemu asociovany homomorfizmus ¢ : V(A) —

V(A

(i) Injektivita zobrazeni f, ©
Zobrazeni f je injektivni, pravé kdyz

VX,YeA: f(X)=fY)= X =Y. (1.68)

Uvézime-li, ze f(X) = f(Y) je ekvivalentni (Y — X) = o (pro¢?),addle X =Y s
Y — X = o, zjiStujeme, Ze (1.68) nastane, pravé kdyz

VX, YeA: (Y -X)eKerp= (Y —X)=o,

neboli
Kery = {o},

coZ je nutnd a postacujici podminka injektivity .
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(i1) Surjektivita zobrazeni f, .
Zobrazeni f je surjektivni, pravé kdyz:

VY e AIX €A Y = f(X).
Zobrazeni ¢ je surjektivni, pravé kdyz kdyz:
Vy e VIA)Ix e V(A) : y = p(x).
Zvolme libovolné K € Aaozname A’ 5 L = f(K).

e Uvazujme libovolny y € V(A'). Pak Y = L + y nélezi A’. Je-li f surjekcee,
existuje X € Atak,7ze Y = f(X), a pak pro vektor x € V(A), x = X — K plati
(uzitim (1.64)):

p(x) = p(X - K) = f(X) - f(K) =Y - L=y,

tudiz ze surjektivity f vyplyva surjektivita .

e Uvazujme libovolny Y € A’. Pak y = Y — L nélezi V(A’). Je-li ¢ surjekee,
existuje x € V(A) tak, Ze y = ¢(x), a pak pro bod X € A, X = K + x plati:

fX)=f(K+x)=f(K)+¢x)=L+y =Y,
a tedy ze surjektivity ¢ vyplyva surjektivita f.
Tvrzeni 1.8.7 je tedy platné (proc plati i bod 37?).

Véta 1.8.7 Bud' [ : A — A’ afinni zobrazeni, ¢ : V(A) — V(A') pFislusny asociovany
homomorfizmus. Pak plati:

1. zobrazent f je injektivni, prdvé kdyZ je injektivni homomorfizmus o,
2. zobrazeni f je surjektivni, prdvé kdyZ je surjektivni homomorfizmus o,

3. zobrazeni f je bijektivni, prdvé kdy? je bijektivni homomorfizmus .

Protoze afinni zobrazeni zachova dle definice 1.8.1 délici pomér ti{ kolinearnich bodu,
zobrazi se stfed libovolné dvojice bodi na stfed dvojice jejich obrazii, neboli plati:

X=1B+1C= f(X)=1f(B)+1if(0).

2

Zachovava vsak afinni zobrazeni /ibovolnou lineédrni kombinaci? Uvazujme libovolné body
BB, --- B;, € Aanecht

X =x,By+x3By+ -+ -+ 2By,
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coz je vSak ekvivalentni (viz definice 1.7.1) vyroku (R € A je libovolny)

X =R+x1(By —R)4+22(By— R)+ -+ zx(By — R).

Podtrzeny vyraz je vektorem z V' (.A), a pro f(X) proto plati:

F(X) = f(R+21(By — R) + 25(By — R) + - -- + (B — R))
= f(R) + ¢(21(B1 — R) + 22(By — R) + --- + a(By — R)) &
= f(R) + 210(B1 — R) + 220(By — R) + - - - + 230(By — R) ©

= f(R) +z1(f(B1) — f(R)) + 22(f(Bs) — f(R)) + -+ + 2 (f(Bx) — f(R))
=a21f(B1) + 22f(Ba) + -+ - + 2. f(Br),

kde rovnost (a) vyplyva z definice ¢, rovnost (b) z vlastnosti homomorfizmu, rovnost (c) opét

=

—
Q
=

z definice ¢ a rovnost (d) z definice linearni kombinace bodg.
Plati tudiz néasledujici véta:
Véta 1.8.8 Bud' | afinni zobrazeni z A do A'. Jsou-li B1Bs, - - By, a X body 7z A takové,
Ze
X = IlBl + ZEQBQ + -+ l’kBk,

pak pro obraz bodu X plati:

[(X) =21f(B1) + 22f(Bs) + - - + x1.f (By).

Nyni se zabyvejme otdzkou urcenosti afinniho zobrazeni. Pfedesla véta 1.8.8 nas inspiruje
k nésledujici dvaze:
Je-li ddna geometrickd baze (By, By, - - - B,) prostoru A, 1ze kazdy bod X € A jed-

n
nozna¢né psét ve tvaru X = > x; B;.

=0
Zvolime-li libovolné body @y, @1, -- @, € A.,, miZeme v A’ zkonstruovat bod ¥ =

n

> ;Q); alze tudiz definovat zobrazeni f : A — A’ pfedpisem:
i=0

=0 1=0

VySetfeme, zda je zobrazeni afinni.
Bud'te B, C, D € A libovolné body, pro néz

(D— B) = k(D - C). (1.70)
Soucasné necht plati:
B=> bB, C=Y cB, D=)Y dB (1.71)
i=0 i=0 i=0

110



1.8 Afinni zobrazeni

Uzitim véty 1.7.4 a ,komutativity* linedrni kombinace (poznamka 1.7.2), 1ze vztah (1.70) po

dosazeni z (1.71) psat:

> (d; —b;)B; = 2": k(d; — ¢;)Bi,

=0
odkud vzhledem k jednoznacnosti koeficientl linearni kombinace linearné nezavislych boda
(srv. véta 1.7.14) vyplyva:

Pro obrazy bodi B, C, D urcené dle (1.69) dostaivame (opét uZzitim pravidel pro pocitani
s linearnimi kombinacemi):

n

f(D) = f(B) = >_(di — b:)Qi,

=0

F(D) = £(C) = - (d: = )2
a tedy s ohledem na (1.72) Ize psat:
F(D) = f(B) =) (di =b)Qi = k> _(di — c:)Q: = k(f(D) — f(C)),
=0 i=0

coz ovSem vzhledem k piedpokladu (1.70) znamend, Ze f je afinni zobrazeni A do A’.
Zabyvejme se nyni jednoznacnosti existence afinniho zobrazeni prevadéjiciho B; — @);,
0<?s<n:

Bud ¢ takové afinni zobrazeni. Zvolme libovolné X € A, X = > z;B;. Pak v souladu s
i=0
vétou 1.8.8 a definici zobrazeni f plati:

9(X) = Zl’zg(Bz) = Z%Ql = f(X).

Odvodili jsme tak platnost tzv. véty o urcenosti afinniho zobrazeni:’®

Véta 1.8.9 Bud'te By, By, - - - B, libovolné linedrné nezdvislé body prostoru A,,
Qo, Q1, - - - Q, libovolné body prostoru A.,,. Pak existuje prdavé jedno afinni zobrazeni f :
A, — A, s vlastnosti

f(B) =Qi, 0<i<n.

Bude uZite¢né nalézt predpis, ktery umozni vypocist souradnice obrazu pomoci soufadnic

VZoru.
%Povsimnéte si, Ze na body Qo, Q1,- - Q, € A’ neni kladen Z4dny pozadavek af jiZ co do jejich po&tu ve
vztahu k dim A/, &i linedrni nezévislosti.

m?
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Nechf je ddno afinni zobrazeni f : A — A’. V souladu s vétou 1.8.9 je zobrazeni f
urc¢eno zadanim obrazl né¢jaké geometrické baze prostoru A.

Je-li B = (P;ej,es, - ,e,) libovolnd afinni baze prostoru A, je touto n + 1-tici napf.
nasledujici soustava bodu (linearni nezavislost plyne z véty 1.7.11):

G=(P,P+e,P+ey- - ,P+e,).
Pro obrazy bodli P + e, P + ey, -+ , P + e, plati:

takZe zobrazeni f je jednozna¢né urCeno téZ zadanim obrazu f(P) a obrazi y(e;), p(es),
-, p(e,).”” Zvolme v prostoru A’ afinni bdzi C = (Q;d;,dy, - - ,d,,) a nechi plati:

P) = .
f( ) [Cll,(lg, y @ ]C ' (173)
p(ei) = (ain, aiz,  , Gim)cy, 1 <<
Uvazujme nyni libovolny bod X € A,:
X = [x1,29, -+, 205 (1.74)

Pro obraz f(X) s ohledem na (1.73), (1.74) dostavame:

100 =1 (P4 Eer) = 1Py + 0 (S ) = 1)+ S upter) =

_ (Qﬂiaﬁ) +3m (g ) e (éajdj +§1 (2m) dj) )

n
0+ 3 (o4 Lo a
j=1 i=1
COZ znamena, ze

f(X) = [yby?a' T 7ym]C7
kde

Y; :Zaijxi—l—aj, 1 S] Sm (175)
i=1
Plati tudiz véta nésledujici:

Véta 1.8.10 Bud' [ afinni zobrazeni A, do A.,. Nechi B,C, B = (P;ej,ea, - ,e,),
=(Q;dy,dy, - ,d,,), jsou libovolné afinni bdze po Fadé prostorii A, A.,, a necht
f(P) = lay,as,- -, an]c

o(ei) = (@i, iz, -+, Qim)cy, 1 <1<

Pak pro kaZdy bod X € A,, X = [x1,29, -+ ,x,]g plati: f(X) = [y1,Y2, ", YUmlcs
pravé kdyZ x1,xa, -+, Tn, Y1, Y2, 5 Ym VYHOVUJT relacim (1.75).

PTento zavér plyne téZ z véty 1.8.4,(odstavec 2) a z véty o uréenosti homomorfizmu znamé z linedrni algebry.
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1.8 Afinni zobrazeni

O soustavé rovnosti (1.75) Casto hovotime jako o analytickém vyjddreni afinniho zo-
brazeni f vzhledem k bdzim BB, C.

Ctenafi je jist€ zndm pojem matice homomorfizmu. OznaCme A matici homomorfizmu
¢ vzhledem k bazim By, Cy.'"
Pak zfejmé lze relaci (1.75) psat maticové (provéite!):

(yla"' 7ym) = ($1,'~' an)A0+(alv"' ,CLm)-

Zaved me nyni matici afinniho zobrazeni f vzhledem k bdazim B a C.

Definice 1.8.11 Bud f afinni zobrazeni A, do A,,. Nechf B,C, B = (P;ej, ez, - ,€,),
C =(Q;d;,ds,- - ,d,,), jsou libovolné afinni baze po fad€ prostorti A, A’ a necht

f(P) = [al>a2>“' 7am]C
o(e;) = (a1, ia, -+ yaim)ey, 1 <1< n

Pak matici A typu (n + 1) x (m + 1) definovanou takto:
1. na pozici (7, j) pro 1 < i <n,1 <j <mjeprvek a;;,
2. napozici (n + 1,7) pro 1 < j < m je prvek a;,
3. napozici (n+1,m+1)je 1,

4. na pozici (i,m + 1) prol <i <nje0,

nazyvame matice afinniho zobrazeni f : A, — Al vzhledem k afinnim bdzim B, C.

Poznamka 1.8.12 Matice A ma zfejmé nasledujici tvar:

0
A :
A — 0 :
0
ap - am 1 (1.76)
a11 ©A1m
kde Ag = | -+ -0 ...
an1 * Anm

Analytické vyjadieni (1.75) afinniho zobrazeni f 1ze maticové psat nasledujicim zptisobem
(rozepiste si!):
(Y1, Ym, 1) = (z1, -+ ,xp, 1AL (1.77)

IOOJde 0 matici A() = (aij)nm, kde (ail, Qi - ,aim)co = (p(ei), 1<i<n.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

Je-li dano afinni zobrazeni f : A, — A/ a afinni baze B, C po fadé prostord A,,, A, ,
plyne bezprostiedné z definice 1.8.11, Ze jelikoZ f ma evidentné pfifazenu jedinou matici
A, typu n x m a jediny vektor (ay,- -+ ,a,,) € T™ — ma tedy i jedinou matici A tvaru dle
uvedené definice, resp. pozndmky 1.8.12.

Obracené — zvolme dvojici bazi B, C po fadé prostori A,,, A’ alibovolnou matici A typu
(n+1) x (m+ 1) tvaru dle definice 1.8.12 ;.

0
A :
A — 0 .
0
ai -+ Qmy 1
kde A je libovolnd matice typu nxmnad T a (aq, - - - , a,,) libovolny vektor z 7. Oznacime-
i B = (P;ej, ey, - ,e,), miZzeme tak jednoznalné nalézt obrazy bodu f(P) a vektord

o(e;), 1 <1 < mn,relacemi:

F(P) = lan,e++ o } (1.78)

o(e;) = (a1, iz, -+, im)cy, 1 < i< n

Tim vSak mame také jednozna¢né ureny obrazy bodu f(P) a bodl f(P + e;) = f(P) +
o(e;), 1 < i < n, &mz je v souladu s vétou 1.8.9'°! jednoznacné uréeno afinni zobrazeni
f:+ A, — A, pficemz vzhledem k (1.78) je A matice tohoto zobrazeni vzhledem k bazim
BacC.

Nasledujici tvrzeni je proto platné:

Véta 1.8.13 Bud'te BB,C afinni bdze po ¥adé prostorii A,,, A.,. Pak zobrazeni pFifazujict
kazdému afinnimu zobrazeni jeho matici vzhledem k danym bdzim je bijekci mnoZiny vSech
afinnich zobrazeni A,, — Al na mnozinu vsech matic (n+1) x (m+1) nad T tvaru (1.76).

V zévéru se vénujme afinnim zobrazenim specidlnim:'"”

Definice 1.8.14 Bijektivni afinni zobrazeni afinniho prostoru na sebe se nazyva afinita

daného afinniho prostoru.

Naleznéme nyni kriterium pro to, aby afinni zobrazeni f : A — A dané v bazi B matici
A bylo afinitou.

Z véty 1.8.7 vyplyva, Ze to bude tehdy a jen tehdy, bude-li asociované zobrazeni ¢ auto-
morfizmem zaméfeni V, coz je ekvivalentni tomu, Ze v nékteré (a pak ve vSech) bazi B bude

1011 inedrni nezdvislost bodt P, P + e1, P + ey, - - , P + e,, byla zdivodnéna vyse.
102Cten4fi ze syntetické geometrie znama4 afinita osov4 je ziejmé piikladem afinity ve smyslu této definice.
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1.8 Afinni zobrazeni

matice A regularni matici (proc¢?). Z (1.76) vsak plyne, Ze det A = det Ay, tj. matice A je
reguldrni, pravé kdyz je regularni matice A.

Véta 1.8.15 Afinni zobrazeni f : A — A je afinita prostoru A, prdvé kdy? jeho matice v
nékteré (a pak tedy kazdé) bdzi prostoru A je reguldrni.

Z véty 1.8.15 plyne, Ze identita na A je afinitou.

Z tvaru (1.77) analytického vyjadifeni afinniho zobrazeni ( a véty 1.8.13) vyplyv4, Ze
matict sloZeni dvou afinit je soucin jejich matic v témZe poradi (zdivodnéte!), z véty 1.8.15
(a opétovné véty 1.8.13) tak dostdvame, Ze sloZeni dvou afinit je opét afinita, jakoz i to, Ze
inverzni zobrazeni k afinité je opét afinitou.

Shriime uvedené poznatky do véty:'*

Véta 1.8.16 MnoZina afinit libovolného afinniho prostoru tvori spolu se skldddnim zo-
brazent grupu.

Priklad 1.8.17 V roviné A; nad R je ve zvolené soustavé soufadnic dano:

2a 1]7 BQ = [17 1]7

oy

o
=)
w

s

[

Naleznéte analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f : A; — A, zobrazujici B; na (); pro
1=0,1,2.

Rozhodnéte, zda je uvedené zobrazeni afinitou.

Reseni:

Di se ukdzat (provedte), ze body By, B;, B jsou linedrné nezavislé a tudiz dle véty 1.8.9
existuje jediné afinni zobrazeni pozadované vlastnosti.

Analytické vyjadreni zobrazeni f zni (viz (1.75)):

Y1 = @111 + A21T2 + aq

Yo = Q1221 + A22T2 + A2,

kde 1, x5 jsou soufadnice vzoru a ¥y, y» soufadnice obrazu.
Nasim tkolem je nalézt koeficienty aq1, - - - , as2, ay, as.
DalSi postup je nasnad€ — postupné dosadime soufadnice dvojic vzor — obraz a obdrzime pro

103ptedlozené zdiivodnéni je Cisté algebraické, tyto skutecnosti se daji ,geometricky* vyvodit pfimo z definice
afinniho zobrazeni a definice afinity (promyslete si!), coZ ponechdme podrobnéjSimu studiu afinnich zobrazeni
ve vysSich semestrech.

Nasledujici vétu uvadime zejména s ohledem na tGvodni poznamku o Kleinové Erlangenském programu.
Pravé nalezena grupa afinit je prave tou grupou, pomoci niz Ize ziskat afinni geometrii; nazyva se afinni grupa

daného afinniho prostoru.
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KAPITOLA 1. Afinni geometrie

nezndmé koeficienty nasledujici soustavu rovnic:

a1 +a; =1
a2 +ay =1
2a11 + ag +a; =4
2a19 + Qg9 + as = 3
ai; + a1 + a; =

a19 +CL22+6L2:2
Jejim vyfeSenim zjistime, Ze
ail = 2, 12 = 1, 91 = ]., 99 = 1, a; = —1, a9 = 0.
analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f tudiZ zni:

Y1 =221 + a9 — 1
Yo = X1 + X9 .

Rozhodnout o tom, zda f je afinitou Ize v souladu s vétou 1.8.7 vysetfenim regularity matice
A, asociovaného homomorfizmu ¢:

21
detAOI <11> :1#0,

tudiz f je afinitou roviny A,.
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Kapitola 2

Euklidovska geometrie

Tato kapitola je vénovana studiu specialnich afinnich prostorti a to téch, v nichz zavadime
pojmy vzddlenost a tihel a miZeme tak krom vztaht polohovych studovat i vztahy metrické.

2.1 Euklidovsky prostor a jeho zakladni vlastnosti

V odstavci 1.1.1 jsme uvedli, Ze motivaci k zavedeni pojmu afinni prostor je snaha o matem-
aticky popis intuitivné chapaného prostoru fyzikalniho, konkrétné Slo o afinni prostory nad
R. Jak axiomaticky v téchto prostorech zavést thel a vzdalenost? Pfi intuitivnim pfistupu
(napf. na stiedni Skole) se prostfednictvim pojmu délka vektoru a thel dvou vektort zavadi
jisté zobrazeni - : V' x V — R relaci:

Vu,v e V: u-v=|ul||v| cos£(u,v).

Da se ukazat (prostfedky stfedoSkolské matematiky), Ze takto zavedené zobrazeni mé néasle-
dujici vlastnosti:
Vu,v,w eV, Vt € R:

l.u-v=v-u
22u-(v+w)=u-v+u-w
3. (tu)-v=t(u-v)

4. u#o=u-u>0

Praveé uvedené vlastnosti, které intuitivné ptisuzujeme vektorim fyzikdlniho prostoru, vSak
odpovidaji axiomtm euklidovského vektorového prostoru (nékdy zvaném téz vektorovy pros-
tor se skaldrnim soucinem).'

Proto se jevi vhodna néasledujici definice euklidovského prostoru:

'Pfipomeiime jen, Ze je-li V vektorovy prostor nad R, pak se skaldrni soucin definuje jako kazdé zobrazeni
-1V x'V = R, splitujici pro kazdé u,v,w € V akazdé ¢t € R podminky 1 - 4.
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Definice 2.1.1 Afinni prostor (E, V| f) na jehoz zaméfeni je definovan skalarni soucin
-1 'V x V = R, se nazyva euklidovsky prostor a znati se £ = (E, (V,-), f).

Poznamenejme, Ze t€leso skalart euklidovského prostoru je télesem redinych Cisel.

Umluva 2.1.2

e Nebude-li feceno jinak, budeme v kapitole 2 mlcky predpokladat, Ze £ oznacuje eu-
klidovsky prostor s mnozinou bodu E, zaméfenim V, skalarnim soucinem ,,* a Ze f
(resp. —) oznacuje piislusné zobrazeni E2 — V (rozdil bodi).

Dale budeme predpokladat, Ze dim & = n. Bude-li to ucelné, pfipojime dimenzi for-

mou pravého dolniho indexu — tj. napft. &.

e Znak operace skaldrniho sou¢inu budeme zpravidla vynechdvat a namisto u - v psit jen
uv.

e Prislusnost bodu X euklidovskému prostoru £ budeme znacit X € &£ (srv. poznam-
ka 1.1.4).

V souladu s nazorem je zavedeni vzdalenosti dvou bodl euklidovského prostoru jako
délky (normy) vektoru, ktery je jejich rozdilem. Ocekdvame, ze euklidovsky prostor spolu s
takto zavedenou relaci bude mit ndsledujici vlastnost:*

Véta 2.1.3 Bud € = (E,(V,-), —) euklidovsky prostor. Pak zobrazeni p : E x E — R
definované vztahem

VXY €E: p(X,Y) =Y — X||

Jje metrikou na mnoziné E.

Euklidovsky prostor je tedy soucasné metrickym prostorem. Norma vektoru, kterou jsme
pro zavedeni metriky p uZili je indukovédna zvolenym skaldrnim sou¢inem. Proto se i praveé

Délkou (normou) vektoru u € V rozumime &islo ||ul| = +/u -, dhlem vektorii u,v. € V pak &islo
£(u,v) = arccos m, prou # o # v, a&islo £(u, v) = 37 v pifpads opatném.

V nésledujicim textu budeme predpokladat znalosti o euklidovskych vektorovych prostorech v rozsahu
zékladniho kurzu linedrni algebry (viz napft. [13]).

ZPripometime, Ze metrikou na mnoZiné M, M # (), rozumime zobrazeni p : M x M — R s vlastnostmi:
. VX eM: p(X,X)=0,

2.VX,YeM: X£Y = p(X,Y) =p(Y,X) >0,

3.VX,Y, ZeM: p(X,Y)+pY,Z) > p(X, Z).
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zavedend metrika nékdy oznacuje jako metrika indukovand skaldrnim soucinem — na témze
euklidovském prostoru lze totiZz uvazovat i metriky jiné>.

Diikaz: Norma vektoru md nésledujici vlastnosti:
@ o] =0,
(i) Vvue V: u#o=|—ul =|ul >0,
(iii)) YVu,v e V: JJul| +[[v]| > [lu+v]|.

Uvazime-li, Ze pro libovolné body afinniho prostoruplati X —X =oa (Y —-X) = —(X-Y),
vyplyva z (i) splnéni podminky 1 a z (ii) podminky 2 definice metriky.

Dokazme splnéni podminky 3:
Bud'te XY, Z libovolné body z £. Pak lze uZitim (iii) psat:

p(X, 2) =12 =X[| = (Y =X)+(Z=V)| <Y = X[[+[[Z = Y| = p(X,Y) +p(Y, Z).

g

Definice 2.1.4 Bud & euklidovsky prostor. Pak se &islo p(X,Y) pfifazené dvojici bodt
X,Y € & dle véty 2.1.3 nazyvd vzddlenost bodii X a Y .*

Pro nerovnost (iii) uvedenou v ditkkaze véty 2.1.3 plati, Ze prechdzi v rovnost, pravé kdyz
u=oVv=o0oV(HeRt>0: u=tv).
To ovSem znamena, ze v nerovnosti
p(X,Z) < p(X,Y) + p(Y, Z)
nastava rovnost, praveé kdyz
Y=X)VY=2)V(FHteRt>0:Y-X=tZ-Y))

Protoze Y — X = t(Z—Y') Ize ekvivalentné psit Y = X + 5 (Z—X) ajelikoZ z pfedpokladu

t > 0 dostavame 0 < HLI < 1, obdrzime pouzitim véty 1.5.46 vétu nasledujici:

Véta 2.1.5 Bud'te X,Y, Z libovolné body euklidovského prostoru . Pak plati, Ze
p(X,Z) = p(X,Y) + p(Y, Z), pravé kdyZ bod Y ndleZi uzaviené isecce s krajnimi body
X, Z.

3Uvazujme napf. euklidovskou rovinu & v niZ jsme zvolili soustavu soufadnic. Definujme pak zobrazeni
p: E x E — R takto:
VX, Y €E, X = [z1,22],Y = [y1,9y2] : p(X,Y) =min{|y1 — 21|, |y2 — z2|}.
Snadno se vidi, Ze i p je metrikou na E.

“Pro vzddlenost bodd X, Y se také uziva znaku | X, Y|, v(X,Y) apod.
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Nasledujici definici zavddime v euklidovské geometrii frekvetovany pojem kartézské
baze a ji piislusné soustavy souiadné °.

Definice 2.1.6 Afinni bize B = (P, e, ey, - ,e,) euklidovského prostoru &, se nazyva
kartézskd bdze, jestlize vektory ey, €s, - - - , €, tvori ortonormdlni soustavu.
Afinni soustava soufadnic prislusna kartézské bazi prostoru &, se nazyva kartézskd

soustava souradnic.®

Diivod zavedeni kartézské baze spociva v jednoduchosti formule pro skaldrni soucin
vektort, a tim i formuli dalSich — napf. pro vzdalenost dvou bodu (ndsledujici formule pro
vzdalenost dvou bodt se nazyva kartézskd nebo euklidovskd formule) .

Da se ukazat, Ze By je ortonormdlni baze prostoru V (tj. B je kartézska baze v &), pravé
kdyz pro kazdy vektor u € V:

u = (ug,us, - ,uUy)g, = |[ul| = Zuf
i=1
Pro libovolné dva body X, Y € &, X = [z1,29, -+ ,Z4]5, Y = [y1,Y2, "+, Yn]s mliZeme
psat:
p(X,Y) =Y = X],
ajelikozY — X = (y1 — ©1,Y2 — T2, -+ , Yn — Tn)B,» j& NOrma dana:

Y = X| =

Odvodili jsme platnost nasledujici véty, kterou budeme dale uzivat, aniZ bychom se na to
vyslovné odvolavali.

5Pﬁpomeﬁme, 7e o soustavé vektori (eq,---,ep) C V fekneme, Ze je ortogondlni, jestlize Vi,j =
1,---,h:i#j=e; Lej tedyee; =0.

Jsou-li navic vSechny jeji vektory jednotkové délky, hovofime o mnoziné ortonormdint, coz tedy znamena, Ze

V’i,jzl,"',hi eiej:(;ij. (21)

®Kartézskd soustava soufadnic piedstavuje to zobrazeni, které libovolny euklidovsky prostor izomorfné

prevadi na souradnicovy euklidovsky prostor téZe dimenze (tj. souradnicovy afinni prostor nad R). Proto kazdé

dva euklidovské prostory jsou izomorfni, pravé kdyz maji touZ dimenzi. Tedy i axiomaticka teorie eukli-
dovskych prostord miZe byt povaZovana za Gplnou (srv. pozndmka pod Carou pred definici 1.2.4).
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Véta 2.1.7 Bdze B je kartézskou bdzi prostoru &, pravé kdyZ pro vzddlenost kazdych dvou
bodiit XY € £, X =[xy, 22, , x5, Y = [V1,Y2, ", Ynls, plati:

p(X.Y) = (2.2)

Pro transformaci soustavy soufadné urcené kartézskou bazi v soustavu souradnou ur¢enou
opét kartézskou bazi se zavadi specidlni pojmenovani.

Definice 2.1.8 Bud'te BB, C kartézské baze euklidovského prostoru £. Pak transformace
soustavy soufadnic uréené bazi B v soustavu soufadnic urenou bazi C se nazyva orto-
gondlni transformace.

M¢jme danu v euklidovském prostoru £ danu kartézskou bazi B a nékterou dalsi afinni
bazi C. Uvazime-li, Ze vztah mezi dvojici bazi urCuje prislusna matice prechodu, je pfirozenou
otdzkou, jakou podminku musi matice pfechodu spliiovat, aby baze C byla také bazi kartéz-
skou. Odpovéd piinasi nasledujici véta’. VSimnéte si, Ze poldtky obou soustav soufadnych
mohou byt zcela libovolné.

Véta 2.1.9 Transformace soustavy souradné urcené kartézskou bdzi B = (P; By) v sous-
tavu souradnou urcenou bdzi C = (Q;Cy) je ortogondlni, prdvé kdyZ matice prechodu od
bdze By k bdzi Cy je ortogondlni.

Diikaz: V souladu s definici 2.1.6 a 2.1.8 mame dokézat, Ze baze C, bude ortonormalni pravé
tehdy, kdyZz matice P prechodu od B k Cy bude ortogonalni.
Necht By = (e, -+ ,e,) aCy = (€}, -+ ,e,). Necht Py = (a;;), tedy:

n
e = Zaijej, 1<i<n.
j=1
Béze B, je ortonormdlni — tedy eje, = 65, 1 < j,k < n. Mdme dokdzat, Ze plati eje; = d;,
1<l <n.
Pouzitim vlastnosti skalarniho soucinu dostavame:

n n n n n n

! !

e,e; = E a;;€; E 1€ :E E aijalkejekzg E ;50 k-
j=1 k=1

j=1 k=1 j=1 k=1

"Ptipometime, Ze ortogondlni matici se rozumi kazdd matice A, pro niz plati
AAT =E.
Pro ortogonalni matici A zfejmé platf, 7e AT = A~T adet A = £1.
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KAPITOLA 2. Euklidovskd geometrie

S¢itance, kde k # j, jsou nulové, proto

n n

//_E:“_E:“T
elel — ai]azl] — CLUCle.

j=1 j=1

Tedy €je; = 0;; < > aja;, = 0. Pfitom vSak ) a;aj, je prvek i-tého fadku a I-tého
j=1 j=1
sloupce matice C = Py - P Ten je roven d;; pravé tehdy, kdyz C je jednotkova. O

2.2 Kolmost v euklidovském prostoru

Ctenaf znd pojem kolmé vektory, kolmost vektoru na mnoZinu vektorii (a tim i na podprostor
vektorového prostoru) a ortogondlni doplnék mnoZiny vektorii.®

Nyni jiz mizeme zavést pojem kolmosti podprostort euklidovského prostoru.

Ve fyzikalni roviné ¢i prostoru oznacujeme primku p za kolmou na g, jsou-li kolmé je-
jich smérové vektory, coZ znamend, Ze smérovy vektor jedné néleZi ortogonalnimu dopliiku
zamérfeni druhé. Ve fyzikalnim prostoru poklddame piimku p kolmou na rovinu «, obsahuje-
li ortogonélni doplnék zaméfeni roviny o smérovy vektor pifimky p. V témze prostoru po-
vazujeme dvé roviny «, 8 za kolmé, obsahuje-li napf. @ pfimku p kolmou na rovinu /3, tj.
obsahuje-li zaméfeni roviny « ortogondlni doplnék zaméteni roviny /3. VSechny tyto piipady
jsou zahrnuty v nésledujici obecné definici:

Definice 2.2.1 Budte M, A podprostory euklidovského prostoru £. Rekneme, Ze pod-
prostor M je kolmy na podprostor N, coz znatime M L N/, jestliZe plati:

VM) CVN)E vV VN CV(M).

Podprostor M je tedy kolmy na N jestlize jeho zaméfeni je obsaZeno v ortogondlnim
dopliiku zaméfeni podprostoru A/, nebo jestlize tento doplnék obsahuje (dle vztahu mezi
dimenzemi t&chto podprostort — promyslete si).’

8Ortogondlnim dopliikem mnoZiny Q C V rozumime mnoZinu Q- definovanou:
Ql={xeV,¥yecQ:x Ly}

Je-li Q CC V, plati, Ze dim Q' = dimV — dim Q a V = Q ® Q. Rovnéz plati, 7e Q1+ = Q.

9Zkouma-li se ortogonalita podprostorti vektorového prostoru se skaldrnim soucinem, definuje se (zfejmé na
zakladé téZe motivace) kolmost podprostort U, W CC V takto:

ULW&sUCWHVYW! CU,

takze kolmost dvou podprostort euklidovského prostoru by bylo mozné definovat (alternativné k definici 2.2.1)
pomoci kolmosti jejich zamérent.

122



2.2 Kolmost v euklidovském prostoru

V piipadé, kdy M L N adimM = n — dim N, oznauje se nékdy M jako totdlné
kolmy podprostor na N'. Déle viz véta 2.2.4 a definice 2.2.5.

Dopliime jesté definici dalSiho frekventovaného pojmu:

Definice 2.2.2 Rekneme, Ze vektor u € V, resp. smér U C 'V, je kolmy na podprostor
M CC &, jestlizeu L V(M), resp. U L V(M).

Naskytd se otazka, zda relace ,byt kolmy* je na mnoziné podprostort euklidovského
prostoru &£ symetrickd.

Uvazujme M, N CC £ a oznalme jejich zaméieni po fadé U a W. Podle definice 2.2.1
plati:

o jelli M L N,pak UC WtV W CU,
e je-liN L M,pak W C Ut VvU-CW.

Piedpoklddejme, ze U C W+. Zvolme vektor x € W a bud y libovolny vektor z U. Pak
oviemy € W+, a proto x | y. ProtoZe y byl libovolny vektor z U, je x L U a ndlez
tudiz do UL, Ukdzali jsme, 7e U C W+ = W C U-". Analogicky bychom ukazali, Ze
W+ C U = Ut C W. Souhrnné fe¢eno, M L N implikuje N/ L M. Plati proto véta
nasledujici:

Véta 2.2.3 Bud'te M, N CC &. Jestlize M L N pak N L M.

Namisto ,podprostor M je kolmy na na N*° mtzeme ¥ici ,,M, N jsou kolmé podpros-
tory*.

Uvazujme nyni podprostor M; CC £ abod B € &£. Zkonstruujme nyni vSechny pod-
prostory N, takové, Ze
BeN. AN, L M,. (2.3)

Znamend to, Ze N = {B, U, }, kde

U, c V(M) (pror+k<n) v U, =V(M)* (pror+k=n)V
VU, D V(M) (pror+k >n).

Odtud je patrno, Ze pro r = n — k je podprostor vyhovujici (2.3) jediny — je jim podprostor
N = {B,V(M)1}. Pro kazdy jiny podprostor N spliiujici (2.3) nastane (viz véta 1.4.6)
bud N, C N (pror + k < n), nebo N, DN (pror + k > n).

Jaka je vzdjemnd poloha tohoto podprostoru a podprostoru M? Vzhledem k tomu, Ze
V =V(M)D V(M) =VM)aV(N), atudiz také rozdil C — B € V(M) @ V(N)
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pro libovolny C' € M, je v souladu s vétou 1.4.19 prinik M N N jednobodovy, tento bod
ozna¢me B* (v piipadé B ¢ M ziejmé B # B* a pfipadé B € M pak B = B*).

Uvazujme dale libovolnou piimku p, kterd prochizi bodem B, je kolmé na M a je s M
rGiznob&znd. Jak bylo vyse zddvodnéno, je p C N, pak oviem {B*} = (NNM) D (pNM),
a tudiz p protind M v bodé¢ B*.

Shriime nyn{ ziskané poznatky do vét (2.2.4, 2.2.6, 2.2.8) a zaved me ndzvy pro vyznacné
objekty, o nichz tato tvrzeni hovofi.

Véta 2.2.4 Bud'te My, 0 < k < n, podprostor a B bod v E,. Pak existuje prdvé jeden
(n — k)-rozmérny podprostor N CC &, tak, Ze plati:

1. BeN,
2. N 1L M.

Tento podprostor je uréen bodem B a jeho zamérenim je V (M)L.

Definice 2.2.5 Bud'te M;, 0 < k < n, podprostor a B bod v &,. Pak se podprostor di-
menze n— k spliiujici pozadavky véty 2.2.4 nazyva totdlné kolmy podprostor k podprostoru
M jdouci bodem B a znati se M*(B).

Véta 2.2.6 Bud'te M,, 0 < k < n, podprostor a B bod v £,. Priinik podprostorii M*(B)
a M je jednobodovy.

Definice 2.2.7 Bod naleZejici praniku M N M (B) se nazyva kolmy priimét (ortogondlni
projekce) bodu B do podprostoru M a znali se B*.

Véta 2.2.8 Bud'te M;, 0 < k < n, podprostor a B bod v &,. Pak plati:

1. kazdy podprostor N, kolmy na M a obsahujici bod B je bud obsaZen v podprostoru
ML(B) (pror + k < n), nebo je roven podprostoru M*(B) (pror + k = n), nebo
tento podprostor obsahuje (pror + k > n),

2. kazdd p¥imka kolmd p na M, obsahujici bod B nemd s podprostorem M bud’ Zddny
spolecny bod, nebo protind M v jediném bodé, a to v bodé B*."°

10V piipadé, kdy k + 7 > n, jsou podprostory M a N, rliznobéZné a protinaji se v podprostoru dimenze
aspoii 1, zatimco v pifpad€ k + r < n budou podprostory M a N,. rliznob&Zné ¢i mimob&Zné — promyslete si
(viz podkapitola 1.4)!
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2.2 Kolmost v euklidovském prostoru

Priklad 2.2.9 Urcete kolmy primét bodu ) do podprostoru M, je-li v kartézské soustavé
soufadnic prostoru &, dano:

M = {B;u;,u,}, B = [1234] :(2,1,0 1), up = (1,1,1,1).

Reseni:

Kolmy priimét Q* bodu @ najdeme jako priinik M N M*(Q).
Podprostor M*(Q) je roven {Q, V (M)},

Vysetfeme nejprve V (M)L. Ziejmé plati (zdiivodnéte):

xcVIM)tex LV(M)=[u,w] e x-u=0Ax-uy =0.

Oznacime-li x, x5, 3, x4 soufadnice hledaného vektoru x, 1ze posledni podminku pro jeho
incidenci s V (M)* psét:

(Il, To, T3, LL’4)(2, 1, 0, ].) =0A (LUl, Lo, T3, .T4)<]., ]., 1, 1) = 0,
coz predstavuje nasledujici soustavu linedrnich rovnic:

2I1+$2 +.T4:O
T +ZL’2+1’3+[E4:0.

Jeji fundamentalni systém feSeni tvofi napf. aritmetické vektory
wy; = (0,—1,0,1), wo = (1,—-2,1,0),

udiz
t VM)t = [wy,wy] =[(0,-1,0,1),(1,-2,1,0)]
M Q) =1{[2,2,4,6];(0,—1,0,1),(1,-2,1,0)}.

Nyni budeme vySetfovat priinik M N M*(Q) (srv. Piklad 1.4.22/1):
Q* € MNMH(Q) & (Q* = B+tuy +touy AQ* = Q +rywy + 1owy), kde ty, to, 71,75
fesi nasledujici rovnici:

[1,2,3,4] + £1(2,1,0,1) + t5(1,1,1,1) =
=1[2,2,4,6] +71(0,—1,0,1) + ro(1, —2,1,0),

neboli
r1(0,—1,0,1) + (1, -2,1,0) — t1(2,1,0,1) — t2(1,1,1,1) = (—1,0, -1, —2).
tato rovnice vede na soustavu linearnich rovnic, jejiz feSeni zni:
t1=0Atb=1Ar1=---Arg=---,

a tudiz
Q" =11,2,3,4 +(1,1,1,1) = [2, 3,4, 5].
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Pfirozenym zptisobem zaved me kolmy primét podmnoZiny bodi v £:

Definice 2.2.10 Bud'te M podprostor a Q neprazdna podmnozina v £. Pak kolmym prii-
métem (ortogondlni projekci) mnoZiny Q do podprostoru M rozumime mnozinu kolmych
priméti jednotlivych bodit mnoziny Q do podprostoru M. Tuto mnoZinu zna¢ime Q.

Intuitivné ocekdvame platnost ndsledujici véty:

Véta 2.2.11 Bud'te M podprostor a p primka v £. Pak kolmym priimétem p¥imky p do M

je bud jednobodovd mnozina (je-li p L. M), nebo p¥imka (neni-lip 1L M)."!

Diikaz:

(1)

(i)

necht p L M
Zvolme libovolné body P, () € p a sestrojme jejich kolmé priméty do M (viz véta2.2.4,
definice 2.2.7). Pro pfislus$né totdln€ kolmé podprostory plati:

ME(P) = {P,V(M)"}, MHQ) ={Q,V(M)"},

odtud plyne, Ze M*(P) || M*(Q). Jelikoz p L M, je jeji zaméfeni &asti V(M)*, a
tedy Q — P € V(M)*, coz implikuje (viz véta 1.4.6):

M-(P) = MH(Q).
Uvazime-li definici kolmych praiméti P*, Q*, obdrZime:
{P"}=MAM(P)=MnM(Q) ={Q},

takze

necht neni p 1. M

Zvolme opét libovolné body P, () € p a sestrojme jejich kolmé pruméty P*, Q* do M.
—

Pak muizeme uvazovat piimku P*Q* lezici v M.

Necht X je néktery bod piimky p,
X=P+tQ-P).

Sestrojme bod X':
X' = P+ 1(Q" — P*).

"Uvédomme si, Ze prise¢ik piimky p s M nemusi v téchto piipadech obecné existovat — pfimka miize byt s

M rovnobéZzna ¢ mimobé&Zna.

126



2.2 Kolmost v euklidovském prostoru

Nasim cilem bude ukazat, Ze X'’ je kolmym primétem bodu X do M. K tomu postaci
<
ukézat, ze X — X’ 1. M, nebot X'X je s M riznobéznd — X' € M (viz véta 2.2.8).

X-X'=P-P+t((Q-P)—(Q"—P)) =
=P—-P"—i(P-P)+tQ—-Q)=(1—-t)(P-P)+1Q - Q).
ajelikoz P — P*iQ — Q* nélezi V (M)* CCV jei X —X' prvkem V(M)*, atudiz

X' = X*, odkud plyne, ze X* padne na P*Q a tedy p* CP*Q*

Platnost obracené inkluze plyne analogicky, tedy
<
p* — P*Q* .

g

Pokusme se nyni pro pfimku nalézt — analogicky jako v ptipadé bodu — jisty podprostor,
jehoz prinikem s danym podprostorem bude jeji kolmy pramét.
Vytvorime-li spojeni vSech totalné kolmych podprostort prochazejicich body dané pfimky,

tj. podprostor
> MHX)

Xep

lze oCekavat, Ze prinikem tohoto podprostoru s M bude kolmy primét piimky p do M,
protoze tento podprostor bude jisté obsahovat kolmé pruméty vSech jejich bodi (proc?).

Definice 2.2.12 Bud'te M podprostor a p pfimka v £. Pak se podprostor oznafovany
M- (p) a definovany vztahem

Hp) = oM

nazyva kolmopromitaci podprostor primky p do podprostoru M.

Véta 2.2.13 Bud'te M podprostor a p piimka v €, P jeji libovolny bod. Pak plati:
1. M (p) ={P,V(M)* +V(p)},
2. Mt(p) L M,

3. p* = MnM-(p).
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Diikaz:

Ad 1: Nechf p = {P,s}. UvaZme dva libovolné riizné body P, € p a spoctéme spojeni
ME(P) + M*(Q) (viz véta 1.4.16):

ME(P) + MH(Q) =
={P,VIM)"} +{Q, V(M) } ={P, V(M) + V(M) +[Q — P]} =
={P,V(M)* +[Q — P]} = {P,V(M)* +s}.

Je patrno, Ze spojime-li nalezeny podprostor s jakymkoli dalsim M=+ (X), kde X € p,
tak (protoZze X — P € [s]) bude vysledkem opét { P, V (M) + s}, &imZ je 1 dokdzéno.

Ad 2: Jde o evidentni disledek 1.
Ad 3: Zvolime-li libovolny X € p, je M*(X) C M= (p), a proto
X*=MnMHX) T Mn M- (p),

coZ znaci, Ze p*, jakozto mnozina kolmych priméti svych bodd, je obsazena v .M N

M- (p).

Stanovme nyni dimenzi tohoto praniku:
dim(M N M*(p)) = dim M + dim M*(p) — dim(M + M=*(p)). (2.4)

(i) necht p L. M
Pak V (p) C V(M)*, takze (dle 1 vty 2.2.13):

dim M*(p) = dim(V (p) + V(M)*) = dim V(M)* = n — dim M.

Z 1 déle vyplyva, ze V(M) i V(M)* jsou &asti zaméfeni M + M=*(p), a tudiz
toto zaméreni je rovno V (proc?), a tedy

dim(M + M*(p)) = n.
Z (2.4) obdrzime:
dim(M N M*(p)) = dim M +n — dim M —n = 0,
a jelikoZ v tomto piipadé je i dim p* = 0 (srv. véta 2.2.11), dostavame, Ze
p=Mn0M(p).

(i1) nechf nenip L. M
V tomto pifpadé V (p) ¢ V (M), takze

dim M*(p) = dim(V (p) + V(M)*) = dim V(M)* +1=n+ 1 — dim M.
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Pochopitelné i zde je dim(M + M*(p)) = n, takZe z (2.4) dostavame:
dim(M N M*(p)) =dimM +n+1—dimM —n =1,
a protoze (opét dle véty 2.2.11) je dim p* = 1, zjistujeme, Ze
pr=MOM(p).

g

V pfipadé piimky a roviny v &3 zjistujeme, Ze kolmopromitacim podprostorem je bud
pfimka sama (je-1i kolma na rovinu), nebo rovina ur¢end bodem primky, jejim smérovym vek-
torem a vektorem na rovinu kolmym (pojem normdlovy vektor (nad)roviny teprve zavedeme),
coz je o¢ekavany vysledek. Analogicky je tomu i v pfipadé pifimky a nadroviny v &,.

Ctendf jisté intuitivng otekava platnost této véty:

Véta2.2.14 Bud v € ddna primka p a rovnobézné podprostory My, M, téZe dimenze.'” Pak
pro kolmé priméty p;, p primky p po Fadé do podprostorii My a M, plati:

Py || P

Diikaz: V souladu s vétou 2.2.13 pro kolmé priméty p;, p; plati (P je néktery bod piimky p):
pi={P,V(M)" +V(p)} N My Ap;y = {PV(Ma)" + V(p)} N M,
tudiz dle véty 1.4.12:
V(p1) = (VM) + V() NV(M) AV(p3) = (V(Ma)" + V() NV (My).  (25)

Protoze M, M jsou rovnobézné téze dimenze, plati V' (M;) = V(My), a tudiZ z (2.5)
ihned vyplyva, ze V(p}) = V(p3). O

Priklad 2.2.15 Urcete kolmy primét piimky p do podprostoru M, je-li v kartézské soustavé
soufadnic prostoru &, dano:

p= {Q’ S}7 Q = [272’476]’ 5= (27 —1,0, _1)7
M = {B;ul>u2}7 B= [1727374]7 u; = (2a17071)7 U = (1 I, 1 1)

9 Y )

12pozadavek téze dimenze nelze vynechat — uva?me napi. situaci, kdy by p a M; CC &z byla dvo-
jice riznobéznych pifmek rovnobéznych s rovinou Ms. Pak primét p; = M, primét p} je vSak pifimka
rovnobézna s p a tudiZ neni rovnobé&zna s pj.
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Reseni:

Dle véty 2.2.13 je kolmy primét p* piimky p do M roven priniku M N M-*(p), kde pod-
prostor M= (p) je roven {Q, V(M) + [s]}.

V piikladu 2.2.9 jsme nalezli V (M)*:

VM)t =[(0,-1,0,1),(1,-2,1,0)],

takze
ML(p) = {[2,2,4,6}; (0, —1,0, 1), (1, -2, 1,0), (2, —1,0, —1)}.

Nyni standardnim zpGsobem vySetiime priinik M N M= (p) a zjistime, ze
p"=1{[2,3,4,5],(1,0,—1,0)}.

Ke stejnému vysledku dojdeme nalezenim kolmého primétu bodid (Q a R = () + s a stejné
jako v ptikladu 2.2.9 bychom zjistili:

Q" =12,3,4,5], R* =3,3,3,5].

Je patrno, Ze skute¢né
>k <*_> *
Pt =Q"R" .

Povsimnéme si nyni nadroviny euklidovského prostoru. Je-li o C & nékterd nadrovina,
pak dim V(o) = n — 1, a tudiz dim V(a)* = 1, coZ znadf existenci jednoznatné uréeného
sméru N = V' (a)* kolmého na V(). Pak ovSem plati:

Nt =V(a)* =V(a),
coz pro libovolny x € V znamena:
xcV(a)exeN e x I Nexn=0, (2.6)

kde n je libovolny generator sméru N.
Je-li B néktery bod z o, dostavdme z (2.6) pro kazdy bod X € &:

Xeas (X-B)eV(ia)e (X—B) - n=0.
Ziskané poznatky shrnuji véty 2.2.16 a 2.2.18.

Véta 2.2.16 Bud « nadrovina euklidovského prostoru E. Pak existuje prdvé jeden smér
N CC V tak, Ze N L «.
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Definice 2.2.17 Bud « nadrovina euklidovského prostoru £. Jednozna¢né uréeny smér
N z véty 2.2.16 se nazyva normdlovy smér nadroviny «, jeho libovolny generdtor pak
normdlovy vektor nadroviny «. Kazda pfimka normélového sméru se nazyva normdla

nadroviny o.

Véta 2.2.18 Bud « nadrovina euklidovského prostoru E, B jeji libovolny bod a n jeji
libovolny normdlovy vektor. Pak pro kazdy X € & plati:

Xeas (X—B) n=0.

PovSimnéme si nyni vyznamu koeficienti obecné rovnice nadroviny a. Necht je nadrov-
ina o ddna bodem B a normdlovym vektorem n (srv. véta 2.2.18!).

Zvolme v € bazi B. Nechi n = (a1, as,-++ ,a,)5,» B = [b1,b2, -, by]s. Pak v souladu
s vétou 2.2.18 mtizeme pro kazdy X € &£, X =[xy, 29, -+ , x,]p, psat:

X6a<:>(X—B)~n:0<:>(x1—b1,x2—b2,~~ ,xn—bn)go~(a1,a2,'-- ,an>50 = 0.
Je-li baze B kartézska (a jen tehdy), 1ze tento skaldrni soucin dale psat takto:

aj(xy —by) + ag(xy — b)) + -+ - + ap(xy — by) = @121 + agxe + - - - + apx, + ag,
ag = —(a1b1 + a2b2 + -+ ann),

a tudiZ X nélezi o pravé tehdy, kdyz
a1r1 + oo + -+ + anTy + Qg = 0.

Dusledek 2.2.19 Bud « nadrovina euklidovského prostoru &€, B kartézskd bdze v E. Pak

pro normdlovy vektor n nadroviny « plati:
n= (ab Az, "+ 7an)807
pravé kdyz obecnd rovnice nadroviny o v bdzi B zni:

a1y + asxe + - - - + apr, + a9 = 0.

Poznamka 2.2.20 Podminka pro soufadnice bodu X naleZiciho nadroviné plynouci z relace
uvedené ve vét€ 2.2.18 nabyva prirozené v kazdé bazi B tvaru ayx1 +asxo+- - -+ Ty +ag =
0, §j. predstavuje obecnou rovnici nadroviny o, avSak toliko v bazi kartézské tvofi usporddana
n-tice (a1, as, - - - , a,) souradnice normdlového vektoru nadroviny «

131
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Poznamka 2.2.21 Bud a nadrovinav &,.Je-lie;, e, - ,e,_; néktera baze jejiho zamé&fent,
pak ortogondlni soucin '
€1 X ey X+ Xe,_1

uruje normalovy smér nadroviny a.

Priklad 2.2.22 Nechi je ve zvolené kartézské soustavé soufadnic prostoru &£, ddno:

MI$1+21’2—1’3 =1
I + T3 + x4 = 27
p=A{[1,2,3,4];(3,4,-1,1)}

Rozhodnéte, zda p je kolma na M.

Resent:

Podle definice 2.2.1 je p 1. M, pravé kdyz V (p) C V(M) (protoze dim p = 1). Podprostor
M je d4dn obecnymi rovnicemi, coZ znamend (viz véta 1.3.28):

./\/l:ulﬂy2,
kde
V1 x + 219 — 3 =1,
Uy I + x3 + x4 = 2.

Odtud plyne, ze V(M) = V(v1) NV (1), a proto V(M)+ = V(v)t + V() coz diky
V&€ 2.2.16 znamend: V (M)! = [n;, ny], kde n; je normalovy vektor nadroviny v;, j = 1, 2.

13Pﬁpomeﬁme, ze ke kaZdym vektorim ay,as,--- ,a,_1 ndleZejicim orientovanému euklidovskému vek-
torovému prostoru 'V, existuje prdvé jeden a € V tak, Ze plati:

I.ala;,1<1<n—-1
2. ||a|| = \/G(a13327' o aan—l)

3. jsou-liaj,as, - ,a,_1 linedrné nezdvislé, tvori (ay,aq, - -+ ,a,_1) kladnou bdzi V,,.

Uvedeny vektor a se nazyva ortogondlni (pro n = 3 vektorovy) soucin vektorii a;,as, - ,a,_1 a znaci se
a; Xag X+ Xap_-1.

Promyslete si, Ze takto definovany vektorovy soucin predstavuje shodny pojem s vektorovym soucinem defi-
novanym ve stfedoSkolské matematice.

Pfipomertime déle jeden ze zptsobu jeho vydéisleni:
Jsou-li a3, aq, -+ ,a,_1 ddny svymi soufadnicemi v nékteré kladné ortonormélni bézi (e1, ez, -+ ,€,) pros-
toru V

a; = (a1, Gi2, -+ ,Qin), 1 <i<n—1,

je jejich ortogondlni soucin roven symbolickému determinantu:

ai1p - Qin
a; Xag X+ - Xap—-1 =
Gnp—1,1 " Qpn—1,n
el e e'n,
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Uzitim dtsledku 2.2.19 obdrzime:'*
V(M) =[(1,2,-1,0),(1,0,1,1)].

Nyni zbyva vysetfit, zda smérovy vektor pfimky p nélezi vektorovému podprostoru
[(1,2,-1,0),(1,0,1,1)].

Snadno bychom ukdzali, Ze tomu tak je: (3,4, —1,1) = 2(1,2,—1,0) + (1,0, 1, 1). Pffmka p
je kolma na M.

2.3 Vzdalenost podprostoru euklidovského prostoru

V podkapitole 2.1 jsme zavedli vzdalenost dvou bodt euklidovského prostoru (jako normu
vektoru jejich rozdilu). Zde se budeme zabyvat vzdalenosti bodu od podprostoru a vzdjemnou
vzdélenosti dvou podprostord,'> pii¢emz studovat vzdalenost dvou podprostorii ma zfejmé
vyznam jen pro podprostory rovnobézné a mimobézZné.

2.3.1 Vzdalenost bodu od podprostoru euklidovského prostoru

Pro stanoveni vzdalenosti bodu od podprostoru o¢ekdvame — na zdklad€ nazoru — dilezitost
kolmého primétu tohoto bodu do zminéného podprostoru.

Uvazujme proto libovolny podprostor M CC & a bod B € &£. Zkonstruujme kolmy
primét B* bodu B do M. Zvolme déle libovolny bod M € M a porovnejme vzdélenosti
p(B,B*)ap(B, M):

Pro vektor M — B lze psat:

M —-B= (M- B*)+ (B*— B),
pro jeho normu pak:

M — B|* = (M — B)(M — B) = ((M — B*) + (B* = B))(M — B*) + (B* — B)) =
— (M — B*)(M — B*) + 2(M — B*)(B* — B) + (B* — B)(B* — B),

Uvézime-li, 72 M, B* € M a B*, B € M(B)* (pro¢?), a tedy
(M — B*) € V(M) A (B*— B) € V(M)
1ze po dpravé vztahu pro normu || M — B|| déle pokracovat a psat:

IM = B|* = (M = B*)(M — B") + (B" = B)(B" — B) = |M — B"||* + ||B" - B]*,

4“To mimochodem dadvé ndvod k uréeni ortogondlniho dopliiku zaméfeni podprostoru daného obecnymi
rovnicemi.
15V metrickych prostorech se rovnéz zavadi vzddlenost bodu od mnoZiny &i vzddlenost dvou mnoZin — zave-

voev s

definicemi nemélo byt kolizni, coZ vZdy ukdZeme.
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neboli'®
p(B, M)* = p(B*, M)*> + p(B, B*)*. .7

Odtud vyplyva, ze
p(B,M)* = p(B, B")", (2.8)

pficemz rovnost nastava jen pro M = B* (proc?).
Uvazime-li, ze VX,Y € £ : p(X,Y) > 0, vyplyva z (2.8):

p(B,M) = p(B, B"),

kde rovnost nastava jen pro M = B* (proc?).
Dokazali jsme platnost véty ndsledujici:

Véta 2.3.1 Bud'te M podprostor a B bod v . Pak pro kaZdy bod M € M plati:
p(B,M) = p(B, B"),
pricemZ rovnost nastdavd jen v pripadé M = B*.

Prirozenym zptsobem tedy definujeme vzdalenost bodu od podprostoru euklidovského
prostoru:'’

Definice 2.3.2 Bud'te M podprostor, B bod v £ a B* kolmy primét bodu B do podpros-
toru M. Pak vzddlenosti bodu B od podprostoru M rozumime &islo oznacované p(B, M)

a definované vztahem
p(B, M) = p(B, B*)

VySetfeme nyni vzdalenost bodu od nadroviny s cilem nalézt formuli pro jeji vypocet.
UvaZujme nadrovinu o CC & danou (ve shod€ s vétou 2.2.18) jejim nékterym bodem C'
a normalovym vektorem n. Bud déle B libovolny bod z £.
Naleznéme nyni B*:
Pro totdlné kolmy podprostor o ( B) (ktery je zde ov§em ptimkou) plati (viz véta 2.2.4 a ddle
véta 2.2.16):
o"(B) = {B,V(a)"} = {B.n}.

Bod B* nélezi priniku o N ot (B), musi pro néj tedy soucasné platit:

(B*—C) n=0, (2.9)

16N4sledujici rovnost mj. ukazuje, Ze je platnym tvrzeni zvané Pythagorova véta.
17Tato definice je evidentng& specializaci obecné definice vzdalenosti bodu B od podmnoziny M metrického

prostoru:
p(B,M) = inf {p(B,X)}.
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B* = B + tn, (2.10)

odkud vyplyva:
0=(B+tn)—C) n=((B-C)+tn) - n=(B-C)-n+tn-n),

tudiZ pro parametr ¢ dostadvame:

t= 2
Bod B* je proto dén takto:
B+ (5,

takze pro vzdalenost p( B, ) postupné obdrzime:

* * C—B)n C—B)n
p(B,a) = p(B,B") = | B* — B| = ||(5322)n|| = [<322| n]
— [(C=B)n]| — [(C=B)n]|
= ar Iml =

Odvodili jsme tak nasledujici tvrzeni:

Véta 2.3.3 Bud o nadrovina v &, C jeji libovolny bod a n néktery jeji normdlovy vektor.
Pak pro kazdy bod B z £ plati:

(C=B) |

P, ) = T

Zvolme nyni v £ libovolnou kartézskou bazi a ukazme, Ze formule z véty 2.3.3 piejde ve
vztah, ktery pro n = 2, 3 je ¢tendii zndm ze stfedoskolské matematiky.
Necht v uvedené bazi zni obecna rovnice nadroviny «:

a1 + asxy + -+ -+ anT, +ag =0,
takZe pro normalovy vektor plati (viz disledek 2.2.19):
n= (aha?) e aa"n)'

Necht C' = [¢1, ¢, -+ ,¢,) jebod awa B = [by, by, - -+, b,] libovolny bod z £.

Pak
(C—B)l’l: (cl_blch_be.' acn_bn)(alaa%"' >an) =

=a1c1 + agcy + -+ + ancy, — (bag + baag + - - - + byay).

Protoze C' € a, jeho soufadnice vyhovuji obecné rovnici, a tudiz
aicy + asCy + -+ - + ancy = —ag.

zjistili jsme, Ze (C' — B)n = —(a1by + agby + - - + a,b,) — ap.
UvéaZzime-li vztah pro normu vektoru n v kartézské bazi, dostdvame:
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Dusledek 2.3.4 Bud « nadrovina v £ dand v nékteré kartézské bdzi B obecnou rovnict
a1x1 + asxe + + -+ + ayx, + ag = 0. Pak pro libovolny bod B € £, B = [by, by, -+ ,b,]5,
plati:

. |a1b1 + a262 + -+ CLnbn + a0|

p(B,
(B.a) Va+ai+ a2

Nyni uvazujme libovolny podprostor M CC &£ a néktery bod B € £. Hledejme nyni
formuli pro vypocet p(B, M). K tomuto tcelu vyuzijeme feSeni tohoto problému pro piipad
nadroviny. V pfipad€, kdy B ¢ M, je totiz M nadrovinou v podprostoru S = M + {B}."®
Definujeme-li zobrazeni ® : V(S) x V(S) — R relaci

Vu,ve V(S): uGv=u-v,

tj. jako restrikci skalarniho soucinu na V' (S) x V(S), je zfejmé, Ze © je skalarnim sou¢inem
na V' (S), atudiz S je euklidovsky prostor. OdliSovat typograficky skaldrni soucin na V'(S) od
soucinu na V proto nemd smysl a nadéle tak ¢init nebudeme. TotéZ plati i pro pojmy pomoci
skaldrniho soucinu definované — zaregistrujme predev§im Grammiv determinant,'” normu
vektoru a vzddlenost dvou bodii.

18Skute¢né - je-li M = {C,V(M)}, pak M + {B} = {C,V(M)} + [B — C] a jelikoz B ¢ M, vektor
B — C nenélezi V (M), a tudiz:

dim(M + {B}) =dim(V(M)} + [B—-C]) =dim V(M) + 1 =dim M + 1,
neboli

dim M = dim(M + {B}) — 1.

l(’Pfipomeﬁme, Ze jsou-li ay, - ,a; € V,,, pak Grammovou matici vektorii ay,- - - ,a; rozumime matici
g(ala e 7ak:) = (aij)kxk’ kde
aij =a;-aj, 1<i,j <k,

neboli
aiag, *-+, ajag
_ | aza1, -, A@2ag
g(ala"' aak) —
agay, ©-+, agag
Grammovym determinantem vektorii ap,--- ,a; pak rozumime determinant této matice a znalime jej
G(ay,- - ,ag).

Uved me nékteré zdkladni vlastnosti Grammova determinantu:
Pro libovolné ay, - - - ,a; € V,, plati:

L. G(al7"' aak) > 07
2. G(ay, - ,a;) =0« ay, - ,ak jsou linedarné zavislé,

3. Vrr e SkG(aW(l), s ,aﬂ.(k)) = G(al, s ,ak).
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Nechi C' € M a nechf (uj,uy, -+ ,u;) je badze zaméfeni V (M). Pak za normélovy
vektor nadroviny M v § lze v souladu s poznamkou 2.2.21 vzit

n:u1®u2®...®uk’

kde symbolem ® zna¢ime ortogondlni nasobeni v S.%
Pro vzdalenost p(B, M) dle véty 2.3.3 miZeme psat:

(2.11)

(i) norma ||n|:

Il = w@u - @ul = vGlu,- u)
(i) hodnota |(C' — B) - n|*!
(C_B)'n:(C_B)(ul®u2®"‘®uk):[u17u27"' 7uk7(C_B)]7

a dale

Hubu?’ T Uk, (C - B)” = \/G(ulvu2> trry Uk, (C - B))a

200rtogondlni soucin ve V(S) viak od ortogondlniho soucinu ve V rozlifovat musime — ve V nenf orto-

gondlni soudin k vektort pii k # n — 1 definovén.
2K odvozeni vyuZijeme ndsledujicich vlastnosti vn&jsiho soucinu vektord a jeho souvislosti se sou¢inem

ortogondlnim.
Pfipomerime definici vnéjsiho soucinu:

Bud déna kladnd ortonormdini béaze prostoru V,,. Jsou-li a1, -+ ,a, € V,, a; = (a;1, - ain), 1 <1 < n,
pak vnéjsim soucinem vektorii a1, - - - , a,, nazveme nasledujici determinant:

a1y, “: 5 Qin

| @21, 0, A2p
[, - a,] =
Anpl, *° 5 Qnn

Dilezité je, Ze hodnota vnéjsiho soucinu nezdvisi na volbé baze - hodnota vyse uvedeného determinantu je
tdz ve vSech kladnych ortonormadlnich bazich (zkuste odvodit!). Pokud bychom pfesli k zaporné bazi (zménili

Vv

orientaci vektorového prostoru), nabyl by vnéjsi soucin danych vektord hodnoty opacné.
Pro souvislost vnéjsiho soucinu a Grammova determinantu plati:

[alv o ’an]2 = G(ala e ;an)-

voev s

Pro vztah mezi vnéjs$im soucinem a ortogonalnim soucinem plati:
Jsou-liay, --a,_1 € V,,pakajerovena; X ag X - -+ X a,_1, pravé kdyz Vx € V,, plati:

a1, -ap—1,X] =a-x.
Pfipometime, Ze vnéjsi soudin vektort v tfirozmérném prostoru se nazyva smiSeny soucin a plati tedy:

[a,b,c] = (axDb)-c.
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takze

(C = B)-n| =+/G(u,uy, - ,u, (C — B)).

Jak jsme jiz zdiraznili, je hodnota Grammova determinantu danych vektord tdz, af jiZ je
uvazujeme jako elementy zaméfeni prostoru S (se skaldrnim soucinem ©) a nebo zaméteni
prostoru & (se skaldrnim soucinem -).

Dosazenim (i) a (ii) do (2.11) dostdvame (jmenovatel zlomku je diky vlastnostem Gram-
mova determinantu nenulovy):

p(B,M) — \/G(ulau%” ©, U, (C - B)) (212)

G(u, - )

Predchozi uvaha byla provedena pro B ¢ M. Jestlize B € M, je jeho vzdalenost od
M nulova. Uvazime, ze B € M, pravé kdyZ C' — B ndlezi jeho zaméfeni, tedy jsou-li
up, Uy, -+, Ui, (C'— B) linearné zavislé. To znamend, Ze B € M tehdy a jen tehdy, kdyZ je
nulovy G(uy, uy, - -+ ,u, (C'— B)) —iv piipadé B € M vyjadiuje relace (2.12) vzddlenost
B od M.

Zjistili jsme, Ze nasledujici tvrzeni je platné:

Véta 2.3.5 Bud M = {C;uy,uy, -+ ,u} podprostor v E. Pak vzddlenost libovolného
bodu B od podprostoru M je ddna relaci (2.12).

Priklad 2.3.6 Urcete vzdalenost bodu () od podprostoru M, je-li v kartézské soustavé sou-
fadnic prostoru &, ddno:

Q=12,2,4,6],
727

[
M= {B;ul,UQ},B = []_ 3,4]7 u; = (2, 1,071), Uy = (171, ]., ].)

Reseni:
Vzdalenost vypocteme podle véty 2.3.5:

p(Q,M) _ \/G(u17u27 (Q — B))

G(ul,ug)
uiu; u;us ul(Q — B) 644
G(ug,uy, (Q — B)) = u;us UsUs w (Q — B) =|444| =16,
w(Q—B) w(Q-B) (Q-B)(Q-B)| [4146
G(u1,u2> _ uju; ujug _ 6 4 _ 8,
Uil UgUo 44

a tudiz

p(Q, M) = \/Tf =2
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Porovnejme tento vysledek se vzdalenosti zjiSténou dle definice 2.3.2. V ptikladu 2.2.9 jsme
zjistili, Ze kolmy pramét bodu @ je roven Q* = [2, 3,4, 5|. MiZeme proto psat:

p(Q,M) = p(Q,Q") = Q" = Q| = [1(0,1,0,1)]| = V2,

coz je prirozené vysledek shodny jako vyse.

2.3.2 Vzdalenost rovnobéznych podprostoru euklidovského prostoru

Vzhledem ke zptsobu zavedeni vzdalenosti bodu od podprostoru euklidovského prostoru
ocekdvame intuitivné platnost ndsledujiciho tvrzeni:*?

Véta 2.3.7 Bud'te M, N CC & anechi M || N. Pak pro kazdé body B,C € M plati:

p(B,N) = p(O,N)

Diikaz: Polozime-liu = C'— B, pak u € V(M), ajelikoz M || NV, tak u € V(N). Sestrojme
kolmé priméty B*, C* do podprostoru A/ a zkoumejme bod

M=DB"+u

s cilem ukazat, ze M = C*.
Pro vektor M — C' mZeme psat:

M—C=(M—-B)+(B"—C)=u+(B"—C) = (C—B)+(B*—C) = B*— B, (2.13)

«—
coz znadi, ze M — C L N, a proto ptimka M C m4 (neboi M € N — viz véta 2.2.8) s N
jediny spolecny bod, kterym je C*, a tudiz M = C*, nasledkem ¢ehoz z (2.13) plyne:

C*—-—C=B"-B,
a tedy pro vzdélenost B, C' od N dostdvame (viz definice 2.3.2):

Véta, kterou jsme pravé dokdzali, zaruCuje korektnost ndsledujici definice:

Definice 2.3.8 Budte M, N CC & anecht M || N. Pak vzddlenosti podprostoru M od
podprostoru N rozumime vzdalenost libovolného bodu z M od podprostoru N a znalime

jip(M,N).

22V uvedeném tvrzeni je diileZité, Ze M je rovnob&zné s N, nikoli naopak — uvaZte napf. piimku a rovinu -
zjistujeme-li vzdalenost bodd roviny od pfimky, tvrzeni neplati.
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K vypoctu vzdalenosti rovnobéZnych podprostort (pozor na poradi!) uzivame vztahti pro
vzdélenost bodu od podprostoru z predeslého odstavce.

Specidln€ pro rovnobézné nadroviny odvodime vztah, ktery je pro n = 2, 3 Ctenéii zndm
ze stfedni Skoly:

Véta2.3.9 Bud'te o, 8 C E rovnobéiné nadroviny dané v nékteré kartézské bdzi obecnymi

rovnicemi
a:ary + asxy + - + apx, + ag = 0,
ﬁ:aflxl +a2x2 + .- +afnxn+ bO :()7

pak plati:
|bo — ao|

VAt a2

p(a, B)

Diikaz: Pfedné pro normélové vektory n,, ng danych nadrovin plati:
al e Vie)=V(B) e V(e =V(B)" < [n, =g & n, =tng,t #0,

coZ znamend, Ze je mozné vybrat n,, ng tak, Ze n, = ng = n, a tudiZ lze bez Ujmy na obec-
nosti urcit libovolné rovnobézné nadroviny obecnymi rovnicemi tvaru uvedeného v dokazo-
vané vete.

Nyni zvolme libovolné Y € a, Y = [y1, -+, yn].
Pak dle definice 2.3.8 a disledku 2.3.4 obdrzime:

la1yn + agya + - -+ + anyn + bo|
pla, B) = p(Y, B) = —— :
vai+ai+---+a2

ajelikoZY € a,je a1y1+asys+- - -+a,y, = —ap, odkud jiZ bezprostiedné plyne dokazované
tvrzeni. U

2.3.3 Vzdalenost mimobéznych podprostoru euklidovského prostoru

V souladu s nasi intuitivni predstavou budeme zkoumat existenci takové dvojice bodl v
danych mimobéznych podprostorech, jejichZ spojnice je na oba kolmad, a jejich vzdélenost
nasledné porovname se vzdalenosti jakékoli dalsi dvojice bodl z uvedenych podprostort.

Definice 2.3.10 Bud'te M, N CC & mimobézné podprostory. Pak kazd4 jejich pricka
kolm4 na oba podprostory se nazyva osa mimobéznych podprostorii M a N'.

UvaZujme mimobé&Zné podprostory M = {B, U}, N' = {C, W}. Najit jejich osu zna-
mend najit pficku o, jejiz smérovy vektor s bude kolmy na M i NV, tj. pro néjz plati:

sLMAsIN&s L UAs L Wesec(UNnWhH) =(U+W)* (2.14)
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2.3 Vzdalenost podprostort euklidovského prostoru

Z téchto vektorli vybereme ty, pro néZ v souladu s vétou 1.4.24 pricka existuje, tedy vektory
s spliujici

(i) se (U+W +[C — B)),
(i) s ¢ (U + W).

Vzhledem ke skute¢nosti V = (U+W )@ (U+W )+ splituje kazdy vektor s vyhovujici (2.14)
podminku (ii) automaticky a nutnou a postacujici podminkou existence osy podprostort
M, N sméru [s] tedy je:

s€c ((U+W)r N (U+W +[C - B)). (2.15)

Kolik je sméra, jejichZ generdtor spliiuje (2.15)?
Podle Grasmannova vztahu miZeme psat:

dim((U+ W)t N (U+W+[C - B))) =
dim(U + W)+ +dim(U + W + [C — B]) — dim((U + W)L + (U+ W + [C — B])).

Pro jednotlivé dimenze plati:
e M, N jsou mimobéiné, tj. C' — B ¢ U + W (véta 1.4.17), a tudiz:

dim(U+ W + [C — B]) =dim(U + W) + 1,

e (U+W)+(U+W)t=V,(U+W)C (U+W +[C — B]), takze (U + W)+ +
(U+ W+ [C - BJ]) =V, .

dim((U+ W) +(U+W + [C — B])) =n,
o dim(U + W)t =n — dim(U + W).
Vzhledem k pravé uvedenému lze psat:
dim((U+W) N (U+W+[C—-B]) =n—dim(U+W) +dim(U+W)+1-n=1,
coz znamenad, ze podmince (2.15) vyhovuje prdvé jeden smér |s].

Zjisténé poznatky formulujeme jakoZto nasledujici vétu. Jeji odstavce 2, 3 vyplyvaji z
véty 1.4.24 (odstavec 3 Ize odvoditi z 2 a véty 2.3.7).
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KAPITOLA 2. Euklidovskd geometrie

Véta 2.3.11 Bud'te M, N libovolné mimobé&zné podprostory v . Pak plati:

1. kaZdd osa mimobéZnych podprostorii M a N” md smér [s] dany podminkou:
] = (VM) + V(N) N (VM) + V(N) + [C — B])),
kde B, C jsou libovolné body po fadé z M, N’;

2. jestlize V(M) N V(N) = {o}, existuje prdvé jedna osa podprostoric M a N.
V pFipadé, kdy V(M) N V(N) # {o}, je téchto os nekonecné mnoho a jejich
priseciky s M a N vyplituji navzdjem rovnobézné podprostory o zaméfeni V(M) N

V(N);

3. jsou-li oV 0® dvé osy danych podprostorii a oznacime-li P QW resp. P Q)
priiseciky osy o), resp. 02, po fadé s M a N, plati:

p(PY, QW) = p(P?, Q).

Vyjdeme-li z poznamky v tivodu tohoto odstavce, je pfirozené definovat vzdalenost dvou

mimobéznych podprostord zptisobem nasledujicim.

Definice 2.3.12 Bud'te M, N mimob&zné podprostory v &£, o jejich libovolna osa, P a
Q jeji pruseciky po fadé s M a N. Pak vzddlenosti podprostorii M a N rozumime &islo

oznacované p(M, N) a definované takto:

p(M,N) = p(P,Q).

Korektnost tohoto piistupu v pripadé existence spolecnych sméri danych podprostord

(a tim nekonecného poctu os) plyne z odstavce 3 véty 2.3.11.
Je tato definice specializaci obecné definice vzdélenosti dvou podmnozin M, N met-

rického prostoru definované nasledujici relaci?

p(M,N) = inf {p(X,Y)}.

YeN

Tuto otdzku nyni zodpovime.
Uvazujme opét mimob&zné podprostory M = {B, U}, N' = {C, W}. Zvolme libovolné&
—

R e M, S € N tak, aby RS nebyla osou téchto podprostord.
Bud déle o nékterd osa danych podprostort, P, Q jeji prise¢iky po fadé s M, . Pak:

R-S=(R-P)+(P-Q)+(Q—-25),
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2.3 Vzdalenost podprostort euklidovského prostoru

odkud skalarnim vyndsobenim obou stran vektorem (P — @) plyne:

(P=Q)R=5)=(P-Q)R-P)+(P-Q)(P-Q)+(P-Q)Q-5),

coz vzhledemk tomu, 26 R— P € U,Q — S € WaP —Q € U-N'WH (pro¢?), prejde ve
tvar:

(P=Q)R-95)=(P-Q)(P-0Q),
ktery Ize, oznac¢ime-li p = £(P — Q, R — S), déle psat:

1P =@l - IR = S| cosp = | P - Q|

neboli (P # Q)
p(R,S)cosp = p(P,Q). (2.16)

«—
Vzhledem k tomu, Ze RS neni osa, nejsou vektory P — (Q a R — S kolinedrni, a tedy ¢ ¢
{0,7},% ddle p(P,Q), p(R, S) > 0, takze 0 < cos p < 1. Z relace (2.16) tak plyne:

p(R,S) > p(P,Q),
coz formuluje nasledujici tvrzeni (s ohledem na definici 2.3.12):

Véta 2.3.13 Bud'te M, N mimobéiné podprostory v €. Pak pro libovolné body R, S
<

ndlezici po fadé M, N takové, Ze RS neni osou danych mimobéZnych podprostorii, plati:

p(R,S) > p(M,N).

Z véty 2.3.13 vyplyva, Ze definice 2.3.12 je konzistentni s obecné&jsi definici teorie met-
rickych prostort.

Priklad 2.3.14 V prostoru &, je ddna rovina o = {B; uy, uy}, piimka p = {C; w}, pfi¢emz
ve zvolené kartézské soustaveé souradnic plati:

B = [1727374]7 u = (1707 170)7 U = (070707 1)7
C=1[5324], w=(1,-1,0,0).

2Podrobnéji: Uvazujme nenulové vektory u, v (coZ zde plati).

Vyjdéme z vlastnosti Grammova determinantu: G(u,v) = 0, pravé kdyZ u, v jsou linedrné zavislé, tj. v
tomto pifpadé 3t € R,t #0: v = tu.

Na druhé strané:

G(u,v) = (uu)(vv) = (uv)? = [ul*[|v]* = ([ull|v]|cos £(u,v))* =
[ul?[[v[*(1 = cos® £(u,v)),

takze G(u,v) = 0, pravé kdyz cos® £(u,v) = 1, neboli £(u,v) € {0,7}.
Celkem jsme tedy ukdzali, Ze £(u, v) € {0, 7}, pravé kdyZ jsou u, v kolinedrni.
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KAPITOLA 2. Euklidovskd geometrie

Urcete vzdalenost p(p, ).

Reseni:

Znamym zpusobem zjistime, Ze p, & jsou mimobézné.

Uzitim véty 2.3.11 nalezneme smérovy vektor [s| osy mimobéznych podprostort p, a:

[s] = [uy, uy, w]* N [ug, uy, w,C — B.

V nasem piipadé je ovSem dimenze podprostoru [u;, uy, w,C' — B] rovna Etyfem, tj. tento
vektorovy podprostor je roven zaméfeni V' (&), a proto

[s] = [uy,uy, w]*.

Tento ortogondlni doplnék nalezneme vyfeSenim soustavy rovnic plynouci z nasledujici pod-
minky

xu; =0Axu, =0AxwW =0

obdrZime
[111, u2aw]l = [(17 17 _17 O)]7

takze za smérovy vektor osy lze vzit s = (1,1, —1,0).
Nyni bychom mohli nalézt osu uvedenych podprostorti, jakoZto jejich pricku majici smér
<
s] — viz podkapitola 1.4. Zjistili bychom, 7Ze 0 =PQ, kde P = [4,4,2.4],Q = [2,2,4,2]

jsou pruseciky osy o po fadé s p a «, takze dostavame (srv. definice 2.3.12):
p(p, Oé) = p(P, Q) = ||(27 2,-2, 0)” = 2\/5

Vzdélenost zkoumanych podprostort 1ze zjistit i jinak

Patrné nadrovina v; uréen4 bodem C' a normdlovym vektorem s obsahuje piimku p**, a ddle
nadrovina v, ur¢end bodem B a opét normédlovym vektorem s obsahuje rovinu «. S témito
podprostory obsahuji uvedené nadroviny i priseciky osy s témito podprostory a proto:

p(p> a) = 10(1/1’ V2)'

Nadroviny vy, /5 jsou rovnobé€zné, a proto p(vy,v,) = p(C, ) (srv. definice 2.3.8) a diky
véte 2.3.3 konecné plati:

to v naSem pripad¢ znaci:

(4,1, -1,0)(1,1,-1,0)] 6
p(p, @) = = — =23,
(1,1, -1,0) V3

coz je ovSem v souladu s pfedchozim postupem. Situaci znidzorfiuje obrazek 2.3.1.

BXep=>X-Cec[w]=X—-C Ls(nebots L w)= X €.
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P [

Obr. 2.3.1

Uved me jest€ dal$i moZnost vypoctu, kde nebude nutno nalézt ani smér osy. Je ziejmé,
Ze zkonstruujeme-li podprostor a:

a={B;V(a)+V(p)},

plati pro néj:

aCaAp|a.

To ovSem znaci, ze pruseCik osy o a a leZi v @, a tedy

p(p, ) = p(p, @) = p(C,@))

a k vypoctu p(C, @) uzijeme relace (2.12).

2.4 Odchylka podprostoru euklidovského prostoru

V této podkapitole si vS§imneme pouze odchylky pfimky ¢i nadroviny od podprostoru li-
bovolné dimenze a odchylky dvou nadrovin. Odchylkami podprostort jinych dimenzi se
zabyvat nebudeme.”

23Zabyvat se tedy budeme — s ohledem na uréeni textu — odchylkami podprostor objevujicich se ve $kolské
matematice a v technické praxi.

Definici odchylky podprostorii obecné dimenze uvddime jen pro tplnost: Jsou-li M, N CC &, pak jejich
odchylkou rozumime &islo oznafované £ (M, N) a definované takto:

(@) jestlize V(M)NV(N) = {o}:
LM,N) = inf {£(x,¥)}
x € V(M)
yeVN)
X,y #0

Qi) jestlize V(M) N V(N) £ {o}, M [f M, N |y M:
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Definice 2.4.1 Bud'te p, g pfimky euklidovského prostoru £. Nechi u, v jsou libovolné
smérové vektory po fadé piimek p, q. Pak odchylkou primek p a q rozumime ¢islo oznaco-
vané £(p,q) € <O, %ﬂ a definované takto:

u-vi

£(p,q) = arccos ———-.
[ul[fIv]

Poznamka 2.4.2
e Proz € (0,1) existuje ¢ € (0, 17) tak, Ze cos ¢ = z, tudiZ ke kazdé dvojici pfimek
Ize pfifadit dhel z intervalu (0, 17).

e Z vlastnosti normy redlného ndsobku vektoru a vlastnosti skalarniho sou¢inu bezprostredné
plyne, Ze odchylka pfimek nezavisi na vybéru jejich smérovych vektorti — definice je i
v tomto ohledu korektni (ovéite!).

e Uvédomme si rozdil mezi odchylkou smérovych vektord,” ktera je v rozmezi (0, 7) a
odchylkou pfimek, kterd je definovana jako dhel ostry nebo pravy.

Nyni pfirozenym zptisobem zavedeme odchylku piimky od podprostoru euklidovského
prostoru.

Definice 2.4.3 Bud'te p pifmka a M podprostor v £. Pak odchylkou piimky p od podpros-
toru M rozumime ¢islo oznacované £ (p, M) a definované takto:

1. Je-lip L M, klademe £ (p, M) = Lx,

2

2. Neni-li p L M, klademe £ (p, M) = L(p,p*).

AM,N) = inf {4L(x,y)}
x € V(M) N (V(M)NV(N))*
y e VIN) N (VM) NV (N))*+
X,y #0

(iii) jestlize M || M nebo N || M: L(M,N) = 0.

Ukolem pro &tendie je ovéfit, zda nami probirané specialni piipady odchylek jsou s touto obecnou definici v
souladu.

u-v

26 1, .
Tj. ¢islem arccos EREE
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Poznamka 2.4.4
e Z definice plyne, Zze £(p, M) € (0, ir).

e Je-li M piimkou, je definice 2.4.3 v souladu s definici 2.4.1? Podle véty 2.2.11 je
kolmym primétem p, kterd neni na M kolma, pifimka, tedy v tomto pfipadé je p* = M
a definice 2.4.1 a 2.4.3 jsou v souladu. V pfipadé p L M je primétem jednobodova
mnoZina — ani zde kolize nenastava.

Jaké hodnoty nabyva odchylka pfimky od podprostoru s nimz je rovnobézna? Na zakladé
nazoru ofekavame platnost néasledujiciho tvrzeni:

Véta 2.4.5 Bud'te p piimka a M podprostor v . Pak plati, Ze pFimka p je rovnobéZnd s
podprostorem M, pravé kdyZ £(p, M) = 0.

Diikaz: Obé strany ekvivalence ziejmé vylucuji ptipad p L. M — p* je tedy pfimkou.
Oznaéme s smérovy vektor piimky p a s* jejitho kolmého primétu do M.
Jestlize s € V(M), néleZ i priiniku (V (M)* + [s]) NV (M), coZ je zaméfeni pfimky p*
(vizveéta2.2.11),atudiz It € R,;t A0 : s = ts*.
Obréceng, jestlize 3t € R, t # 0 : s = ts*, pak evidentné s € V(M).
Zjistili jsme tedy, Ze plati:

JHeRt#£0: s=ts" s V(M)<p| M. (2.17)
Na druhé strané ziejmé plati (viz definice 2.4.1, 2.4.3):
L(p,M) =0« L(s,s") € {0,7}. (2.18)

V dikaze véty 2.3.13 jsme ukazali, Ze kolinearita nenulovych vektord je ekvivalentni tomu,
Ze jejich odchylka je 0 nebo 7. UZitim tohoto faktu dostdvame z (2.17), (2.18), Zze p || M,
pravé kdyz £(p, M) = 0. O

Jsou-li na pfimce p dany dva body, je uzite¢né znat vztah mezi jejich vzdalenosti (skutecnd
délka uisecky) a vzdalenosti jejich kolmych praméta (délka priimétu visecky) v zavislosti na
odchylce pifimky od daného podprostoru.

Necht je v € déna pfimka p a podprostor M. Zvolme na pfimce p libovolné dva body
P, (). RozliSme tfi ptipady:

i) P=0Q;
(i) P #Q,p L M;
(i) P#Q,~(p L M).
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V piipadé (i) je P* = Q*, tudiz p(P, Q) = p(P*,Q*) = 0.
V piipadé (ii) je dle véty 2.2.11 P* = Q*, tj. p(P, Q) # p(P*,Q*) = 0. Déle £(p, M) = %ﬂ'.
Vénujme se nyni piipadu (iii):
Pro vektor () — P lze psat:
Q-P=(Q-Q)+(Q - P)+ (P —P).

Uvazime-li, ze () — P je smérovym vektorem p a Q* — P* smérovym vektorem jejiho primétu
p*, pro odchylku £ (p, M) plati:

E3 —P *_ p*
cos £(p, M) = cos £(p, p*) = % _

(Q=Q)+H(Q" =P+ (P*—P))(Q"—P")| _

- [Q—PIIQ*—P~]|
_ (Q=@)(Q =P +H(Q*=P*)(Q" =P")+(P*=P)(Q*—P")| (*)
[Q—PIQ*—P]]
_ M@ =PH@Q =P _ _ Q*=P*>  _ p(P*.Q%)
IQ—PI[IQ*—P*] Q—PITQ*—P]] p(PQ)

kde jsme v rovnosti (¥) vyuZili faktu, Ze Q) — Q*, P — P* jsou kolmé na podprostor M.
VSechny tfi pfipady jsou pokryty ndsledujici vétou.

Véta 2.4.6 Bud'te p piimka a M podprostor v €. Pak pro libovolné body P, () piimky p a
jejich kolmé priuméty do podprostoru M plati:

p(P*, Q") = p(P, Q) cos £(p, M).

UvaZujme nyni v £ pfimku p a nadrovinu «. Nelze z odchylky smérového vektoru piimky
p a normdlového vektoru nadroviny « urdit odchylku pfimky od nadroviny? Odpovéd je

nasledujici:
Véta 2.4.7 Bud'te p pFimka a o nadrovina v €. Je-li n libovolny normdlovy vektor nad-
roviny « a s libovolny smérovy vektor primky p, pak plati:

. |s-n]
£(p,a) = arcsin ————.
7 Is]] {nl]

Diikaz: V piipadg, kdy p || «, je £(p, a) = 0 a véta plati (pro&?). Necht déle p |J a.

Zvolme na piimce p libovolné dva rizné body P, (). Spoctéme odchylku piimky p od
nékteré normaly n nadroviny o — smér piimky 7 je uren napf. vektorem (Q) — Q*) — (P —
P*) =n (p |f o atudiZ n # o). Smér pifimky p uréuje napf. vektor ) — P.
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Q/p

n=(Q-Q*)- (P-P*)

Obr. 2.4.1

Pro vektor () — P lze psat:
Q-P=Q-Q)+(Q"—P)+(P"—P)=n+(Q" — P, (2.19)

tudiZ pro odchylku £(p, n) dostavame:

_ [(Q@=P)yn| _ |(n+(Q*~P))n| _ |nn+(Q*—P*)n| (*)
cos £(p, 1) = G Pl = =Pl = To-Plll  —
_ _lnn[  _ |2 _ |n]
1Q—Pml — T@—PlMa] — TQ—PJ’
tj.
]
cos4(p,n) = ———, (2.20)
p(P, Q)

kde jsme v rovnosti (*) vyuzili faktu Q* — P* € V(o) an L V(a).
Nyni zkoumejme sinus odchylky £(p, «), coZ je ¢islo nezaporné (proc¢?), a lze tudiz psat:

sin £ (p, o) = \/1 —cos? £L(p, a) @ /1 _ pi(;(’;g)*) _

_ \/ﬂQ(PyQ)—pQ(PﬁQ*) _  [IQ=P|2-]|Q*—P]| _
p?(P,Q) p2(P,Q)

_ \/(Q—P)(Q—P)—(Q*—P*)(Q*—P*) () [In]|?
PA(P,Q) p%(P,Q)’

{.

sin £ (p, a) = (2.21)
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kde jsme v rovnosti (a) uzili vétu 2.4.6 a v rovnosti (b) nasledujici dpravy plynouci z (2.19):

(@-P)(Q@-P)=n+(Q —P))(n+(Q —P))=
=0’ 4 2n(Q" - P +(Q" - P)(Q" — P) =
=n’+(Q" - P)(Q - P).

Z rovnosti (2.20) a (2.21) vyplyva dokazované tvrzeni. U

Zabyvejme se nyni odchylkou pfimky od podprostoru libovolné dimenze. Pokusme se
pro stanoveni této odchylky vyuzit vétu 2.3.5 umoznujici zjistit vzdalenost bodu od takového
podprostoru.

Necht je tedy dan podprostoru M a pifmka p, kterd na néj neni kolmd. Zvolme na pfimce
p dva rtizné body P, Q. Uvazujme nyni podprostor M’ = {P;V(M)}. Je ziejmé, Ze pod-
prostory M, M’ jsou rovnobé€znymi podprostory téZe dimenze a vzhledem k vété 2.2.14
proto plati:

L(p, M) = L(p, M). (2.22)

Sestrojme nyni kolmé pruméty P*, Q* po fad€ bodu P, () do podprostoru M’ (zfejmé P* =
P). V souladu s vétou 2.4.6 obdrzime:

P* *
cos £(p, M') = %

Muzeme tedy psat:

-2 _ 2 _ (P*Q")? _ p(PQ?—p(P*.Q")? _ p(PQ)?*—p(PQ")?
sin” £ (p, M) = 1 —cos® L(p, M') = 1 = Elparm = 5= 500 = mer

PiepiSeme-li relaci (2.7) pro body P, Q, Q*, mdme p(P,Q)? — p(P,Q*)* = p(Q,Q*)?, a
tudiz pro odchylku £(p, M’) dostadvame:

*\2
Sin24 7M/ — p(Q?Q ) 7
M) p(P,Q)?
o (@, Q) _ p(@Q M)
. P, P,
sin £ (p, M') = = . (2.23)
M=) T Q)
Oznacme (uy, - -- ,uy) elementy baze zaméfeni podprostoru M’ (j. i M) a polozme s =

@ — P. Pak s vyuzitim relace (2.12) z véty 2.3.5 a vztahu (2.22) dostavame z (2.23) hledanou
formuli pro odchylku pfimky p od podprostoru M:

£(p, M) = arcsin VG, us) (2.24)

Isllv/Gluy, -+ )

Odvodili jsme tak platnost nasledujici véty:

Véta 2.4.8 Bud'te p primka a M podprostor v €. Je-li s smérovy vektor pfimky p a
(uy, - -+ ,uy) bdze zaméreni podprostoru M, pak odchylka £ (p, M) je ddna relaci (2.24).
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Definujme nyni odchylku nadroviny od podprostoru libovolné dimenze.

Definice 2.4.9 Bud « nadrovina v &, n,, jeji libovolnd norméla. Necht déle M je podpros-
tor v £ a B jeho libovolny bod. Pak odchylkou podprostoru M od nadroviny o rozumime
¢islo oznacované £ (M, «v)a definované takto:

A(M,a) = £(ng, M*(B)).

Obr. 2.4.2

Poznamka 2.4.10 Je tieba prozkoumat zavislost odchylky £ (M, «) na vybéru bodu B €
M.

Jsou-li B,C dva rizné body, jsou M*(B), M*(C) zfejm& dva rovnob&zné podprostory
téze dimenze, a tudiz kolmy primét pfimky n, do M=*(B) je dle véty 2.2.14 rovnob&zny

s kolmym primétem n, do M=*(C), odkud bezprostiedné vyplyva, ze £ (n,, M*+(B)) =
A (ng, M*H(C)), coz znamend, Ze odchylka £ (M, o) nezdvisi na vybéru bodu B v definici 2.4.9,
a tato definice je proto v tomto ohledu korektni.

Poznamka 2.4.11 V piipadé, kdy M je piimka, je jiZ jeji odchylka od podprostoru zavedena
definici 2.4.3 a je nutno tedy provéfit, zda je s tim definice 2.4.9 v souladu.

Je-li M pifmkou, je M~ (B) nadrovinou, jejiZ normélou je pravé piimka M. V souladu
s vétou 2.4.7 1ze pro odchylku pifimky M od nadroviny «, jakoZ i pfimky n, od nadroviny
ML (B) psat:

cos £ (M, a) = sin £(M,ny) A cos £(ng, M*(B)) = sin £ (M, ny),

odkud vyplyvé rovnost odchylek £ (M, ) a £(n,, M*(B)), coz znamend, Ze odchylka
L(M, @) urcend dle definice 2.4.3 je tdz, jako odchylka urcend dle definice 2.4.9, ktera je
tedy korektni.
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Nechf méme dany dvé nadroviny «, 3, bod B € (3. Dle definice 2.4.9 je odchylka £ (3, &)
rovna odchylce n&které normély n,, od podprostoru 34(B), coZ je viak jedna z normdl ng
nadroviny (3. Plati proto tvrzeni ndsledujici:

Véta 2.4.12 Bud'te o, 8 nadroviny euklidovského prostoru €. Necht n,, ng jsou libovolné
normdly po radé nadrovin o, 3. Pak plati:

L(a, B) = £(ng, ng).

Vzhledem k tomu, Ze smérovym vektorem kazdé normaly dané nadroviny je normalovy
vektor této nadroviny, dostdvame tento dusledek véty 2.4.12 (pro n = 2,3 Ctenafi jisté
znamy):

Dusledek 2.4.13 Bud'te «, 5 nadroviny euklidovského prostoru €. Necht n,,, ng jsou libo-

volné normdlové vektory uvedenych nadrovin (po radé). Pak plati:

In, - ng|

[l | sl

£(a, B) = arccos

Priklad 2.4.14 Urcete odchylku piimky p od podprostoru M, je-li v kartézské soustavé
soufadnic prostoru &£, dano:

b= {Qa S}’ Q - [27274—76]7 5= (27 _]-707 _1)7
M = {B;u,w}, B=1[1,2,3,4], w; = (2,1,0,1), us = (1,1, 1, 1).

Reseni:
V souladu s definici 2.4.3 nejprve nalezneme kolmy primét p* piimky p do M, coZ jsme
ucinili v prikladu 2.2.15:

p*={[2,3,4,5],(1,0,—1,0)}.

ek ( )( )|
2,—1,0,—-1)(1,0,—1,0 2
L(p, M) = £L(p,p*) = arccos T s = ,
)= <b7) 1(2,=1,0,=D[[I(1,0,=1L,0)| V12

takze

£(p, M) = arccos \/Tg

[lustrujme jeste platnost véty 2.4.6:
V piikladu 2.2.15 jsme ukazali, Ze pro kolmé priméty bodu ), R € p plati:

Q:[2’27476]7 R:[4717475]7
Q" =1[2,3,4,5], R* =[3,3,3,5],
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takze

Q,R)= I
p(Q *73*)=||( ,~1,0)]| = v2.

Jak vidime, opravdu p(Q*, R*) = % (Q, R).

Dle véty 2.2.13 je kolmy primét p* piimky p do M roven priniku M N M-*(p), kde pod-
prostor M= (p) je roven {Q, V(M)* + [s]}.
V prikladu 2.2.9 jsme nalezli V (M)*:

VM)t =[(0,-1,0,1),(1,-2,1,0)],

takze
MJ_<p) = {[27 274’ 6]7 (0’ _1’ 07 1)7 (27 _27 17 0)7 (27 _17 07 _1>}

Nyn{ standardnim zpsobem vySetiime prinik M N M= (p) a zjistime, Ze
p*={[2,3,4,5],(1,0,—1,0)}.

Ke stejnému vysledku dojdeme nalezenim kolmého primétu bodd @ a R = ) + s — stejné
jako v ptikladu 2.2.9 bychom zjistili:

Q" =12,3,4,5], R* =3,3,3,5].

—
Je patrno, Ze skutecné p* =Q* R*.

2.5 Objem simplexu

Piipomenime, Ze pojem simplexu byl definovéan v podkapitole 1.7. V této podkapitole budeme
definovat objem simplexu, pomoci néhoz lze urcit objem jakéhokoli utvaru, ktery 1ze chipat
jako sjednoceni simplext ur¢itého rozméru, a kone¢né i objem tutvart, které 1ze povazovat za
sjednoceni infinitezimalnich simplexa.

Definice 2.5.1 Bud din k-rozmérny simplex v £,°’o vrcholech By, By, - - - , By,. Pak ob-
jemem nazyvame Cislo V' definované takto:

V= %‘[31_80732_307”' 7Bk’_BO]|

Objem 1-rozmérného simplexu nazyvame délka, objem 2-rozmérného simplexu nazyvame
obsah.

?TPfedpoklad je korektni, nebof simplex rozméru k je obsaZen v (jediném) afinnim (tedy i euklidovském)
podprostoru dimenze k (srv. poznamka 1.7.22 plynouci z véty 1.7.14).

Prirozené vSak miiZzeme uvazovat v daném euklidovském prostoru & i simplexy nizsi dimenze, nez je dim €.
V tom piipadé vSak vnéjsi soudin vektorti uvazujeme nikoli v £, ale v onom podprostoru £’ uréeném vrcholy
simplexu — jeho dimenze odpovidd dimenzi simplexu a piislus$ny vn&jsi soudin je tedy v £’ definovan.
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Uvazujme jednorozmérny simplex o vrcholech By, By —tj. isecku By By (srv. véta 1.7.25).
Pak pro jeho délku V' dle definice 2.5.1 dostavame:

V = (B, — Bo)| 2 /G(B1 = Bo) 2 /(B1 = Bo)(Br — Bo) = /[ Bi = Bol? =

= ||B1 — Byol| = p(Bo, B1),

pfi¢emz dpravy (x) jsou zaloZeny na vlastnostech vnéjsiho soucinu a Grammova determi-
nantu citovanych v dikazu véty 2.3.5.
Plati tedy:

Dusledek 2.5.2 Bud'te By, By libovolné body v E,,,n > 1. Pak délka iisecCky By B je rovna
vzddlenosti bodu By, B;.

Poznamka 2.5.3

1. Dvojrozmérny simplex je trojihelnikem. Zjistéme, zda jeho obsah, vyplyvajici z definice 2.5.1
odpovida obsahu trojihelnika tak, jak jej Ctenar zna ze stiedoskolské matematiky.

Uvazujme tii linedrné nezavislé body By, By, By v £ CC &,,. Pak miZeme psat

V = 5|[Bi1—Bo, B~ By]| = $3/G((Bi—Bo), (Bo—By)) =

= 51/ ((Bi—By)(B1—By))((By—By)(Ba—By) )~ ((B1—Bo)(B:—By))? =

= 3/ [|B1—Bo]?[| Bo— Bo|]>—|| Bi—Bol[?|| By— By |? cos? £((B1— By ) (B2 —By)) =

=31 B1—Bolll| By—Bol|y/1— cos? £((B1—By)(By—By))=
= 30(Bo, B1)p(By, Ba)| sin £((B1—Bo)(B2—By))|,

kde byly vyuZity jiZ zminéné vlastnosti vnéj$tho soucinu, Grammova determinantu a
ddle vztah pro tihel dvou vektori?® a oviem téZ definice vzdalenosti dvou bodi.

Zjistili jsme, Ze obsah trojithelniku o vrcholech By, By, B je roven
1 .
5P(Bo. B1)p(Bo, By)|sin £((By — Bo)(Bz — Bo))l,

coz je oCekavany vysledek.

2. Ttirozmérny simplex je Ctyistén. PfesvédCme se, zda jeho objem vyplyvajici z definice 2.5.1
odpovida objemu Ctyfsténu zndmému Ctenafi ze stfedoSkolské matematiky.

Hu-v = [uf[v] cos £(u,v)
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Necht jsou déany Etyfi linedrné nezéavislé body By, By, Bo, B3 v &5 CC &,,. Pak miZeme
psat (v upravach opét vyuZzijeme citovanych vlastnosti vnéjsiho a ortogonalniho souci-
nu):

V = %|[B1 — By, By — By, B3 — Byl| = %|((B1 — By) x (By — By)) - (B3 — By)|.

Vektorovy soulin v = (B — By) X (By — By) predstavuje normalovy vektor roviny 7
ur¢ené linedrné nezavislou trojici bodd By, By, By v prostoru £’. Pro jeho normu plati:

Iv]] = [|(B1 — Bo) x (B> — Bo)|| = /G((B1 — By), (B2 — By)),

coZ dle odstavce 1 predstavuje dvojndsobek obsahu trojihelnika ByB; B, (pro¢?).>
Pro vzdélenost p(Bs, 7) plati (srv. véta 2.3.3):

|(B3 — By) - v
vl

P (B3a 7T) =
S ohledem na praveé uvedené lze pro objem dotéeného Ctyfsténu dale psat:

V=§lv(Bs = Bo)l = glIvll - p(Bs, ) = 5 (3lIVIl) p(Bs, 7).

6

takZe oznacime-li P obsah trojuhelnika By BBy (obsah podstavy Ctyrsténu) a sym-
bolem v vzdalenost bodu Bz od roviny podstavy 7 (vyska ctyFsténu), zjistujeme, Ze
objem ctyrsténu o vrcholech By, By, Bs, B3 je roven

1
§P'U,

coz je opét o¢ekavany vysledek.

Priklad 2.5.4 V prostoru &; jsou dany body A, B, C' ve zvolené kartézské soustavé souradnic:
A=[1,2,3], B=[1,3,3], C =[1,2,4].
Urcete objem trojihelnika ABC.

Reseni:
Podle definice 2.5.1 1ze psat:

V= gll(C = A)(B - A)|.

Uvedeny vnéjsi souCin méd smysl toliko v prostoru dimenze 2, tj. v roviné urené body
A, B,C. Jednou z moznosti pro jeho vycisleni je zavést v této roviné kartézskou bazi, v
ni vyjadfit soufadnice bodi A, B, C' a pak urcit hodnotu uvedeného vnéjsiho soucinu (jako
determinant matice typu 2 x 2 sestavené ze souradnic uvedenych vektord — promyslete si!).

PToto zjisténi predstavuje geometricky vyznam velikosti vektorového soucinu. Jaky vyznam lze tedy pfisoudit
obecné velikosti ortogondlniho soucinu?
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Tento postup vSak neni nutny, nebof pro stanoveni absolutni hodnoty vnéjsiho soucinu lze
uzit jeho souvislosti s Grammovym determinantem dotCenych vektord (skalarni soucin v
roviné bodli A, B, C' je jen restrikci skalarniho soucinu v &3, tj.:

[(C = A)(B - A)| = VG((C ~ A)(B - 4)) =

coz vzhledem k tomu, ze C' — A = (0,0,1), B— A = (0,1,0), je rovno 1. Obsah daného
trojihelnika je roven .

Obsah muzeme téZ zjistit uzitim vyse uvadéné vlastnosti vektorového soucinu V' =
31(C = A) x (B - A).
Nejprve vypocéteme vektorovy soucin (C'— A) x (B — A):

001
(C—A)x(B=A)=|010]|=—e,

€ € €3

mé tedy soufadnice (—1,0, 0), obsah je tedy (shodn& jako vy3e) roven 3.
Dalsim z moznych zptisobt je vypocet dle vztahu z poznamky 2.5.3.

2.6 Shodna zobrazeni

Zaveérem kapitoly 2 si — podobné jako v kapitole 1 — v§imneme jistého typu zobrazeni mezi
euklidovskymi prostory, zvlasté pak téch, kterd jsou bijekci euklidovského prostoru na sebe
(shodnosti) a tvoti (vzhledem ke skldddni ) grupu (pomoci niZ by v duchu Kleinova principu
bylo mozné euklidovskou geometrii vybudovat). Tak jako v ptfipadé afinnich zobrazeni v
podkapitole 1.8 se i v pripadé shodnych zobrazeni omezime jen na jejich zdkladni vlastnosti.

Definice 2.6.1 Bud'te £, £’ euklidovské prostory. Zobrazeni f : £ — £’ se nazyva shodné
zobrazent, jestlize pro kazdé dva body B, C' € & plati:

p(f(B), [(C)) = p(B,C).

Piimo z definice plyne, Ze kazdé shodné zobrazeni je prosté. Skutecné — pokud by existo-
valy body B, C € &£ s vlastnosti

B#CNf(B) = f(C),

platilo by
p(B,C) #0Ap(f(B), f(C)) =0,
coZ by byl spor s definici 2.6.1.
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UkaZme déle, Ze kazdé shodné zobrazeni je afinnim zobrazenim.
Bud'te B, C, D tii kolinearni body a necht jsou oznadeny tak, Ze bod D leZi mezi body B, C,
tedy D € BC. Oznacime-li t = (B, C, D), pak (s ptihlédnutim k pozndmce 1.6.7) plati:

D—-—B=t(D-C)At<0 (2.25)
Protoze D € BC, plati dle véty 2.1.5:
p(B, D)+ p(D,C) = p(B,C),
tudiZ z definice 2.6.1 plyne.

p(f(B), f(D)) + p(f(D), F(C) = p(f(B), F(C)),

coz (opétovné dle véty 2.1.5) implikuje, ze f(D) € f(B)f(C), odkud vyplyva kolinearita
obrazii bodi B, C, D a nebof [ je prosté, jsou tyto obrazy navzdjem rizné a existuje proto
e R, t' = (f(B), f(C), f(D)), . plati (s pfihlédnutim k poznamce 1.6.7):

f(D) = f(B) = t'(f(D) = f(C)) A" <0. (2.26)
Z relace (2.25) vyplyva
p(B, D) =D = B| = [t||D - C|| = |t[p(C, D),

a proto

p(f(B)f(D)) = [tlp(f(C), f(D)).
Na zakladé (2.26) vSak souCasné

p(f(B)f(D)) = [t'|p(f(C), F(D)),
a jelikoz jak body B, C, D, tak jejich obrazy jsou navzajem rtizné, musi platit

|t = [¢].

Znaménka ¢, t' jsou taz, a tedy ¢t = ¢/, neboli

(B,C, D) = (f(B), f(C), f(D)).
Plati tedy nésledujici véta:

Véta 2.6.2 KaZdé shodné zobrazeni je prostym afinnim zobrazenim.

Nutnou podminkou pro existenci shodného zobrazeni £ do £’ je tedy dim & < dim &'.
Nyni si v§imneme vlastnosti homomorfizmu ¢ asociovaného ke shodnému zobrazeni f.
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Véta 2.6.3 Bud [ afinni zobrazeni | : £ — &', ¢ jeho asociovany homomorfizmus. Pak

Jjsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. afinni zobrazeni f : £ — &' je shodné,

2. ¢ zachovdvd délku vektorii —tj. Yu € V : ||u|| = ||¢(u)

’

3. @ zachovdvd skaldrni soucin —tj. Yu,v € V : u-v = p(u) - p(v).

Diikaz:
e Protoze p(B,C) = ||C — B||, je ekvivalence podminek 1 a 2 zfejma.
e Uvazme nasledujici identitu platnou ve vektorovych prostorech se skaldrnim souc¢inem:
(x +y)(x+y) =xx+2xy +yy,
odkud pro libovolné u, v € V plyne:
lu+v|? = [[ul’ + 2uv + ||v|7?, (2.27)

a o) + o) = lle@)* + 2e(w)e(v) + o).

ProtoZe ¢ je homorfizmus, je ¢(u) + ¢(v) = p(u+ v), a druhd rovnost piejde ve tvar:

le(u+v)II* = le@)* + 20(u)e(v) + (V)| (2.28)

Pokud ¢ zachovava délku vektort (tj. 2), plati:

le()lf = [hull, eIl = IV, llp(a+v)[[ = [lu+v].

Porovnéanim (2.27) a (2.28) obdrzime:

p(u)e(v) = uv,
c0Z znamena platnost 3.
Necht ¢ zachovéva skaldrni soucin (tj. 3). Pak ziejmé pro kazdy u € V plati:

[l = u-u=pu) - pu) =[lp@)]

a jelikoz ||ul|?, ||[¢(u)[|* > 0, médme:

[ull = [le(u)ll,
¢ili platnost podminky 2.
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g

Naskyta se nyni otdzka, jakou vlastnost ma matice afinniho zobrazeni v ptipadé, Ze jde o
zobrazeni shodné.

Bud [ afinni zobrazeni & — £’ a ¢ jeho asociovany homomorfizmus.

Zvolme v £ afinni bazi B = (P;eq, - ,e,).
Pro libovolné x,y € V,x = (1,22, ,Z3)8,» Y = (Y1,Y2,* " * , Yn)B,» SHadno odvodime:

X'y= Zszyj(el . ej).
i

ProtoZe ¢ je homomorfizmus, obdrZime:
p(x) = zip(er), oly) =Y yiple)),
i=1 j=1

a tudiz
n n

p(x)p(y) =D zyple)p(e;).

i=1 j=1
Odtud je zfejmé, Ze  zachovava skaldrni soucin, praveé kdyz jej zachovava pro bazové vek-
tory z V, tj. plati-li

e -e; =p(e) ple;), 1 <i,j<n.
Studujme nyni vlastnost matice afinniho zobrazeni f vzhledem ke kartézskym bazim.
Nechf Ay = (aij)nm je matice asociovaného homomorfizmu ¢ vzhledem ke kartézskym
bazim B prostoru £ a C prostoru £’. Prvky béze B jsme jiZ ozna&ili, necht déle C = (Q;d, - - -

: adm>
Pak plati pro libovolné 7,5 = 1,--- ,n:

ple)p(e;) = (Z aikdk> (Z ajsds) = > > aiajsdrds =
k=1 s=1 k=1 s=1
= > D QikjsOks = Y QG-
k=1 s=1 k=1

Odtud je patrno, Ze p(e;)¢(e;) = e;e; (tj. f je shodné zobrazeni), prave kdyz

Z Qi G = (51] (229)
k=1

m
ProtoZe &islo Y a;a;y, predstavuje prvek na pozici (7, j) soudinu matic Ag-A{’, znamend (2.29),
k=1

7e AO . Ag = E.
Dokézali jsme tedy nasledujici vétu:
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Véta2.6.4 Bud [ : E — & afinni zobrazeni, Ay matice jeho asociovaného homomorfizmu
vzhledem ke kartézskym bdzim prostorii €,E'. Pak je zobrazeni [ shodnym zobrazenim,
pravé kdyz’

Ay Al =E.

Afinn{ zobrazeni f : &, — &/ je dle véty 1.8.9 jednoznacné urceno zaddnim obrazt
Qo, Q1,- -+, Q, linedrné nezavislé n + 1-tice bodt By, By, -+ , B, z €.
Je-li fshodnym zobrazenim, pak pro kazdé ¢, 7, 1 < i, < n musi platit

p(Bi, Bj) = p(Qi, Qj)- (2.30)

Je otdzkou, zda tato podminka je i postacujici podminkou pro to, aby f bylo shodnym zo-
brazenim. V souladu s vétou 2.6.3 bude f shodnym, jestlize k nému asociovany homomor-
fizmus ¢ bude zachovavat skalarni soucin vektort, pficemz, (jak jsme ukazali v odvozeni
véty 2.6.4) postaci, zachova-li jej pro vektory nékteré baze V, za kterou miZeme vzhledem
k linearni nezavislosti bodd By, By, - - - , B, vzit vektory

By — By, By — By -+, By — Bo.
V dikazu véty 2.6.3 jsme odvodili nasledujici implikaci, Vu,v € V :

(el = [ulf Aol = IVl Allea+ V)| = lu+v]) = p(a)e(v) = uv. (2.31)
Zvolme nyni libovolné 7,7 = 1,--- ,n a poloZme u = B; — By av = B, — B;. Pak
diky (2.30) evidentné ||p(u)|| = ||u| a ||¢(Vv)|| = ||v|| (pro¢?) a protoze u + v = B; — B,
tak téZ ||p(u + v)|| = [[u + v||. Z (2.31) tedy vyplyvd, Ze

p(Bi — Bo)p(Bo — Bj) = (Bi — Bo)(Bo — Bj),
protoZe vSak ¢ je homomorfizmus, plati také

¢(B; — Bo)p(Bj — Bo) = (Bi — By)(B; — By).

Souhrnné feceno, ukazali jsme, Ze spliiuje-li zobrazeni f podminku (2.30), zachovava jeho
asociovany homomorfizmus ¢ skaldrni soucin, a tedy f je zobrazeni shodné.
Plati proto nasledujici tvrzeni, zvané téZ véta o uréenosti shodného zobrazeni:*!

3Determinant matice A, v pfipadé shodného zobrazeni je roven 1 nebo —1. Nejde viak o podminku
postacujici (proc?).

31Vzhledem k symetrii metriky p postaci podmince (2.30) podrobit jen ty dvojice bodd, v nichz i < j, a
jelikoZ pro ¢ = j je podminka trividlni, 1ze pfedpoklad ekvivalence formulovat tak, jak ¢ini ndsledujici véta.
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Véta 2.6.5 Bud'te By, By, - -+ , B, libovolné linedrné nezdvislé body prostoru &,
Qo, Q1, - -+, Qy libovolné body prostoru E! takové, Ze:

Pak existuje prdvé jedno shodné zobrazeni f : £ — &' s vlastnosti

Definice 2.6.6 Shodné zobrazeni euklidovského prostoru na sebe se nazyva shodnost dané-
ho euklidovského prostoru.

Vzhledem k tomu, Ze kazdé shodné zobrazeni je prosté afinni zobrazeni, plati:

Véta 2.6.7 Kazdd shodnost afinniho prostoru £ je afinitou prostoru &.

Bezprostiedné z definice 2.6.1 plyne, Ze sloZeni dvou shodnosti je opét shodnost, jakoZ i
to, Ze inverzni zobrazeni ke shodnosti je opét shodnosti. Plati proto nasledujici tvrzeni (uve-
dend grupa se nazyva grupa shodnosti ¢i grupa izometrii daného euklidovského prostoru):

Véta 2.6.8 MnoZina shodnosti libovolného euklidovského prostoru tvori spolu se skldddnim
zobrazeni grupu.

Tato grupa je podgrupou v grupé afinit daného euklidovského prostoru.

Priklad 2.6.9 V roviné & jsou dany dvé dvojice bodu By, By a (g, Q1 svymi soufadnicemi
v nékteré kartézské bazi:

By = [\/57 0], By = [0,\/§]a QO = [271]7 Ql = [27_1]'

Najdéte v§echna zobrazeni f, pro néz f(B;) = Q;,i =0, 1.

Resent:

Protoze p(By, B1) = p(Qo, @1), mé smysl vzhledem k definici 2.6.1 shodné zobrazeni poza-
dované vlastnosti hledat. Zfejmé vSak nebude jediné.

Analytické vyjadfeni zobrazeni f zni:

Y1 = a1 + a2 + aq
Y2 = G12%1 + Q2272 + a2,

kde z1, x5 jsou soufadnice vzoru a ¥, Yy soufadnice obrazu, pfiemz s ohledem na vétu 2.6.4
musi matice A byt ortogondlni.
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KAPITOLA 2. Euklidovskd geometrie

Stejnym postupem jako v piikladu 1.8.17 zjistime (provedte!):

ay = \/75(2—751), a1 = al%ﬁ@ — 1),

12 = \/75(1 —tg), 99 — \/75(—1 —tg),

a; = tq, az = tg,

kde tq, 1> € R jsou parametry. Tim je popsdna mnoZzina vSech afinnich zobrazeni s vlastnosti
f(B;) = Q;,1 =0, 1. Z nich nyni vybereme ta, pro néz je A, ortogonalni:

AyAl =E,

11 A12
Ay = )
21 A22

Dosadime-li zjisténé hodnoty prvkid matice A, zjistime, Ze podminka ortogonality matice

kde prirozené

A, vede k nasledujici soustavé rovnic pro ¢y, to:

2 — 4t +4=1
B +1=1
—4t2+2t1t2 :0,

ktera ma dvé reseni:
) t1=1, t2=0,
(i) t; =3, ta = 0.

Dosadime-li zjisténé hodnoty parametra ¢, t5 do piislusnych vyjadfeni koeficientd aq1, a2,
as1, Aoz, Gy, A, ZjiStujeme, Ze existuji prdvé dvé shodnd zobrazeni pozadovanych vlastnosti,

jejichZ analyticka vyjadieni znéji:

f1¢y1:%§331+\/7§x2+1
V2
2

Y2 = 5 T1 — \/75932
f23y1=\/7§$1— \/75% +3
Y2 = \/75% - ‘/7%2.
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Kapitola 3

Kvadratické formy na vektorovych
prostorech

V této kapitole budeme predevSim studovat kvadratické formy a ty jejich vlastnosti, které
budou tvofit algebraicky zdklad studia kuZelosecek a kvadrik, kterym se budeme vénovat v
kapitolach 4 a 5.

Nase tivahy budeme provadét v prostorech libovolné dimenze n, abychom vysledky mohli
pouzit pro kuzelosecky v roviné (n = 2) i pro kvadriky v tfirozmérném prostoru.

Pismeno V bude oznalovat n-rozmérny vektorovy prostor nad 7', pficemz téleso 1" —
pokud nebude feceno jinak — bude v podkapitole 3.1 oznacovat libovolné komutativni téleso,
v dalsich podkapitolach déle pfiddme pozadavek charakteristiky rizné od 2, resp. se budeme
vénovat jen télesim R nebo C.

3.1 Vlastni vektory a vlastni hodnoty matic

Tato podkapitola je struénym shrnutim jen téch poznatk, které jsou nezbytné pro nasledné
studium bilinedrnich a kvadratickych forem a na které se budeme dile odvoldvat. Vétsing
¢tenaiti poslouZi pro pfipomenuti a shrnuti.

Definice 3.1.1 Bud A matice z M,,(T). Plati-li pro skaldr A € T a nenulovy aritmeticky
vektoru € T
uA = \u, (3.1

fekneme, ze \ je vlastni hodnota matice A a u vlastni vektor matice A prislusny vlastni
hodnoté \.'
MnoZina vlastnich hodnot matice A se nazyva spektrum matice A a znaci se SpecA.

'V literatuie se téZ uziva pojmu charakteristicky vektor (hodnota).
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Aritmeticky vektor je uspofadana n-tice (uy, - - - u,) prvku z 7', tj. matice typu 1 x n. Ve
vztahu (3.1) tedy jde o obvyklé ndsobeni matic.

Véta 3.1.2 Kazdy vlastni vektor libovolné matice je prislusny jediné viastni hodnoté této

matice.

Diikaz: Bud A né&kterd matice z M,,(T), A\, N jeji vlastni hodnoty, u jim pisluiny vlastn{
vektor. Pak tedy soucasné plati uA = Au a uA = \u. Odectenim téchto rovnosti obdrzime
o = (A — X)u. Protoze dle definice 3.1.1 je u # o, dostdvame A = ). d

Podivejme se nyni, jak 1ze najit vlastni vektory a vlastni hodnoty:
Bud A libovolnd matice z M,,(T). Dle definice 3.1.1 je u, u # o, vlastni vektor A pfislusny
A, pravé kdyZ uA = \u. Transponujeme-li ob& strany rovnosti, dostaneme ATu? = \u’, a
tedy ATu? — Mu’ = o?. Nebot Au? = A\(Eu?), Ize posledni vyraz upravit na tvar

(AT — AE)u” =o”. (3.2)

To vSak predstavuje maticovy zapis homogenni soustavy linedrnich rovnic, jejiZ matice je
AT — )\E.
Je-li A = (a;;) a polozime-li u = (uy, - - - u,,), Ize tuto soustavu psat:

(CLH — )\)Ul —+ a21U2 + -+ Ap1Up = 0
a12Uq + (ag — Nuy + -+ + Ap2Up = 0
apty  + Gz A+ o A (App — ANup, = 0

Jak vime, tato soustava md netrividlni feSeni, pravé kdyz determinant matice soustavy je roven
nule, tedy plati-li det(A” — A\E) = 0.
ProtoZze det(AT —\E) = det(AT —AE”T) = det(A—\E)T = det(A—\E), je této podmince
ekvivalentni

det(A — AE) = 0. (3.3)

To je tedy nutnd a postacujici podminka pro existenci vlastniho vektoru matice A ptislusného
)\ a predstavuje rovnici pro vypocet A — jde o algebraickou rovnici n-tého stupné,” ktera se
nazyva charakteristickd rovnice matice A.

Mnozinou jejich feSeni je mnoZina vlastnich hodnot (spektrum) matice A. Pro kazdou
vlastni hodnotu dostdvame (dosazenim do (3.2)) soustavu rovnic pro vypocet vlastnich vek-
tort piislusnych této vlastni hodnotg.

Tim je tedy popsan postup nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektort libovolné matice.

2Pocet vlastnich &isel dané matice je tedy nejvyse n. Je-li T' algebraicky uzaviené (napi. C), je pocet
vlastnich ¢isel (v€. ndsobnosti) prave n.
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3.1 Vlastni vektory a vlastni hodnoty matic

Jak vime, tvoii feSeni homogenni soustavy vektorovy podprostor v 7. Plati tedy nésle-
dujici véta:

Véta 3.1.3 Vliastni vektory dané matice rddu n prislusné téZe vlastni hodnoté tvori spolu

s nulovym vektorem vektorovy podprostor v prostoru T™.

Tento podprostor budeme nazyvat viastni podprostor matice A prislusny vlastni hodnoté
A a budeme jej znacit N,
Plati tedy, Ze
x € N, & xA = \x.

Pfitom N, \ {0} je mnoZina vlastnich vektora pfislu§nych A.
Z véty 3.1.2 plyne, Ze dva vlastni podprostory piislusné riznym vlastnim hodnotim maji
pouze trividlni prinik.

Véta 3.1.4 Viastni vektory libovolné matice prislusné riiznym vlastnim hodnotdm jsou

linedrné nezdvislé.

Diikaz: Bud'te uy, - - - ,uy vlastni vektory prislu$né vlastnim hodnotdm po fad& Ay, - -, \x,
kde pro ¢ # j plati \; # ;.
Dikaz provedeme matematickou indukei pro k.

1. Je-li k = 1, je vlastni vektor u; nenulovy a tedy linedrné nezavisly.
2. Predpoklddejme platnost pro viechny takové (k — 1)-tice. Necht
cuy + -+ cp_1up_1 + cpu = o. (3.4)
Vyndsobime-li ob€ strany této rovnosti matici A zprava, dostaneme po Upravé:
c(wmA) + -+ 1 (ugp_1A) + cx(uA) = o,
anebof u;A = \u;, 1 < i < k, obdrzime nakonec:
AUy + -+ Cp_1 Ap—1Ug—1 + Cp AU = O. 3.5
Nyni uvazujme rovnost (3.4) vynasobenou \; — tedy
CiAgUy + oo+ 1 A\ Uk_1 + Cr AU = O
a odecteme od ni rovnost (3.5):

Cl()\k: — )\1)111 + -+ Ck—l()\k — )\k_l)uk_l = 0.
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Tato rovnost predstavuje nulovou linearni kombinaci vektorti uy, - - - , ug_1, které vsak
dle induk¢niho predpokladu jsou linearné nezavislé, a tedy

Cl()\k — /\1) == Ck—l()\k — )\k—l) = 0

ProtoZe vlastni hodnoty jsou dle pfedpokladu navzajem rizné, musi byt ¢; = --- =
cx—1 = 0. Dosadime-li tento vysledek do rovnosti (3.4), vyplyne ndm, Ze 1 ¢, = 0.
Podle principu matematické indukce je tedy véta dokdzana.

g

Riizné matice mohou mit rtizna spektra. Pro specidlni dvojice matic (tzv. podobné matice)
plati:

Véta 3.1.5 Bud'te A,B € M, (T) a necht existuje reguldrni matice Q € M, (T) tak, Ze
B = QAQ™!. Pak matice A, B maji tytéz charakteristické rovnice (a tedy i tatdz spektra).

Diikaz: Dle predpokladu s vyuzitim véty o determinantu soucinu matic Ize psat:
det(B — AE) = det(QAQ ™! — AE) = det(QAQ ! — AQEQ™!) =
(det Q)(det(A — AE))(det Q1) = det(QQ ') (det(A — AE)) = det(A — \E).
g

Zkoumdme-li matice nad télesem R, nemusi samoziejmé mit charakteristickd rovnice
redlné kofeny. Pro specidlni pfipad symetrickych matic (takovych, ze A = AT) nad R plati:

Véta 3.1.6 Vsechny viastni hodnoty’redlné symetrické matice jsou redlnd &isla. Jejich

pocet (véetné ndsobnosti) je roven iddu matice.

Diikaz: Protoze R C C a C je algebraicky uzaviené t€leso, ma charakteristickd rovnice li-
bovolné redlné matice fadu n pravé n (vCetné nasobnosti) kofent, které jsou vSak obecné
komplexni.
Bud A = (a;;) redlnd symetrickd matice fadu n —tj. a;; € Raa;; = aj, 1 <i,j < n.
Nechf A je libovolnd vlastni hodnota matice A a u = (uy, -+ ,u,) je jeji vlastni vektor
prislusny A. Plati tedy
uA = \u. 3.6)

Pro matici C = (c;;) libovolného typu nad C (4. i aritmeticky vektor) oznatme C = (¢;;)
(matice komplexné sdruzena k C). Pro souéin libovolnych matic zfejmé plati X - Y = X-Y.

3Vlastni hodnoty matic nad &iselnymi t&lesy se obvykle nazyvaji vlastni &isla.
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3.1 Vlastni vektory a vlastni hodnoty matic

Piejdéme na obou strandch rovnosti (3.6) k prvkiim komplexné sdruzenym (oviemze A =
A):
TA = \u

Transponujeme-li tuto rovnost a vyndsobime-li ji u zleva, dostdvame (A je symetrickd):

uAu’ = \uu’ (3.7
Vyndsobime nyni (3.6) vektorem i’ zprava:

uAu’ = \uu’.
Odecteme-li od této rovnosti rovnost (3.7), obdrzime, Ze

0=(A—\)(uth).
Cislo uti” = w1, + - - - + T, je souttem redlnych nezapornych &isel (proc?), mezi nimiz
je alespoti jedno kladné (u # o), a proto uti’ # 0. Tedy A = ), &ili A € R. O
Vektor u je feSenim soustavy (3.2), coz je nyni soustava rovnic nad R a je proto samoziejmé

prvkem z R".

Nasledujici vlastnost vlastnich vektord bude pro nds mit vyznam zejména v prostorech se
skaldarnim soucinem.

Véta 3.1.7 Bud A symetrickd matice, u, v jeji viastni vektory prislusné riiznym vlastnim
hodnotdm (Cislium). Pak plati:
uv! =vul =0.

Diikaz: Bud u vlastni vektor piislusny A, v vlastni vektor pfislusny A\ a necht \ # X. Tedy
uA = \uAvA = \'v. (3.8)
Transponujme prvni z rovnosti a pak ji vynasobme zleva v. Tim dostdvame:

vAu? = \vu’. 3.9

Nyni druhou z rovnosti vyndsobme zprava u’, &imz obdrZime:
vAul = Nvu’.
Odectéme tuto rovnost od rovnosti(3.9) — dostaneme tak, Ze
0=(—\)(uvh),

coz vzhledem k riiznosti A a \' zna¢i, ze uv? = 0 neboli (pokud A jefadun, u = (uy,- - , uy,)
av = (v1, ,U)):

Uvy + - - - + upv, = 0.

RovnéZ plati v - u?’ = 0 (pro¢?). O
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Priklad 3.1.8 Najdéte vlastni hodnoty a vlastni podprostory matice

302
111
—-100

Reseni:
Vektor u = (uyq, uz, u3) je vlastnim vektorem matice A, pravé kdyz jeho slozky fesi soustavu
rovnic (3.2), ktera zni:

(3 — )\)ul + 1U2 — 1U3 =0
(1 - )\)Ug = O,
2U1 + 1U2 - )\Ug =0

kde ) je feseni charakteristické rovnice (3.3), ktera zni:

3-X 0 2
0= 1 1-X 1 |=--=(1-XNA\=-3\x+2).
-1 0 -

Mnozina vlastnich hodnot je Spec A = {1, 2}.
Soustavu (3.2) budeme fesit nejprve pro A = 1 (a obdrzime tak vlastni podprostor N;) a pak
pro A = 2 (tim ziskame vlastni podprostor Ns):

1. A = 1 (soustavu zapiSeme matici):

21 -1
00 O
21 -1
Jeji feseni je Ny = [(1,0,2),(0,1,1)].
2. A = 2 (soustavu opét zapiSeme matici):
1 1-1
0-1 0
2 1-=2

Jeji feseni je Ny = [(1,0,1)].

Oveéite, ze pro libovolny vektor u z N, plati uA = \u!
Skute¢né — napf. (1,1,3) € Ny a plati (1,1,3)A = (1,1,3), nebo (7,0,7) € Ny a plati
(r,0,m)A = (27,0, 27) = 2(m, 0, 7).

Priklad 3.1.9 U nasledujici symetrické matice se presvédCte o platnosti véty 3.1.7,

A:(;j).
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3.2 Bilineédrni formy na vektorovych prostorech

Reseni:
Postupem jako v predeslém piikladu zjistime, Ze Spec A = {—1,3} a déle, zZe N_; =

[(1,—1)], N5 = [(1,1)]. Je patrno, Ze (1, —1) 1 = 0.

3.2 Bilinearni formy na vektorovych prostorech

Nejprve zavedeme jisté zobrazeni, pomoci néhoz budeme pozd€ji definovat pojem kvadrat-
ickd forma.

Definice 3.2.1 Zobrazeni ® : V X V — T'se nazyva bilinedrni forma na V, jestliZze ma
ndsledujici vlastnosti:
1. Yu,v,we V: P(u+v,w)=>(u,w)+ &(v,w)

O(u,v+w)=>(u,v) + ¢(u,w)

2.Vu,ve V,VteT: &(tu,v) =t P(u,v)
O(u,tv) =t P(u,v).

Jde tedy o zobrazent, které usporddané dvojici vektorii z V ptitadi skaldr z T, pritom je
v obou argumentech linedrni.

Ovérite, ze prikladem bilinedrni formy na euklidovském vektorovém prostoru je skalarni
soucin vektort! Dal§im piikladem bilinearni formy je tzv. nulova (trividlni) forma, ktera li-
bovolnou dvojici vektort zobrazi na 0 (budeme ji znacit o).

Definice 3.2.2 Bud @ bilinedrni formanaVaB = (e, - ,e,) baze prostoru V. Oznalme
fij = ©(e;,ej), 1 <i,j <n.Pakmatice F = (f;;) € M,,(T) se nazyva matice bilinedrni
formy ® v bdzi B (uziva se rovnéz terminu vzhledem k bdzi B).

Odtud je zfejmé, Zze ® m4 v urcité bazi jedinou matici (proc?).

Podivejme se nyni, jak vypocist hodnotu ®(u, v), zndme-li soufadnice zminénych vek-
torti v nékteré bazi prostoru V:

Bud @ bilinedrni formana V, B = (ey,-- - ,e,) libovolnd bize V, F matice ® v B (tj.
mame zadany hodnoty formy ® na usporadanych dvojicich vektorti baze B).

Necht u = (uy, -+ ,un)p, v = (v1, - ,v,)5". Politejme ®(u,v).

Nejprve za u dosad me Y u;e; (pro¢?) — (a), pak opakované uZijeme vlastnost 1 z definice 3.2.1
i=1
— (b), nasledné& vlastnost 2 z téZe definice — (c). Déle dosadime za v ) v,e; a pokraCujeme

J=1
4Skute¢nost, Ze u ma v bazi B soutadnice (ug,- - ,u,) se v linedrni algebie zapisuje téZ takto: {u}z =
(u1,- - ,uy,). Bude-li to G€elné, vyuzijeme v této podkapitole i této symboliky, i kdyZ v této publikaci jinak

preferujeme zépis v geometrii obvyklejsi.
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

analogicky pro druhy argument — (d).

d(u,v) L o <z uiei,v) O 5 dlwes,v) LS wid(e;, v) L
=1

i=1 i=1

j=1 i=1j=1

= ;’UHL(I) (ei, Z Uj) = Z Z uivjq)(ei,ej).

Oznacime-li f;; = ®(e;, e;), dostdvame:
{U}B = (uh e 7un)7 {V}B = (Uh e 7Un):

n n

i=1 j=1

RozepiSme nyni pro ndzornost sumacni zapis (3.10):

O(u,v) = fuwvy + fiowve + -+ frauv, +
+ faugvr + faoousve + - 4+ fo,uev, +

+ fnlunvl + anunU2 + -+ fnnunvn
Tento zapis mizeme rovnéz velmi isporné zapsat maticove:

%1
&(u,v) = (ug,- - ,u,)F

Un,

neboli
®(u,v) = {ulsF{v}g (3.11)

(Presvédcte se o tom!)

Zejména posledni z nich (maticovy) bude velmi uZzite¢ny pii odvozovani ¢i dikazech.

Vv s

Definice 3.2.3 Bud @ bilinedrni formana V, BB libovolnd baze V, F = (f;;) matice formy
® v bazi B. Pak formuli (3.10) nazyvame analytické vyjddrent bilinedrni formy ® v bdzi

B’
Prvky fi1, fi2, - , fan Nazyvame koeficienty analytického vyjddieni v bdzi B.

3 Analytické vyjadieni je homogennim polynomem, tedy formou ve smyslu teorie polynomd.
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3.2 Bilineédrni formy na vektorovych prostorech

Napiste analytické vyjadfeni skalarniho soucinu vektorti v ortonormalni bazi a urcete jeho
matici! Jak by vypadala matice skalarniho soucinu v ortogonalni bazi?

V predeslé uvaze jsme ukdzali, jak k dané bilinearni formé & sestrojit v libovolné bazi

B jeji matici a jak pomoci této matice (tj. jejich prvkt) uréit hodnotu ®(u, v) pro libovolné
u,vev.
Predpoklddejme nyni, Ze mdme zvolenu bazi B a nechf mame danu libovolnou ¢tvercovou
matici F = (f;;) fadu n.
Zkonstruujme nyni zobrazeni ¢ : V x V. — T tak, Ze kazdé dvojici (u,v) € V x V,
{u}p = (u1, -+ ,up,), {vls = (v1, - ,v,) pfitadime hodnotu ¢ (u, v) takto:

U1

O(u,v) = (uy, -+ ,u,)F

Un
Snadno se presvéd¢ime (z vlastnosti ndsobeni a s¢itdni matic), Ze takto definované zobrazeni
® spliluje podminky definice 3.2.1 a jedna se tedy o bilinearni formu. Také je zfejmé, ze F je
jeji matice v bazi B (proc¢?) a ze ® je touto matici urena jednoznacné - pokud by totiz ¥ byla
dalsi bilinedrn{ forma majici v bazi B matici F, pak by evidentné platilo ®(u,v) = ¥(u,v)
pro kazdé u,vz V.

Plati tedy nésledujici véta:

Véta 3.2.4 Je-li B libovolnd bdze prostoru 'V, pak kaZdd ctvercovd matice rddu n je matici
pravé jedné bilinedrni formy na V.

Plati tedy, Ze dvé bilinearni formy se rovnaji, pravé kdyZz se v nékteré bazi (a pak tedy ve
vSech bazich) rovnaji jejich matice.

Je zfejmé, ze pfechodem k jiné bazi se obecné zméni matice a tim 1 analytické vyjadreni
dané bilinearni formy. Ukazme si to na piikladu.

Pfiklad 3.2.5 Nechf dimV = 2, T' = R a necht ve zvolené bazi B = (ey, ;) je bilinedrni
forma ® zadana:

fir=2(er,e1) =2, fio = P(er,€2) = -1, for = P(ez,€1) =3, for = Plez,€2) = —1.
Je-li {u}g = (u1,us), {v}s = (v1,v2), pak jeji analytické vyjadfeni v bazi B zni (viz 3.10):
O(u,v) = 2uiv; — lugvg + 3ugvy — lugvs.

Napf. pro {u}z = (1,1), {v}s = (4, —2) vyjde ®(u,v) = 24.
Zvolme nyni dalsi bazi B’ = (€], e}) takto: {e} }s = (1, —2), {e,}5 = (2, —1). Jak vime,
pro soufadnice (u}, uj}) vektoru u v bazi B’ plati:
up = luf + 2uf

)
us = —2u) — luj
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kde (u1,ug) jsou jeho soufadnice v B.
Analogicky pro vektor v.

Chceme-li nyni spoéitat hodnotu ®(u, v) pomoci soufadnic u, v v bazi 5/, mizeme napft.
dosadit za wuy, us, v1, v2 jejich vyjadfeni pomoci ¢arkovanych soutadnic do predeslého ana-
lytického vyjadfeni ®. Po upravé (provedte ji!) obdrzime analytické vyjadieni formy ® v
carkované bazi:

_ AN AN ) /7
O (u,v) = —6ujv] — 9ujvy + 3usvy + 3umvs.

Spocteme, Ze zvolené vektory u, v maji v B’ soufadnice {u}sz = (—1,1), {v}ls = (0,2)
(jak?) a dosazenim do pravé odvozeného vyjadieni zjistime, Ze ®(u, v) = 24, nebot hodnota
®(u, v) je dana pouze zvolenou dvojici vektort (jde o zobrazeni V. x V — T).

Na konkrétnim piikladu jsme si ukazali, jak se analytické vyjadieni bilinedrni formy
transformuje pii zméné baze. Takto bychom mohli postupovat i v obecném piipadé, avSak
tento postup nenf piiliS elegantni.

Pomoci maticového zdpisu najdeme velmi jednoduchy vztah pro nalezeni matice formy (a tim
i jejiho analytického vyjadreni) v jiné bazi.

Zvolme ve V baze B, B, P nechf je matice pfechodu od B k B’. Mezi soufadnicemi

vektoru x € V v B a B’ plati transformacni vztah:

{X}B = {X}B/P.
Bud @ bilinedrni forma ne V, F jeji matice v B. Dle (3.11): ®(u,v) = {u}gzF{v}}. Po
dosazeni z transformacéniho vztahu:

®(u,v) = ({u}sP)F ({v}zP)" = ({u}sP)F (PT{v}}) = {u}s (PFP"){v}}.

To ov§em znamend, ze matice PFP7 je matici F’ formy ® v bazi B'.
Dokazali jsme tedy néasledujici vyznamnou vétu:

Véta 3.2.6 Bud' ® bilinedrni forma na V. Necht B, B’ jsou libovolné bdze prostoru 'V, P
matice prechodu od B k B'. Je-li F matice formy ® v bdzi B, pak pro matici ¥’ formy ® v
bdzi B' plati:

F' = PFP”.

2 -1 1 -2
V ptedchozim ptikladu je F = <3 ) ) Diéle P = (2 ) ) . Ovéite si provedenim

soucinu dle predchozi véty, Ze skute¢né vyjde F' = < _g _2 ) .

Vytknéme dva vyznamné ptipady vztahu mezi hodnotami ®(u,v) a (v, u).
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Definice 3.2.7 Bilinearni formu ® na V nazveme
1. symetrickd, jestlize Vu,v € V : ®(u,v) = ¢(v,u),

2. antisymetrickd, jestlize Vu,v € V: ®(u,v) = —®(v,u).

Ptikladem symetrické bilinearni formy je skalarni soucin, pfikladem antisymetrické formy
je vnéjsi soucin ve dvourozmérném vektorovém prostoru (pro¢?). Forma nulova je soucasné
symetrickd a antisymetrickd a je jedinou formou této vlastnosti (proc¢?).

Samoziejmé uvedené déleni neni uplné — existuji formy, jeZ nejsou ani symetrické ani an-
tisymetrické. Ukazeme si vSak, Ze ke kaZdé bilinearni formé 1ze jednoznacné prifadit symet-
rickou a antisymetrickou formu. Nejprve zaved me pfirozené soucet forem a skaldrni ndsobek
formy.

Definice 3.2.8 Budte ®, ¥ bilinedrni formy na V, ¢ skalér z T'. Pak souctem bilinedrnich
forem ®, ¥ rozumime zobrazeni ® + ¥ : V x V — T definované vztahem:

Vu,ve V: (o4 V)(u,v) = &(u,v) + ¥(u,v)

a c-ndsobkem bilinedrni formy ® rozumime zobrazeni c® : V x V — T definované
vztahem
Vu,v € V: (¢®)(u,v) =c- ®(u,v).

Snadno vidime (provéite!), Ze souctem bilinearnich forem stejné jako skalarnim ndsobkem
bilinearni formy je opét bilinedrni forma.

Nasledujici véta bezprostredné vyplyva z predchozi definice a z definice matice bilinedrni
formy (jak?).

Véta 3.2.9 Bud'te @,V bilinedrni formy na V, c skaldr z T. Nechf F, resp. G, je matice
formy ®, resp. VU v libovolné bdzi B. Pak

1. ¥ + G je matice bilinedrni formy ® + UV v B,

2. cF je matice bilinedrni formy c® v B.

Uvazujme nyni libovolnou bilinearni formu ®.
Definujme nyni dvojici zobrazeni g, ¢4 : V X V — T nésledujicimi formulemi:

Pg(u,v) =5 (®(u,v) + (v, u))
(3.12)

Pa(u,v) =3 (P(u,v) — ®(v,u)).
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Snadno vidime, Ze ®g je symetrickd a ® 4 antisymetrickd bilinedrni forma.

Z (3.12) je patrno, Ze V(u,v) € V x V : dg(u,v) + P4(u,v) = $(u,v), neboli v
souladu s definici 3.2.8: ® = &g + P 4.

Necht Wy, U, je dalsi dvojice bilinedrnich forem, z nichZ prvni je symetrickd a druha
antisymetrickd, pronéz ¢ = Wg 4 U ,.

To tedy znamena (viz definice 3.2.8), Ze V(u,v) € V x V :

O(u,v) =Vg(u,v)+ Vu(u,v) (3.13)

a soucasné
O(v,u) = Ug(v,u) + Vu(v,u) (3.14)

ProtoZe Wy je symetrickd a W 4 antisymetrickd, plyne z (3.14):
O(v,u) = Vg(u,v) — Vu(u,v) (3.15)

Sectenim rovnosti (3.13) a (3.15) dostavime ®(u,v) + ®(v,u) = 2Wg(u,v), neboli (viz
(3.12)) g = ¥g. Podobné (odeCtenim) odvodime ® 4 = U 4.

Dokaézali jsme tedy platnost nésledujici véty, kterd bude mit zdsadni vyznam pro kon-
strukci kvadratickych forem. V jejim odvozeni byla patrna nutnost ivodniho pozadavku, aby
existoval v T" prvek %, tj. aby charT" # 2.

Véta 3.2.10 Bud @ bilinedrni forma na V. Pak existuje prdvé jedna symetrickd bilinedrni
forma ®g a prdveé jedna antisymetrickd bilinedrni forma ® 4 tak, Ze

O =Py + Dy.

Odvod me nyni vztah pro matice forem ®g, ® 4 (tyto formy se nazyvaji symetrickd a an-
tisymetrickd sloZka formy ®):

Necht forma ® je v nékteré bazi B ddna matici F.
Je-li B n&kterd baze V, F matice formy ® v B, pak dle (3.11) plati:®

d(u,v) = {u}F{v}* (3.16)

®(v,u) = {v}F{u}”. (3.17)

Transponujeme-li obé& strany druhé rovnosti’, dostdvame

o(v,u) = ({v}F{u}")" = {u}F {v}". (3.18)

®Dohodnéme se, Ze pokud neuvaZujeme soucasné vice bazi, budeme naddle v symbolu {u}; vynechévat
znak bdze, o niZ se jedn4, a psét jen {u}.
"Nezapomeiime, 7e ®(u, v) je skaldr, a tedy se transpozici neméni.
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Vyjadieme nyni ®g(u, v) a ®4(u, v) ze vztaht (3.12) s pouzitim (3.16) a (3.18):
Ds(u,v)=1 (B(, V)40 (v,w) =] ({0} F{V}T+{u} T {v}T) ={u} [}(F+FT)] {v}7,

(@(u,v) =@ (v,w) =1 ({u}F (v} {w}F" {v}7) ={u} [,(F-FT)] {v}".

Protoze u, v byly zvoleny libovolng, plyne odtud, Ze formy ®¢ a ® 4 maji v bazi 5 matice po
fad¢ 2(F + F')a J(F — FT).
Plati tedy nésledujici véta:

O y(u,v)=

N |

Véta 3.2.11 Bud  bilinedrni forma na V, F jeji matice v libovolné bdzi, ®g, ® o necht
Jjsou jeji sloZky dle predchozi véty. Pak pro matici ¥ s formy ®s a matici ¥ 4 formy ® 4 v
bdzi B plati:

Fg=3(F+F7)

F,=L1F-—F7).

D=

Dle néasledujici véty pozname snadno jiZ z matice formy (v libovolné bazi), zda jde o
formu symetrickou ¢i antisymetrickou.

Véta 3.2.12 Nech? ® je bilinedrni forma na V, F jeji matice v libovolné bdzi. Pak plati:

1. ® je symetrickd, pravé kdyz F = F7T,

2. ® je antisymetrickd, pravé kdyZ F = —FT

Diikaz: Nechf @ = &g+ P 4 je rozklad formy ® na soucet symetrické a antisymetrické formy
a plati tedy pro libovolné u,v € V:

Odtud plyne, Ze ® je symetrickd, pravé kdyz ® 4 je nulova forma (pro€?) a jeji matice F 4 je
tedy nulov4, &ili (dle véty 3.2.11) F = F7,

Podobné, aby ® byla antisymetrickd, je nutné a staci, aby ®¢ byla nulovd forma, neboli
F = -FT.

Ziejmé, je-li F = (fi;), pak F = F7 znamena f;; = f;; aF = —F7 znamend f;; = — f;,
obé pro vSechna 1 < 7,5 < n. V prvnim piipadé je tedy matice F soumérna podle hlavni
diagonaly, v druhém se se zdmé&nou indexi méni znaménko prvku matice.® (Jak tedy vypada
hlavni diagondla matice antisymetrické formy?) U

8Takové matice se shodn& nazyvaji symetrické, resp. antisymetrické.

175



KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

V dalsim vykladu bude uZitecnym pojmeme hodnost matice bilinedrni formy. Zjistéme,
zda je taZ pro matice téze formy nad rliznymi bazemi.

Bud @ bilinedrni forma, F jeji matice v bazi B. Oznalme r hodnost F. Pfejdéme nyni k
libovolné dalsi béazi B’, necht P je matice prechodu od B k B'. Pak pro matici F’ formy ® v
bazi B’ plati (dle véty 3.2.6): F' =P - F - PT.

Pfipomeinime, Ze matice pirechodu je matici regularni (proc?). Pak 1ze kone¢nym poctem
elementarnich fadkovych transformaci pfevést matici jednotkovou na tuto matici — tj. ozna-
¢ime-li Ty, - - - , T}, matice téchto transformaci — vime, Ze plati:

P =TT (To(T1E))---) = T, Ty - - - T, T, E.

s N2z

RovnéZ vime, Ze provedenim elementarni fadkové transformace se hodnost matice nezméni.
Vyjadiime-li si nyni soucin PF dosazenim za P, obdrZime

PF=T;---TWE-F =T\T;_,---T,TF,

tedy pomoci elementarnich fadkovych transformaci lze piejit od F k PF, a tedy h(PF) =
h(F).?
Matice P7 je oviem také reguldrni, a proto analogicky

h((PF)PT) = h(PF) = h(F), neboli h(F') = h(F) =r.

Hodnost matice formy @ je tedy taz ve vsech bdzich prostoru V.
Nésledujici definice je proto korektni.

Definice 3.2.13 Bud & bilinearni forma na V, F necht je jeji matice v libovolné bazi. Pak
hodnosti bilinedrni formy ® rozumime hodnost jeji matice F a zna¢ime h(®).

Vsimnéme si nyni determinantu matice bilinedrni formy. Je-li F matice bilinearni formy
® v bazi B a F' jeji matice v bazi B', pak dle véty 3.2.6 plati F’ = P - F - P”, kde P je matice
pfechodu od B k B’. Oznacime-li 6 = det F a ¢’ = det F, plati:

§' =det(P-F-P?)=detP-detP? -detF = (det P)?- 4. (3.19)

Obecné se tedy oba determinanty nerovnaji — rovnost § = §’ nastane, pravé kdyz (det P)? =
1. (Tuto vlastnost, jak vime, maji napf. ortogonalni transformace soustavy souradné v eukli-
dovskych (vektorovych) prostorech).

Je-li viak navic V prostor nad redlnymi &isly ' (tj. T = R), pak protoze matice P je
reguldrni a tedy (det P)? > 0, plyne sgnd = sgnd’.
Dokazali jsme tedy nésledujici vétu:

9Dokézali jsme tedy, Ze vynasobime-li matici X libovolnou reguldrni matici Y, pak h(YX) = h(X).
Zaregistrujme tuto skutecnost.
10Stacilo by, aby 7" bylo uspofadané téleso.
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Véta 3.2.14 Bud ® bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru V. Pak znaménko

determinantu matice formy ® nezdvisi na volbé bdze.

Poznamka 3.2.15 Spole¢na vlastnost v§ech matic dané bilinearni formy (tj. vlastnost nezavisla
na vybéru baze) je tedy vlastnosti formy ®. Takova vlastnost se nazyva invariant bilinedrni
Sformy ®.

Hodnost bilinedrni formy, znaménko determinantu formy v nékteré bazi jsou priklady
invariantd.

Invariantem vSak neni napiiklad determinant matice formy.

3.3 Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Pomoci bilinedrni formy V x V — T zkonstruujme zobrazeni V — T'.

Definice 3.3.1 Bud @ bilinearni forma na V. Zobrazeni ®, : V — T definované vztahem
Vue V: &y(u) = (u,u)

se nazyva kvadratickd forma na V urcend bilinedrni formou ®.

UvaZujeme-Ili na euklidovském vektorovém prostoru skaldrni soucin jako bilinearni formu
(P(x,y) = xy), pak kvadraticka forma jim uréend je druhd mocnina délky vektoru (5 (x) =
x-x = [x]2).

Zvolme ve V bazi B a nechi je déna bilinedrni forma ® na V matici F. Analytické
vyjddreni kvadratické formy @, pak obdrzime z analytického vyjadieni formy ®, dosadime-li
do vztahua (3.10) v = u:

{u}B - (ub c 7un)

n n

Oy(u) = > fryuany, (3.20)

i=1 j=1
po rozepsani

Dy(u) =  fuul + foowus + o 4 fiptau, +

+ faugur 4+ faoui 4+ o0+ foquou, +

+ fnlunul + fn2unu2 + o+ fnnui
Maticovy zapis
Uy
Oo(u) = (ug,- -+ ,u,)F

Unp
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neboli
®y(u) = {u}sF{u}g. (3.21)

Naskyta se otazka, kolika bilinedrnimi formami je uréena taz kvadraticka forma. UvaZujme
napt. dvojrozmérny vektorovy prostor nad R:
Zvolme v ném bazi B a uvazujme dvé rizné bilinearni formy ®, ¥ uréené po fadé¢ maticemi

F, G:
Fo 21 G- 22 .
31 21

Analytické vyjadfeni jimi ur€enych kvadratickych forem jsou: {u}z = (uy, us)
Dy (u) = 202 + uyus + 3uguy + ui = 2u? + dujuy + u3
Uy(u) = 2u? + 2uqus + 2usty + u3 = 2u? + duguy + ul.

Tedy &5 = Uy, ackoli & # W.

To znamend, Ze zobrazeni ® — &, neni bijekci mnoZziny vsech bilinearnich forem a
mnoZziny forem kvadratickych.
Tento ,nedostatek® odstranime tim, Ze nebudeme uvazovat vsechny bilinearni formy.

Bud' @ libovolnd bilinedrni forma, rozlozme ji dle véty 3.2.10 na soudet symetrické a
antisymetrické formy & = ¢4 + & 4. Pak plati: Vu € V:

CI)2(]_1) = (I)(l_l, l_l) = (I)S(ua 11) + qDA(u? 11).
Cemu se rovnd ® 4(u, u)? Forma ® 4 je antisymetrickd, a tedy
(I)A(u7 ll) = _(DA(uv Ll).

Avsak (v télese charakteristiky rizné od 2) je prvek roven prvku k sobé opa¢nému prave,
kdyz jde o prvek nulovy. Tedy Vu € V : ®4(u, u) = 0. To znamena, Ze

(I)Q(u) = (135(11, 11) = (I)Sz (11),

neboli bilinearni forma a jeji symetrickd slozka urcuji ruréZ kvadratickou formu. Plati tedy
véta:

Véta 3.3.2 Dv¢ bilinedrni formy na V urcuji jedinou kvadratickou formu na V prdvé
tehdy, kdy? maji tytéZ symetrické slozky.

Dusledkem pravé uvedené véty je véta nasledujici, kterd zodpovidd ivodem poloZenou
otazku:

Véta 3.3.3 KaZdd kvadratickd forma na V je urcend prdvé jednou symetrickou bilinedrni
formou na V.
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To znamend, Ze ke konstrukci vSech kvadratickych forem na V staci uvazovat jen symet-
rické bilinearni formy.

Definice 3.3.4 Symetrickd bilinedrni forma ® urcujici kvadratickou formu @, se nazyva
poldrni bilinedrni forma kvadratické formy ®,.

Umluva3.3.5 V nasledujicich c¢astech budeme predpokladat, Ze kazda kvadraticka forma &,
je urena symetrickou bilinedrni formou @ (tedy pravé svou polarni bilinearni formou).

Definice 3.3.6 Matici kvadratické formy ® v bdzi B rozumime matici jeji polarni bi-
linearni formy ® v bazi 5.

Hodnosti kvadratické formy ®, rozumime hodnost jeji polarni bilinearni formy .

Vzhledem k vété 3.3.3 m4 kazd4 kvadratickd forma nad danou bazi jedinou matici.

Zaved me nyni pojem sdruZenych smérii, ktery bude vyznamny pii studiu kuZelosecek i
kvadrik.

Definice 3.3.7 Bud ®, kvadratickd forma na V. O vektorech u, v € V fekneme, Ze jsou
sdruzené''vzhledem ke kvadratické formé ®,, jestlize

®(u,v) =0.

O smérech [u], [v] fekneme, Ze jsou sdruZené vzhledem ke kvadratické formé ®,, jestlize
jsou vzhledem k ® sdruzené vektory u, v.

Poznamenejme, Ze nulovy vektor je sdruzen se vSemi vektory.

Jsou-1i u, v sdruzZené vzhledem k ®,, pak z bilinearity formy ® plyne, Ze rovnéz jejich li-
bovolné nasobky jsou sdruzené vzhledem k ®, a tedy definice sdruzenosti smériu je nezavisla
na vybéru jejich reprezentantu a je tedy korektni.

Poznamka 3.3.8 Je-li F' matice kvadratické formy ®, v nékteré bazi B, pak vektory u, v
jsou sdruzené vzhledem k formé @, pravé kdyz

(WF{v}T = 0.

Definice 3.3.9 Vektor v € V se nazyva singuldrni vektor kvadratické formy ®,, jestlize
je sdruzeny vzhledem k ®, se vSemi vektory z V.

V opacném piipadé€ se nazyva reguldrni vektor kvadratické formy ®.

Smér urCeny vektorem singuldrnim (regularnim) vzhledem k @, se nazyva singuldrni
(reguldrni) smér kvadratické formy ®.

1® je symetrickd, proto ,symetri¢nost* definice je oprdvnéna.
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Definice 3.3.10 MnozZina singularnich vektort kvadratické formy @, se nazyva vrchol

kvadratické formy ®, a zna&i se N(®).!?

Vysetfeme nyni mnoZzinu singularnich vektort dané kvadratické formy ®5. Zvolme ve V
bazi B, F nechf je matice formy ®, v bdzi B.
Vektor v je singuldrni, pravé kdyz

VueV: &(u,v) =0,

neboli v maticové symbolice {u}F{v}? = {u}(F{v}’) = 0. Mé-li tato rovnost byt spInéna
pro kazdy vektor u, tedy i jednotlivé vektory baze B, musi byt (F{v}?) roven nulovému
sloupcovému vektoru,'* tedy

F{v}’ = {o}", (3.22)

coz predstavuje soustavu linedrnich homogennich rovnic o matici F'.
RozepiS$me ji pro piehlednost: {v} = (vy,--+ ,v,)

fuivn + fiove + - 4+ frav, = 0
favr + fave + -0 4+ fou, = 0

fnlvl + fn2v2 + e+ fnnvn = 0

(3.23)

Resenim této soustavy obdrzime soufadnice pravé viech singuldrnich vektorti formy ®,.
Zaroven odtud vyplyvd, Ze mnozina téchto vektort tvoii podprostor dimenze n — h(F), tj.
n — h(®P,).

NeZ vyslovime dokédzanou vétu, uved me jesté, Ze soustavu rovnic (3.23) je mozné odvodit i
ze sumacniho zéapisu ®(u, v) (3.10). (Jak?)

Véta 3.3.11 Vrchol kvadratické formy ®, je podprostorem vektorového prostoru V. Pro
jeho dimenzi plati:
dimN(®) =n — h(D).

Poznamka 3.3.12 Ze zapisu (3.22)'* plyne, Ze vektor v je singuldrnim vektorem formy ®,

12Pojem vrcholu lze definovat i pro bilinearni formy. Neni-li v8ak bilinearni forma symetrickd, rozlisuje se
tzv. levy a pravy vrchol.

3Podrobnéji: Necht {u} = (uy,- -+ ,u,) a sloupcovy vektor F{v}T md slozky 1, - - ,y,. Dosadime-li za
u i-ty vektor baze B, jsou vSechny jeho soufadnice, s vyjimkou i-té, rovny O a i-td je rovna 1. VySetfovany
soucin je pak roven y;. Postupnou volbou z = 1,--- ,n obdrZzime y; = --- = y,, = 0.

14Jeho transpozici.
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3.3 Kvadratické formy na vektorovych prostorech

pravé kdyz jeho soutadnice {v}' v libovolné bdzi jsou viastnim vektorem matice F formy

®, pislusnym vlastnimu ¢islu A = 0.

Poznamka 3.3.13 Z definice 3.3.9 vyplyvd, Ze mnoZina regularnich vektort formy @, je
rovna mnozinovému rozdilu V \ N(®). Protoze N(®) tvoii dle véty 3.3.11 podprostor ve
V, mnozina regularnich vektora netvori podprostor ve V (pro¢?). Na rozdil od singularnich
vektord tedy neni pravdou, Ze by libovolna linearni kombinace regularnich vektort byl opét

regularni vektor.

Rozd€lme nyni kvadratické formy do dvou skupin.

Definice 3.3.14 Kvadraticka forma ®, na V se nazyva singuldrni, existuje-li alespoii jeden
nenulovy singuldrni vektor této formy.
V opacném pripadé se nazyva reguldrni.

Singularni kvadraticka forma tedy ma alespon jeden singularni smér, regularni kvadrat-
ickd forma nemd Zadny singuldrni smér.
Véta 3.3.15 Bud ®, kvadratickd forma na V. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
1. ®, je singuldrni;
2. N(®) # {o};
3. h(P) < n;

4. 0 =0, kde ) je determinant matice formy ®5 v libovolné bdzi.

Diikaz:

1 & 2 — vyplyva pfimo z definice singuldrni formy.

2 < 3 —dle véty 3.3.11 je N(®) netrividlni, pravé kdyz n — h(®P) # 0.

3 & 4 —je ziejmé. U

Forma je singularni, praveé kdyZ neni regularni. Proto je nasledujici véta piimym disledkem
véty 3.3.15.

I5Pfesngjsi by bylo fici ,vektor soufadnic*, pro zjednoduseni vSak nadile pojmem ,soufadnice’* budeme

rozumét onu usporddanou n-tici.
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Véta 3.3.16 Bud ®, kvadratickd forma na V. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
1. @, je reguldrni;
2. N(®) ={o},
3. h(®) =n;

4. 6 # 0, kde 0 je determinant matice formy ®5 v libovolné bdzi.

Na svém vrcholu je kazda kvadratickd forma nulova (pro¢?). UkaZzeme, Ze kazda nenulova
singuldrni forma na V je reguldrni na jistém podprostoru M CC V.

Véta 3.3.17 Bud' ®, nenulovd kvadratickd forma na 'V, N(®) jeji vrchol. Je-li M CC 'V
takovy, Ze N(®) & M =V, pak restrikce ®o|M je reguldrni kvadratickd forma na M.

Diikaz: Namisto N(®) piSme jen IN. Pak, jak vime z algebry, existuje (obecné ne jediny)
podprostor M tak, ze N & M = V (proc?).
Nyni dokazme, Ze ®,|M je regularni.

Oznacime-li ¢ = ®|M x M, dostavame bilinearni formu, ktera je polarni formou kvadrat-
ické formy ®o|M, tj. w3 = Po|M (proc?).
Vrchol Q této formy tvoii vektory z M, které jsou sdruzeny vzhledem k ¢ (a timi k ®) se
vSemi vektory z M, neboli

veQevVueM: 0=p(u,v)=>(u,v).
Bud v € Q. Zvolme libovolné u € V. Pak u lze jednoznacné psit:
u=un + uy, un € N, up € M.
Pak ®(v,uyn) = 0, nebot unx € N. A protoze up € M, @(v, upr) = (v, upy) = 0. Nyni
®(u,v) = d(v,un +um) = ¢(v,un) + ¢(v,unm) = 0,

coz ovSem znamend, ¢ v € N, nebot je vzhledem k ® sdruZen s libovolnym u € V.
Dostdvdme v.€ Q NN a nasledné v € M N N, nebof Q C M. Vzhledem k tomu, Ze
M NN = {o} (proc?), obdrzeli jsme v = o, a tak vrchol kvadratické formy ¢y = ®5|M je
trividlni. Podle véty 3.3.16 (podminka 1) je tato forma ®5|M reguldrni. U

Analytické vyjadfeni kvadratické formy je obecné dano formuli (3.20). V néasledujici ¢asti
si ukdZzeme, Ze ke kazdé kvadratické formé existuji baze, v nichZ se analytické vyjadreni
znacné zjednodusi a bude obsahovat jen kvadratické Cleny.
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Definice 3.3.18 Bud &, kvadratickd forma na V. Baze B = (e;,--- ,e,) prostoru V
se nazyva poldrni bdze vzhledem ke kvadratické formé ®,, jestlize pro vSechna i,j =
1,---  nplati:

i #j= (e, e;) =0.

Poznamka 3.3.19 Baze je tedy polarni vzhledem k ®,, pravé kdyz kazdé jeji dva rdzné
vektory jsou sdruzené vzhledem k ®,.

Jak vypada matice F formy ®, v polarni bdzi? VSechny prvky mimo hlavni diagonalu
jsou nulové (proc?). Jde o tzv. diagondlni matici:

fi 0 - 0
po| 0 f2r 0 (3.24)

Pocet nenulovych prvki této matice udava piimo hodnost formy ®s.
Analytické vyjadieni formy ®, v polarni bazi pak nabyva jednoduchého tvaru: Je-li {x} =
(3717 e axn)a Pak
By(x) = Y futl, (3.25)
i=1
obsahuje tedy jen druhé mocniny jednotlivych soufadnic.
Uvazujeme-li v euklidovském vektorovém prostoru V formu P, jejiz polarni bilinedrni

formou je skalarni soucin (®(x,y) = x - y), pak orfogondlni bdze prostoru V jsou pravé
vSechny polédrni baze vzhledem k uvazované formé.

Pfirozend otdzka je, zda ke kazdé kvadratické formé takovou bazi nalezneme.

Véta 3.3.20 Ke kazZdé kvadratické formé na V existuje poldrni bdze prostoru V.

Diikaz: Je-li @5 nulova forma, pak je libovolna baze k ni polarni (proc?).
Necht @, neni nulové. Pokradujme matematickou indukci pro n = dim V.

(i) n = 1. Pak neni splnén pfedpoklad implikace v definici poldrni baze (proc?), a tedy
kazd4 baze prostoru V je polarni vzhledem k ®-.

(i) Predpokladejme platnost véty pro prostory dimenze n — 1.
Bud e; € V takovy, Ze ®y(e;) # 0. Oznalme W = {x € V,®(e;,x) = 0}.'°
VySetfeme mnoZinu W. Zvolme ve V nékterou bézi C, F af je matice ® nad C. Pak

x € W & {e}F{x}" =0. (3.26)

16Jde o vektory sdruZené s e;.
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Polozime-li (ay,--- ,a,) = {e1}F a {x} = (x1,---,z,),pak posledni maticovou
rovnost prepiSeme:

a1, + asxo + - - + apz, = 0.

Reseni této soustavy rovnic (o jedné rovnici) tvoii n — 1-rozmérny podprostor (protoze
dy(eq) # 0, je alespont jedno a; # 0). Tedy W CC V,dimW =n — 1.

Ziejmé restrikce ®5|W formy &, na podprostor W je kvadratickd forma na W (co
je jeji poléarni bilinedrni formou?). Pak podle indukéniho pfedpokladu existuje na W
polérni baze vzhledem k ®5|W. Oznalme ji (es, - ,e,) —pak Vi # j, 2 <i,j <n:
O (e;, ;) = 0.

Vektor e; ¢ W (nebof ®(ej,e;) # 0), nelze jej tedy psat jako linedrni kombi-
naci (linedrné nezavislych) vektorl es, - -- , e, a proto {ej, ey, - ,e,} jsou linedrné
nezdvislé a tvoii tedy bazi ve V. Tato baze je poldrni, nebof i (e, e;) = 0,2 < j <mn,
(viz (3.20)).

g

Uvedeny ditkaz poskytuje zaroven jeden z postupu, jak polarni bazi nalézt — opakovanim
induk¢niho kroku pro prostor W = W,,_; pfejdeme k prostoru W,,_ a tak ddle, azZ nakonec
mdme nalézt poldrni bazi v prostoru W, coZ je trividlni — je ji nenulovy prvek z W,.!

Z tohoto postupu rovnéZ vyplyva, Ze polarni baze k dané formé neni obecné jedin4.

[lustrujme tento postup alespon na jednom piikladu:

Priklad 3.3.21 Na prostoru V3 je dana kvadratickd forma ®5 svym analytickym vyjadfenim
v jisté bazi C:
By(x) = 227 + 523 + 203 — 4wy w9 — 22123 + 42073

Najdéte (nékterou) bazi polarni vzhledem ke kvadratické formé @.
Reseni:
Sestavime matici formy ®, v bazi C:

2-2-1
F=]|-2 5 2
-1 2 2

Nejprve najdeme vektor e; : ®,(e;) # 0. Napfiklad {e; }c = (1,0,0,)."® Podprostor W, =
{x € V, ®(e;,x) = 0} je dan podminkou {e; }F{x}T = 0, .

21’1 —233'2 — X3 =0.

17Narazime-li oviem v priib&hu tohoto postupu na podprostor W, na ném# jiz je forma ® nulova, doplnime
dosud ziskané elementy polédrni baze libovolnymi vektory tvoficimi bazi WWy.
187Znak C budeme u soufadnic v tomto p¥ipadé nadéle vynechdvat.
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Nyni znovu proved me induk&ni krok na Ws. Nejprve najdéme e; € W, tak, aby ®y(e;) #
0. Je to napf. vektor {e2} = (1, 1,0).
Nyni ve W, zkonstruujme podprostor W vektorti sdruZenych s e, — t;.

XEWl @XEWQ/\(I)(EQ,X) :0,
tj.

2%1 —2$2—ZL’3:0/\3.T2+$3 = 0.
Témto podminkdm jiz vyhovuje jediny smér (W) ureny vektorem e3, {es} = (1, —2,6).
MnoZina B = (e, es, e3) je bazi V polarni vzhledem k ®,.

Proved me zkousku — naleznéme analytické vyjadieni formy @, v bézi B:
Matice P piechodu od C k B ma tvar

1 00
P=|1 10|,
1-26

podle véty 3.2.6 je matice F’ formy ®, v B rovna sou¢inu PFP7, tedy

200
FF=1030
0042

Odtud je patrno, Ze B je skute¢né bazi polarni vzhledem k ®, (jak zni analytické vyjadieni
formy @, v bazi B?).

Rovnéz zndmou Gramm-Schmidtovu metodu hledéani ortogondlni baze 1ze snadno zobec-
nit na metodu nalezeni polarni baze libovolné kvadratické formy (zkuste si promyslet, jak).

Poznamka 3.3.22 Vsimnéme si nyni pfipadu, kdy V je vektorovy prostor nad C:
Uvazujme kvadratickou formu ®, a necht B = (ey, - - - ,e,) je nékterd vzhledem k ni poldrn{
baze. Necht jsou jeji prvky oislovdny tak, Ze pravé ® (e, e),- - , ®(e,, e,) jsou nenulové.
Zaved me nyni vektory €], - - - , €. takto:

/ €;

o= =1y
q)(ei7ei>

Snadno se piesvédcime, ze ®(ej,e;) = 1,1 < ¢ < r. Pfitom n-tice B’ = (e}, - ,e.,

€11, ,€,) ziejmé tvofi rovnéZ bazi polarni k ®,. Matice formy ®,vzhledem k B’ ma
velmi jednoduchy tvar:

1 -0 0
1
-0 ’
0---0 0
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pfitom vyznaceny blok je jednotkova matice fadu r = h(®).
Této specidlni bazi se tika normdlni poldrni bdze.

Promyslete si, jak v pfipadé vektorového prostoru nad R dosahnout toho, aby na hlavni
diagonale matice vzhledem k poléarni bazi byly pouze prvky 1, —1 a O (toho, aby to byly jen
prvky 0, 1 nad R obecné zfejmé dosahnout nelze). Rovnéz této bazi se fika normalni polarni
baze.

Vsimnéme si vyznamu, jaky v souvislosti s konstrukci polarni baze hraji vlastni vek-
tory matice kvadratické formy. Vyznamnou roli budou hrét predevsim v euklidovskych vek-
torovych prostorech. To bude vyuzito pfi studiu kuZelosecek a kvadrik pro konstrukci uréitych
vyluénych, tzv. kanonickych bazi.

Bud nyni ®, libovolna kvadraticka forma, zvolme nékterou bézi BB prostoru V a nechf F
je matice dané formy v této bazi (tj. symetrickd).

Necht dédle x je vektor, jehoZ soutadnice {x}' v B jsou vlastnim vektorem matice F
piislusnym vlastnimu &islu A a y dal$i vektor, jehoZ soutadnice {y} jsou téZ vlastnim vek-
torem F piislusnym vlastnimu ¢islu N, pfiCemz A # \'.UZijeme-li definici vlastniho vektoru
a vétu 3.1.7, obdrZzime:

(x,y) = ({x}F) {y}" = Mx}Hy}" =0,

coz znadi, Ze vektory x,y jsou sdruzené vzhledem k ®,.
Plati tedy nésledujici véta:

Véta 3.3.23 Bud F matice kvadratické formy ®, v libovolné bdzi. Pak vektory, jejichz
souradnice jsou vilastni vektory matice ¥ prislusné riiznym viastnim hodnotam, jsou sdru-

Zené vzhledem k formeé ®,.

Nechf vSechna vlastni ¢isla matice F' v bdzi B jsou navzdjem rizna (je jich pravé n).
Najdéme ke kazdému z nich vlastni aritmeticky vektor, ktery budeme povazovat za souradnice
jistého vektoru z V v bazi B. Pak dle véty 3.1.4 je tato n-tice bazi prostoru V a dle véty 3.3.23
jde o bazi polarni vzhledem k uvazované kvadratické formé.

Jak tomu vSak bude v pripadé, je-li nékteré z vlastnich ¢isel nasobnym kofenem charakteri-
stické rovnice? Véta, kterou (pro ptipad redlného vektorového prostoru) uvedeme, fesi tento
problém obecné.

Uvadime ji na tomto misté pro Uplnost, jeji dikaz provedeme pozdéji, upfednostnime pii ném
geometrické aspekty (viz. véta 3.4.7)

Véta 3.3.24 Bud' ®, kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru V, F jeji matice
v libovolné bdzi B. Pak existuje bdze B’ poldrni vzhledem k formé ®, sestavend z vektorii,
JejichZ souradnice v bdzi B jsou vlastnimi vektory matice F.

19Tj. aritmeticky vektor z T™.
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Promyslete si, jak vypada matice formy @, v bazi B!

3.4 Kbvadratické formy na euklidovskych vektorovych pro-
storech

Necht nadéle V oznacuje n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor,”” skaldrni soucin vek-
tort u, v budeme znacit u - v nebo jen uv.

Véta 3.4.1 Bud ®, kvadratickd forma, B, B’ libovolné ortonormdlni bdze, F,F' matice
této formy po Fadé v bdzich B, B'. Pak obé matice maji tytéZ charakteristické rovnice (a tedy
i tatd? spektra).

Diikaz: Bud P matice piechodu od B k B'. Pak pro matici F’ plati (dle véty 3.2.6) F' =
PFPT.V souladu s vétou 2.1.9 je P ortogonalni matice, a tedy P? = P!, UZitim véty 3.1.5
dostavame tvrzeni. g

Nésledujici pojem bude mit vyznamnou roli pii studiu kuzelosecek a kvadrik v eukli-
dovskych prostorech.

Definice 3.4.2 Bud ®, kvadratickd forma na V. Smér [u] se nazyva hlavni smér kvadrat-
ické formy @, jestlize je sdruZeny s kazdym smérem na néj kolmym.
O vektoru u fekneme, ze urcuje hlavni smér kvadratické formy .

Vsimneme si, Ze v této definici nevystupuje pojem bédze. Proto jde o geometrickou vlast-
nost daného sméru a dané kvadratické formy.

Nasledujici véta ndm poskytne ndvod, jak nalézt hlavni sméry — ur¢i jejich algebraicky
vyznam.

Véta 3.4.3 Bud P, kvadratickd forma, F jeji matice v libovolné ortonormdlni bdzi B pros-
toru V. Potom je smér [u] hlavnim smérem kvadratické formy ®o, prdavé kdy? aritmeticky
vektor souradnic vektoru u je vlastnim vektorem matice F.

Diikaz: Dle definice 3.4.2 je smér [u] hlavnim smérem, pravé kdyz plati

VxeV:u-x=0= d(u,x)=0. (3.27)

20T&leso T je tedy téleso redlnych &isel R.
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Zvolme nyni libovolnou ortonormdlni bazi B.

Oznaéme {x} = (21, ,x,), {u} = (uy, -+, u,) v této bazi. Pak lze skaldrni soudin u - x
psat:

U-X=uT| + -+ uUpxy,. (3.28)
Pouzitim maticového zdpisu dostavame ®(u,x) = ({u}F){x}?. Oznacime-li (y1, -, yn)

fadkovou matici ({u}F), pak
DU, X) = Y121+ - + Ynn. (3.29)

S prihlédnutim k (3.28) a (3.29) je implikace (3.27) ekvivalentni s nasledujici:

Je-li (xy,- -, x,) libovolné feSenf linedrni rovnice uyxq + - - - +u,x, = 0, pak je téZ feSenim
rovnice 4121+ - - +u,x, = 0. To je mozné tehdy a jen tehdy, pokud druha z nich je ndsobkem
prvni.?! Musi tedy existovat A € R tak, Ze y; = \u;, 1 < i < n, neboli

(Y1, yn) = AMur, -+, up). (3.30)

Dosadime-li zpét za (y;, - - - , y, ), dostdvame, Ze vektor u uruje hlavni smér formy ®,, pravé
kdyz
I\ € R; {u}F = M\Mu},

coZ znamend, Ze jeho soufadnice {u} jsou vlastnim vektorem matice F piislusnym vlastnimu
¢islu A matice F. O

Poznamka 3.4.4 Uved me vyslovné, Ze predpoklad ortonormdlnosti bdze nelze (s vyjimkou
singuldrniho sméru, viz. poznamka 3.3.12) vynechat. [lustrujme to ndsledujicim prikladem.
UvaZujme kvadratickou formu ®,, kterd je nad ortonormdlni bazi B ddna analytickym
vyjadienim ®y(x1, z5) = 7 + 423. Jeji matice v B ma dvé vlastni &isla — \; = 1, \y = 4.
Prvnimu odpovidé vlastni podprostor (dle véty 3.4.3 je to hlavni smér) [u], {u}z = (1,0)
a druhému[v], {v}z = (0,1) (pfesvéd¢te se o tom). Dalsi hlavni sméry forma ®, nema.

Prejdéme nyni k bazi B’ matici prfechodu . |- Tato matice neni ortogondlni, a tedy B’

2
(dle véty 2.1.9) neni ortonormalni. Snadno se presvédcite, Ze analytické vyjadieni v B’ zni:

By (2, ) = 22 +x7. Matice formy v B’ je jednotkovéa a ma tedy jediné vlastni &islo N = 1.
Vlastnimi vektory jsou v tomto piipadé vsechny vektory prostoru V. Pfitom, jak jsme ukazali
vyse, ma tato forma pouze dva hlavni sméry [u], [v].

Vlastni vektory matice v jiné, neZ ortonormalni bazi tedy obecné neurcuji hlavni sméry
kvadratické formy.

Bud &, kvadratickd forma, [u] jeji hlavni smér. Zvolme dvojici ortonormdlnich bazi
B, B'. Jsou-li F,F’ po fadé¢ matice formy ®, v té€chto bazich, pak v souladu s ptedchozi
vétou existuje A € R tak, Ze

{u}gF = Mu}s.

2INikoli naopak (pro¢?).
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Oznacime-li P matici pfechodu od B k B, jde o ortogonalni matici (véta 2.1.9) a plati
{ulz = {u}sP a F =PFP’.
Mizeme tedy psat>
{u}pF = ({ulpP)FPT = {u}zFP’ = ({ulsF)P? = Mu}zP ! = AMulp.
Cislo  je tedy pro dany hlavni smér [u] nezavislé na volbé ortonormalni béaze.

Dusledek 3.4.5 Vektor u urcuje hlavni smér kvadratické formy ®o, prdvé kdyZ? existuje
A € R tak, Ze v nékteré (a tedy ve vsech) ortonormdlni bdzi plati

{u}F = Mu}, (3.31)

s v

kde ¥ je matice v této bdzi a \ je jeji viastni &islo. Je korektni Fici, Ze hlavni smér [u] je
ptislusny vlastnimu ¢islu A.

Singuldrni smér kvadratické formy je tedy jejim hlavnim smérem (prislusnym viastnimu
¢islu A = 0) a naopak.

Vyznamné postaveni (zejména pro geometrii kuzZeloseCek a kvadrik) budou mit baze,
které jsou ortogondlni (resp. ortonormalni) a zdroveri polarni vzhledem k dané kvadratické
formé. Nésledujici véta uvadi tyto vlastnosti do souvislosti s pojmem hlavni smér dané formy.

Véta 3.4.6 Bud P, kvadratickd forma na V, B necht je bdze prostoru V. Potom plati:

1. je-li B ortogondlni bdze poldrni vzhledem k ®,, pak vektory tvorici B urcuji hlavni
smery formy Po;

2. je-li B ortogondlni bdze, jejiZ vektory urcuji hlavni sméry formy ®o, pak je B poldrni
vzhledem k ®5;

3. je-li B poldrni vzhledem k ®y a urcuji-li jeji vektory reguldrni hlavni sméry formy
by, pak je B ortogondlni.

Diikaz: OznaCme prvky baze B = (uy, -+ ,u,).

1. Uvazujme néktery u; € B, 1 < i < n. Bud x libovolny vektor z V kolmy na u;. Lze
tedy psat:

X = Zl‘jllj. (3.32)
j=1

22PT — P—l
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Vyndsobme tuto rovnost skalarné u;. ProtoZe baze B je ortogondlni (a tedy pro i # j
je u;u; = 0), obdrzime postupné:

n

0=ux= Z zj(uu;) = z;(uw). (3.33)

j=1

Vzhledem k tomu, Ze u;u; # 0 (proc?), dostavame, ze x; = 0. Pak lze (3.32) psat:

x =Y zu; (3.34)
i
Zjistéme nyni, zda jsou vektory x,u; sdruZzené. ® je bilinedrni forma a Ize tedy po
dosazeni za x dle (3.34) psat:

O(u;,x) =9 ui,ijuj = Zx]—@(ui,uj). (3.35)
o g

Predpokladdejme, Ze B je polarni — pro ¢ # j je ®(u;,u;) = 0. Ze vztahu (3.35) pak
plyne, Ze ®(x,u;) = 0 - tedy vektory x, u; jsou vzhledem k & sdruzené. Protoze byl x
zvolen libovolné, dokazali jsme, Ze vSechny vektory baze B urcuji hlavni sméry formy
P.

2. Primo z definice 3.4.2 plyne, Ze kazdé dva navzdjem kolmé hlavni sméry jsou sdruZené,
a tedy baze B je polarni.

3. Zvolme ve V ortonormdlni bazi C, F necht je matice ®, v C.
UvaZzujme dva rizné u;,u; € B. Podle véty 3.4.3 je {u;}¢ vlastni vektor matice F —
necht odpovidé vlastnimu &islu M.
Pak Ize psat:

O(w;, v)) = ({w}eF){u;}é = A{wle{u;}é) = Mw, u)).
ProtoZe A # 0 (proc?), vyplyva ze sdruZenosti vektorti u;, u; jejich kolmost.
i
Poznamenejme zejména, Ze jedinymi ortogondlnimi bazemi, které jsou polarni vzhledem
k dané formé, jsou tedy baze, jejichZ vektory urcuji hlavni sméry této formy.
Véta tak ukazuje na vyznamné postaveni, které hlavni sméry zaujimaji.

Tato véta vSak nehovori o existenci téchto bazi k libovolné kvadratické formée — tu zaruci
az véta nasledujici.

Véta 3.4.7 Bud ©, kvadratickd forma na V. Pak existuji vektory uy, - - - ,, tak, Ze urcuji
hlavni sméry formy @, a tvori ortonormdlni bazi prostoru V. Tato bdze je poldrni vzhledem
k ®s.
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3.4 Kvadratické formy na euklidovskych vektorovych prostorech

Diikaz: Dlikaz tvrzeni provedeme matematickou indukei pro n = dim V.

1. Necht n = 1.
Je-li u, u # o, libovolny vektor z V, uruje jisté hlavni smér, nebof neexistuje x € V
tak, aby x 1 u (dim'V = 1). Neni tedy splnén predpoklad implikace (3.27) a tato
tedy plati. Je-li vektor u jednotkovy, ¢ehoz 1ze snadno dosdhnout, pak ziejmé (u) tvori
ortonormdlni bazi (opét uzijeme dim'V = 1).

2. Necht n > 2. Pfedpokldadejme platnost véty pro vSechny prostory W, dim W < n —1.
Zvolme ve V nékterou ortonormdlni bazi C. Pfislu$nd matice formy &, je redlna sy-
metrickd, a tedy dle véty 3.1.6 existuje alespori jedno jeji (redlné) vlastni &islo. Necht
u; je pfislusny vlastni vektor jednotkové délky. V souladu s vétou 3.4.3 je [u;] hlavn{
smér formy Ps.

Ozname W = [u;]t. Pak W CC V,dim W =n — 1.

Dle indukéniho predpokladu existuje soustava ortonormdlnich vektord us, - - - , u,, urcu-
jicich hlavni sméry formy ®,|W, tvofici bazi prostoru W polarni k ®,| W. Urcuji viak
Uy, - -+ ,u, hlavni sméry i formy ®, na V? Provéfime, zda jsou splnény podminky
definice 3.4.2.

Pfedevsim je patrno, Zze B = {u;, uy, - - - , u,, } tvoif ortonormdlni (a pak tedy linearné
nezdvislou) soustavou vektori — tj. ortonormdlni bazi V. Bud nyni ¢ nékteré z &isel
2, -+ ,n anecht x je libovolny vektor V, x L u,. Pak, jak jsme jiz odvodili v dikaze
véty 3.4.6 (1), 1ze x psat:

UkaZzme, Ze x a u; jsou sdruzené:

<I>(u,;,x) =0 ui,ijuj =T ~<I>(ul-,u1) —i—Zx]@(ui,uj).
= gt
Vzhledem k tomu, Ze vektor u; uréuje hlavni smér formy ®5 au; L uy, je ¢(u;, uy) =
0. Protoze uy,--- ,u, € W jsou vzijemné ortogonalni vektory urcujici hlavni sméry
®o|W, plati ®(u;,u;) = 0proj = 2,---,n, j # i. Mame tedy dokdzano, Ze
®(u;,x) = 0 —tj. urCuje hlavni smér formy Ps.
Podle véty 3.4.6 (2) je ziskana baze polarni vzhledem k ®.

Vlastnosti hlavnich smért dopliiuje néasledujici véta.

Véta 3.4.8 Hlavni sméry kvadratické formy prislusné riiznym viastnim isliom jsou kolmé.
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Diikaz: Zvolme ve V ortonormdlni bazi B, F nechf je matice formy @, v B.

Bud'te [u], [v] hlavni sméry piislu$né rtiznym vlastnim &islim po A, \'. Dle véty 3.4.3 to
znamend, ze {u}, {v} jsou vlastni vektory matice F piislusné uvedenym vlastnim &islam.
V souladu s vétou 3.1.7 pak plati, ze {u}{v}? = 0. ProtoZe B je ortonormalni, plati u - v =
{u{v}T =0,atedyu-v = 0. O

Podivejme se nyni, jak vypadd matice kvadratické formy @, v ortonormdlni bazi, ktera je
polarni vzhledem k dané kvadratické formé (a jejiz vektory tedy urcuji hlavni sméry formy
D,), tj. bézi, jejiz existenci zarucuje véta 3.4.7.

Véta 3.4.9 Bud ®, kvadratickd forma na V. Necht B = (uy,--- ,u,) je ortonormdlni
bdze, jejiz vektory urcuji hlavni sméry prislusné po radé vlastnim Cislium My, --- , N\, (ne
nutné ruznym). Pak matice formy ®o v bdzi B md tvar:

A O -2 0

Ao - - -
0 A 0 (3.36)
0 0 -\,

Diikaz: Zvolme libovolnou ortonormalni bazi C, F nechf je matice ®, v bézi C. Pak v souladu
s vétou 3.4.3 jsou souiadnice vektorti uy, - - - ,u, v bdzi C vlastnimi vektory matice F'. Necht
prislusi po fadé€ vlastim ¢islim Aq, - - - , A\, (ta nemusi byt nutné riznd).

Spo¢téme nyni hodnoty ®(u;,u;), 1 < i,j < n — pouZijeme maticového vyjadieni a
vztahu (3.31):

O(w, wy) = ({wlF){u;}" = A{w Hw}" = N({wHuw}').
Nebot C je ortonormdlni, plati ddle {u;}{u;}* = uu; = §;;, takZe dostavame:
(ID(ui, Uj) = )\jéij, 1 S Z,j S n.

Odtud jiZ v souladu s definici matice formy v dané bazi plyne tvrzeni véty. U

V zavéreCné Casti této kapitoly si vSimneme vlastnosti, kterd spojuje vSechny matice dané
kvadratické formy v libovolné polarni bazi.

Bud ®, kvadratickd forma, B = (uy, - - - ,u,) libovolnd béze poldrni vzhledem k ®,.
Pak analytické vyjadieni formy ®; m4 tvar:

{x} = (21, ,2n) = Po(x) = qux12>

nebof matice F = (f;;) md tvar (3.24).
OznaCme si:
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3.4 Kvadratické formy na euklidovskych vektorovych prostorech

p pocet prvkd, které jsou kladné,

q pocet prvkd, které jsou zaporné a
m pocet prvki, které jsou nulové.
(zfejmé p + ¢ = h(P))

Bez ijmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze jsme vektory baze ocCislovali tak, Ze

fll;"' 7fpp>0a
fp+l7p+1a R fp+q,p+q < 07 (337)
fp+q+1,p+q+17 T 7fnn = 0.

V nasledujicim se budeme snazit dokazat, Ze p, ¢, m nezavisi na volbé polarni baze. Provedeme
to tak, Ze stanovime geometricky vyznam téchto Cisel.
Ozna¢mesi P = [uy, -+ ,u,], M = [u,4q, -+, u,]. Ziejme

PeM=V (3.38)
a pro libovolny nenulovy vektor x € V plati (pro¢?):*
x€P = Dy(x) >0, x e M = Py(x) <0. (3.39)

Bud' nyni P podprostor nejvétsi dimenze ve V takovy, Ze na vSech jeho nenulovych vek-
torech nabyva forma ®, kladné hodnoty. V definici podprostoru P nevystupuje pojem bdze,
a proto je jeho dimenze vlastnosti formy ®,. Budeme se snazit dokdzat, Ze dim P = p. Tim
dokaZeme, ze Cislo p nezdvisi na volbé polarni baze.

Na nenulovych vektorech z P je &, > 0, a tedy dim P < dim 15, neboli dim P = p+k,
k > 0. Dle Grassmannovy formule lze psat:

dim(P N M) = dim P 4 dim M — dim(P + M),
po dosazeni za dim P = p + k, dimM = n — p:
dim(P N M) = (n + k) — dim(P + M). (3.40)

Pro dimenzi podprostoru P + M zfejmé plati: (n — p) < dim(P + M) < n (pro¢?), takze
dle (3.40) dostavame pro dim(P N M):

(p+ k) > dim(P N M) > k.

Pokud by dim P # p (neboli k& > 0), plynulo by odtud, 7¢ (P N M) ma dimenzi alespoti 1 a
obsahuje tedy nenulovy vektor x, pro ktery by sou¢asné muselo platit (uzitim (3.39):

Dy(x) >0 (nebotx € P) a Py(x) <0 (nebotx € M).

Z3Promyslete si, jaké mé x soufadnice v jednotlivych piipadech.
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

To vSak neni mozné, a proto tedy dim P =p.

Dokadzali jsme pravé, Ze p nezévisi na volb& polarni baze. Cislo p+¢ udava hodnost formy
®, a proto také nezavisi na volbé baze - nezdvisi na ni ani ¢islo ¢. Protoze m = n— (p+¢q) =
n — h(®), nezdvisi na vybéru baze ani &islo m.

Zjistili jsme tedy (mimo jiné), Ze Cislo p, resp. ¢, md vyznam dimenze nejvétsiho z podpros-
torti ve V, na jehoz nenulovych vektorech nabyva forma ®, kladné, resp. zaporné, hodnoty.
Cislo m, (tzv. nulita formy) pak uddvé dimenzi jejtho vrcholu.

Dokazali jsme nasledujici vétu — tzv. Sylvestriv zakon setrvacnosti:

Véta 3.4.10 Bud O, kvadratickd forma, F jeji matice v libovolné poldrni bdzi. Pak pocet

kladnych i pocet zapornych prvkii této matice nezdvisi na volbé poldrni bdze.

Definice 3.4.11 Bud @, kvadratickd forma, F jeji matice v libovolné polarni bazi. Oznacme
p pocet kladnych a g poCet zdpornych prvku této matice. Pak uspofddand dvojice (p, q) se
nazyva signatura kvadratické formy ®.

Véta 3.4.10 tedy tik4, Ze signatura kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze,
v niZ ji zjistujeme, a je tedy vlastnosti této kvadratické formy (invariantem), podobné jako
napiiklad jeji hodnost.

Nésledujici véta uvadi do souvislosti signaturu kvadratické formy a spektrum jeji matice
v libovolné ortonormalni bazi. Pozdéji ukaZzeme, Ze pozadavek ortonormalnosti 1ze vynechat
— Ze totiZ signatura je urCena spektrem matice v libovolné bazi.

Véta 3.4.12 Bud &, kvadratickd forma, F jeji matice v libovolné ortonormdlni bdzi, )\,
-+, A\ necht jsou vlastni &isla**matice F. Pak pro signaturu (p, q) formy ®, plati, Ze p

uddvd pocet kladnych viastnich ¢isel a q pocet zapornych vlastnich Cisel.

Diikaz: Je-li F' matice kvadratické formy v ortonormdlni bazi, jejiz vektory urcuji hlavni
sméry, pak F' ma tvar popsany ve vété 3.4.9 a platnost tvrzeni je v tomto pfipad€ evidentni.
ProtoZe dle véty 3.4.1 maji vSechny matice dané formy nad ortonormdlnimi bazemi tatiz
spektra, plati tvrzeni v kazdé ortonormalni bazi. U

Duiikaz véty 3.3.24:
Nyni dokdZeme vétu 3.3.24, nebof z ni vyplyne vztah signatury a spektra matice kvadratické
formy v libovolné bazi.

Nejprve si uvédomme, co z algebraického hlediska znamena platnost véty 3.4.7 spolu s
vétou 3.4.3.

24Kazdé je uvedeno tolikrat, kolikandsobnym kofenem je charakteristické rovnice.
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3.4 Kvadratické formy na euklidovskych vektorovych prostorech

M¢jme dénu libovolnou symetrickou redlnou matici F. Zvolime-li nékterou ortonormalni
bazi ve V, pak lze F povazovat za matici jisté kvadratické formy v této bazi. Souradnice vek-
toru urcujiciho hlavni smér této kvadratické formy tvofi (dle véty 3.4.3) vlastni vektor matice

F. Podle véty 3.4.7 tedy existuje n linedrn& nezavislych aritmetickych vektord uy, - - -, u,,>
které jsou vlastnimi vektory matice F (nechi piislusi po fadé vlastnim &{sIim?® Ay, --- , \,)
a maji vlastnost: ¢ # j = uzFuJT = 0 provsSechna?,j7 =1,--- ,n (proc?).

Nyni uvazujme kvadratickou formu ®,, C necht je libovolné baze (ne nutné ortonormalni)
v prostoru V, F af je matice této formy v C.
Jak jsme pravé ukazali, existuje n linedrné€ nezavislych aritmetickych vektora uy, - - ,u, an
redlnych Cisel Ay, --- , A\, s vlastnostmi:

1. Vi, 1 <i<n: uF = Nu,,
2. Vi,51<4,5<n: i%jﬁuiFuJT:O.
Zkonstruujme si nyni n-tici vektord uy, - - - ,u, z V tak, Ze poloZime
{u;}e = u;.

Tato n-tice jisté tvofi bdzi prostoru V a vzhledem k vlastnosti 2 jde o bizi polarni vzhledem
k ®,. Jejich soufadnice piitom tvoii vlastni vektory matice F.?” Tim je v&ta 3.3.24 dokézana.
OJ

Podivejme se, jak vypadd matice formy ®, v bazi dle véty 3.3.24, tedy v pravé zkonstruo-
vané bazi B = (uy, - - - ,u,). Mimo hlavni diagondlu jsou samoziejmé samé nuly (pro¢?) a i-
ty prvek hlavni diagonaly je roven ®(u;, u;), coZ je rovno {u; }cF{u;}t = A; ({w;}e{w}¢).
Matice m4 tedy tvar:*®

Al{ul}{ul}T 0 tee 0
0 )\2{u2}{u2}T cee 0
0 0 o A fu Hu M
Bud i = 1,--- ,n. ProtoZe u; # o, je souin {u;}{u;}”? &slo kladné. Znaménko i-tého

prvku na hlavni diagonadle je tedy rovno znaménku piislusného vlastniho ¢isla \;. Proto tedy
pro signaturu (p, ¢) plati, Ze p je poCet kladnych a ¢ je pocet zdpornych vlastnich &isel matice
F.

Plati tedy nésledujici véta.

2 Nezna¢ime je tu¢né, aby nedoslo k zaméné s vektory prostoru V.
26Tato nemusi byt riizn4.

?7Jak ale vime, neuréuji hlavni sméry formy ®.

28Symbol C u soutadnic vynechdme.
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KAPITOLA 3. Kvadratické formy na vektorovych prostorech

Véta 3.4.13 Bud ®, kvadratickd forma F jeji matice v libovolné bdzi, \1,- -+ , \, necht
jsou viastni &isla*’matice F. Pak pro signaturu (p,q) formy ® plati, Ze p uddvd pocet

kladnych vlastnich cisel a q pocet zdpornych viastnich cisel

Poznamenejme zavérem, Ze vétu 3.3.24 je moZzno dokdzat prfimo, prostiedky algebry
matic. Pak by véta 3.4.7 byla jejim disledkem.

2YKazdé je uvedeno tolikrat, kolikandsobnym je kofenem charakteristické rovnice.
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Kapitola 4

Teorie kuzelosecek

V této kapitole se budeme zabyvat jistymi mnoZinami bodil v euklidovské roviné, které
budeme nazyvat kuZeloseckami.
Euklidovskou rovinu budeme oznacovat &, jeji zaméreni, které je vektorovym prostorem se
skalarnim soucinem, budeme znacit V.
Pod pojmem bdze budeme (pokud nebude uvedeno jinak) rozumét afinni bdzi roviny &,.
Pojem kuZeloseCka neni pro Ctenafe jisté novy. S timto pojmem, stejné jako s pojmy
kruZnice, elipsa, hyperbola, parabola jste se jiz setkali na stiedni Skole a v predmétu kon-
strukéni geometrie, kde byly tyto kfivky definovany metricky, tj. pomoci pojmu vzddlenost.
Nyni, v analytické geometrii, zvolime postup jiny. VSimneme si typt formuli (obecnych
rovnic), kterym budou vyhovovat souradnice bodu téchto kiivek.
Budeme zde budovat analytickou teorii kuzeloseCek — nebudeme tedy vychdzet z jejich
vlastnosti, které jste v konstruk¢éni geometrii zjistili synteticky. Volné feceno, ,zapomenme
na chvili v8e, co o zminénych kfivkach vime.

4.1 Definice a zakladni pojmy

4.1.1 Obecna rovnice a matice kuzelosecky

Nejprve tedy zaved me pojem kuZelosecka.'

Definice 4.1.1 Nechf je v & zvolena baze B. MnoZina bodd K C &, k niZ existuje poly-
nom F(z,y) € Rz, y] druhého stupné tak, ze plati

X =[xyl e K& F(z,y) =0, 4.1)

se nazyva kuZelosecka v Es.

'U%iv4 se téz pojmi kvadratickd k¥ivka &i kiivka 2. stupné.
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KAPITOLA 4. Teorie kuzeloseéek

Rovnice F'(z,y) = 0 se nazyva obecnd rovnice kuZelosecky K v bdzi B. O polynomu
F(z,y) budeme fikat, Ze urcuje v bdzi B obecnou rovnici F(x,y) = 0 kuZelosecku K.
(V obou piipadech se uziva téZ terminu vzhledem k bdzi B.)

Koeficienty polynomu F'(z,y) budeme vzdy indexovat ndsledujicim zpisobem:

F(x,y) = fux® + 2fiaxy + fooy® + 2f137 + 2fo3y + fas, 4.2)

jeho kvadratickou ¢ast budeme znacit ¢ — tj.

o(z,y) = fuiz® + 2fiazy + fortf?, (4.3)

pri¢emz alesponi jeden z koeficientll fi1, f12, f22 neni nula.

Poznamenejme, Ze pro proménné polynomu ¢ budeme téZ uzivat i1 jiné oznaceni — napfr.
Uy, uy (coz je otazka Cisté formalni).

KuZeloseCkami jsou tedy napiiklad mnoZziny bodd dané v jisté bazi obecnymi rovnicemi
2’ +y*—1=0,& y?>+x = 0 (o té&chto md jisté jiz Etendi svou piedstavu), nebo 1722 +12zy+
8y% + 2z + 4y — 3 = 0 a podobné. VSimnéme si, Ze i pfimku lze povaZovat za kuZelosecku
— skute¢né obecnou rovnici 2 = 0 je ddna pfimka o rovnici z = 0.
Je napftiklad dvojice pfimek kuzeloseCkou ve smyslu nasi definice?

Pro fadu uvah bude vhodné vyjadrit polynom ur€ujici v dané bazi kuzelosecku 1 jeho
kvadratickou ¢ast v maticovém tvaru. Zkonstruujme pomoci koeficientd polynomu F'(x,y)
(pti oznaleni (4.2)) symetrickou matici F = (f;;)3x3” a symetrickou matici Fo = (fi;)ax2:

fu fiz fis fu f
F=1 fafoofz |, Fo= <f11 flz) ) 4.4)
fa1 fso f3 e

kde fi; = fj, 1 <4, < 3.
Poznamenejme, Ze matice Fy musi byt nenulovd, tj. h(Fy) > 1 (pro¢?).
Lze se snadno presvédcit, ze polynom F' 1 jeho kvadratickou Cast ¢ jde psat néasledujicim
zpusobem:
x
F(r,y) = (z,y9,1)-F- [ y (4.5)
1

o(ug, ug) = (uq,uz) - Fo - <U1> ) (4.6)

U2

coz lze vyuzit i k maticovému zdpisu obecné rovnice.

ZPolynom i pfislusnou matici budeme vzdy znagit stejnym pismenem (v odlisném fontu).
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4.1 Definice a zdkladni pojmy

Definice 4.1.2 Bud K kuZelosefka, B baze roviny & a necht F(x,y) je libovolny poly-
nom 2. stupné urcujici v bazi B obecnou rovnici F'(z,y) = 0 kuzeloseCku K.

Pak matice F, resp. Fy, sestrojend vyse, se nazyva matice, resp. mald matice, kuZe-
losecky IC v bdzi B, Cislo A = detF, resp. 0 = det Fy, se nazyva velky, resp. maly,
diskriminant kuzelosecky KC v bdzi B.

Poznamenejme, Ze mezi obecnou rovnici a matici dané kuZelosecky (v téZe bazi) je ziejmé
vzdjemné jednoznacny vztah. UrCeni kuZeloseCky jejim polynomem (obecnou rovnici) €i jeji
matici je zcela rovnocenné. Budeme uZivat toho zptsobu, ktery bude v dané situaci vhodnéjsi.

Naskyta se prirozend otdzka, zda mé kuzeloseCka nad danou bazi jediné vyjadfeni (4.
jedinou rovnici ¢i jedinou matici). Je zfejmé, Ze nikoli — obecné rovnice F(z,y) = 0 i
cF(x,y) = 0 uruji pro viechna ¢ # 0 tutéz kuzeloseCku — plati tedy nasledujici véta:

Véta 4.1.3 Bud'te K1,Ky C &, kuZelosecky urcené nad bdzi B po fadé maticemi Fq, Fs.
JestliZe plati Fy = cFq, ¢ # 0, pak K1 = K.

Plati i v&ta obrdcend? Obecné nikoli — vZdyt napiiklad obecnymi rovnicemi z2 + y? = 0
i 322 + y? = 0 je uréena tataz kuZzelosecka (bod [0, 0]) a pfitom tyto rovnice nejsou Gmérné.’

UkaZeme, Ze pro mnohé kuZelosecky lze tuto vétu obrétit (viz Véta o jednoznacnosti 4.3.2)
a tyto tedy v dané bazi budou uréeny sice nekone¢né mnoha maticemi (obecnymi rovnicemi),
vSechny vSak budou (po dvou) umérné, ¢imz se jejich studium znacné zjednodusi.

Poznamka 4.1.4 Vzdy musime respektovat, ze vlastnosti kuzelosecky lze zkoumat pro-
stiednictvim prave téch téch vlastnosti jeji matice, které jsou spoleéné pro vSechny matice
této kuzeloseCky — tj.

1. nezdvisi na vybéru baze, ve které je matice dana,

2. nezdvisi na vybéru matice, kterd v této bazi ur€uje danou kuzelosecku.

Témto vlastnostem fikdme geometrické viastnosti.*
(Je napf. hodnota A geometrickou vlastnosti?)

(Ve srovnani s bilinedrnimi formami, které mély v dané bazi pouze jedinou matici a stacilo
tedy respektovat pouze bod 1., je pro kuzelosecky situace slozit€jsi.)

4.1.2 Obecna rovnice pri transformaci soustavy souradné

Nechf kuZeloseCka K je déna v bazi B obecnou rovnici F(z,y) = 0. Je otdzkou, zda i
v libovolné jiné bazi 5’ bude existovat polynom F’ 2. stupné, ktery by obecnou rovnici

3To je zapfi¢inéno tim, Ze R neni algebraicky uzaviené téleso.
“Ne&kdy se téz uziva pojmu invariant kuZelosecky (nezaméujte viak s pojmem invariant transformace sous-
tavy souradné déle zavedenym).
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F'(a2',y") = 0 urCoval kfivku K.
Soucasné se budeme ptat, jak jej zkonstruovat.
K feSeni této otdzky pouZijeme maticového zapisu obecné rovnice.
Budte B = (P, e, e;), B' = (P, €], €),) baze &.
Je-li P/ = [by,bo]p a € = (ai1,ai)5,, 1 = 1,2°, pak dle véty 1.2.11 pro soufadnice libo-
volného bodu X = [z, y]z = [/, ¢/]s plati tyto transformacni rovnice:

r=anx’ + any + b

Y = a1t + axny’ + b 7
Uvazime-li matice pfechodu od baze B k B’ a od baze B, k 5},
ay a2 0 (au a12>
P=| ay ax 0 |, Py, = ) (4.8)
by by 1 21 G22
1ze (viz pozndmka 1.2.14) transformacni rovnice (4.7) psat téz takto:
(z,y) = (2',y")Po + (b1, ba),
coz lze déle ptepsat takto:
X =[zyls=["y]p & (x,y,1) = (@', 1)P. (4.9)

Vraime se k otdzce formulované dvodem.
Bud K kuZeloseCka uréend v B matici F, X = [z,y|s = [2,v/]p nechi je bod &,. Pak
(v souladu s definici 4.1.1) bod Xnélezi K, pravé kdyZz (uZitim (4.5)):

(z,y,1)-F - (z,y, )T =0.
Dosadime-li ov§em za necarkované souradnice bodu X ze vztahu (4.9), obdrzime:
XeKe (,y, )P)F(,y,1)P) =0e («,y,1)(PFPT) (2, ¢/, 1)T = 0.

Oznatme F' = PFPT. Pak F'7 = (PFPT)T = PFTPT = F/, neboi F je symetricka.
ObdrZeli jsme tedy symetrickou matici F’, pficemz plati:

Xek< (l’/, y/7 1) -F'- (x/7y,7 1)T = 07
coz muzeme téz psat
F'(2',y") = 0.
Je tedy patrno, Ze je-li h(F{) # 0 (a tudiz F'(2',y') je 2. stupné), pak F' urcuje kuzelosecku
IC v bazi B'.

Sopét budeme preferovat (v geometrii obvyklejsi) zdpis x = (1, x2)5, pred {x}5, = (21, T2).
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Vsimnéme si, jak ziskdme malou matici FY,.
Z tvaru posledniho sloupce matice P plyne, Ze pro soucin matic PF lze psét (prvky pro
nas ,hezajimavé” jsou vyteckovany):
0
PF = 0 Jos | =

bl b2 1 f13 f23 f33

PoF,

Podobné nulovost prvnich dvou prvki tietiho f4dku matice P nas opraviiuje dale psat

b P,F,PT
b2 = . ,

00 1

PoF, P
F=PFRPT=| "°. 0

tedy mald matice F}, je rovna PoFoP”.

Matice Py je reguldrni (pro¢?), proto plati, ze h(Fy) = h(Fy) (jak jsme ukézali v podkapi-
tole 3.2 pred definici 3.2.13). Proto h(F{) > 1 a matice F’ je skute¢né matici kuzelosecky K
v bazi B’ (jak vime, je jednou z matic C v 3).

Dokézali jsme tedy nasledujici tvrzeni:

Véta 4.1.5 Bud'te B, B’ bdze v &, P matice prechodu od B k B'. Nechf kuZelosecka K je

v bdzi B uréena matici F. Pak matice ¥', pro niZ plati
F' = PFPT,

urcuje kuZelosecku KC v bdzi B'.

Pritom pro malou matici plati:

h(Fp) #0 a Fy=P,FP}.

O polynomu F’(z’,y') fekneme, Ze vznikl z polynomu F(x,y) transformaci soustavy
soutadné. TotéZ fekneme o matici F’, resp. o polynomu ¢’'(2’, 3/’) a matici Fy,.

Je ziejmé, ze polynom F’(z’,y’) bychom mohli také ziskat pfimym dosazenim za x, y do
F(z,y) z transformacnich rovnic (4.7).

Ukazali jsme, Ze provedenim transformace soustavy soufadné vznikne z polynomu 2.
stupné opét polynom 2. stupné — dand mnoZina je tedy kuZeloseCkou nezdvisle na volbé baze
(definice 4.1.1 je v tomto smyslu korektni).

Vsimnéme si, Ze matice F se transformuje stejné, jako matice bilinearni formy na zaméfeni
V (viz véta 3.2.6) — Py je matici pfechodu bazi ve V. To ndm umoZziiuje predpisem

Vu,v € V:u = (ug,uz)g, Av=(v1,09)5, = ®(u,v) = (ujuz)Fy <U1>
V2
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korektné (tj. nezavisle na volbé baze B;) definovat bilinearni formu &, ktera je polarni bi-
linearni formou kvadratické formy ®, dané vztahem

YueV .u= (U17 UQ)BO = (I)Q(U) = (U1UQ)F0 Zl
2

Poviimné&me si, Ze pro jeji analytické vyjadieni plati (viz (4.3)):°
u = (ug, ug)p, = Po(u) = o(ur, up) = fruf + 2 frourus + farus,

tj. timto vyjadfenim je kvadraticka ¢ast polynomu F'(x, y).
Vyse uvedené formuluje nésledujici definice:

Definice 4.1.6 Bud F matice kuZzelosecky K v bazi B. Pak kvadratickd forma ®, na V
urcend v bazi By matici F se nazyva kvadratickd forma kuZelosecky K, jeji polarni bi-
linearni forma ® se nazyva poldrni bilinedrni forma kuZelosecky K.

Naskyta se otazka, kolik polarnich bilinearnich (resp. kvadratickych) forem m4 dand
kuZelosecka. Zvolme libovolné bazi B a nechf F je matice K v bazi B. Pak oviem i cF je
pro libovolné ¢ # 0 matici K. Tedy kromé formy @ (sestrojené pomoci F) jsou i vS§echny c¢®,
¢ # 0, polarnimi bilinearnimi formami téZe kuzelosecky K. ProtoZe nemiZeme vyloucit ani
existenci matice (G, kterd neni nasobkem matice F, nemiiZeme apriorné vyloucit ani existenci
formy W, kterd neni nasobkem formy .

Zejména tedy odtud vyplyva:

Poznamka 4.1.7 Vlastnosti kuZelosecky 1ze zkoumat prostiednictvim pouze téch vlastnosti
jeji formy (polarni bilinearni nebo kvadratické), které jsou spolecné pro vSechny formy této
kuZeloseCky (geometrické vlastnosti).

(Je naptiklad hodnota ®(u, v) geometrickou vlastnosti vektord u, v a uvazované kuzelosecky?)

4.1.3 Invarianty transformace soustavy souradné

Transformacim soustav souradnych budeme obecné fikat afinni transformace. Specialné trans-
formace kartézské soustavy souradné v kartézskou soustavu souradnou jsme nazvali orfo-
gondlni transformace.’
Je patrno, ze zména pocatku ¢i otoceni kartézské soustavy souradné predstavuji orto-
gondlni transformace. Podobné téZ zména oznaceni os ¢i orientace nékteré z os.
Pfipomenime, Ze dle véty 2.1.9 je transformace soustavy soufadné dand matici P orto-

gondlni, pravé kdyz matice Py je ortogonalni, tj. plati-li PoP! = E.

6Jak znf analytické vyjadieni formy ®?
"viz definice 2.1.8.
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Uvazujme nyni kuZelosecku K danou v bdzi B matici F. Zvolme dalsi bazi B, P necht je
piislusna matice prechodu. Matice F’ vznikla z F' transformaci soustavy soufadné ma tvar dle
véty 4.1.5 a urCuje IC v B'. Spole¢na vlastnost matic F a F/ se nazyva invariant uvazované
transformace soustavy souradné.

Ozna¢me A = detF, A’ = detF/, § = detFy, o' = det F{,. Uzitim véty 4.1.5 dostdvame:
A’ = det(PFPT) = det P - det F - det PT = (det P)? - A, podobné ¢’ = (det Py)? - 4.

Ze vztahu (4.9) plyne, Ze det P = det P, a protoze matice Py je reguldrni, je (det P)? =
(det Pg)? > 0, v ptipadé ortogondln{ transformace dokonce (det P)? = (det Py)? = 1.
Invariant hodnosti malé matice jsme jiz ukazali vyse (viz. dikaz véty 4.1.5). ProtoZe matice
P je regularni a matice F’ je ddna formuli dle véty 4.1.5, je ze stejného divodu invariantni i
hodnost matice F.

Z téchto skuteCnosti plyne nasledujici véta.

Véta 4.1.8 Velky a maly diskriminant je invariant libovolné ortogondlni transformace
soustavy souradné. Znaménko velkého a malého diskriminantu je invariant libovolné afinni
transformace soustavy souradné.

Hodnost velké a malé matice je invariant libovolné afinni transformace soustavy souradné.

Poznamka 4.1.9 Uvédomme si vSak, Ze odtud neplyne, Ze jde o geometrické vlastnosti
kuzelosecky.

Jiz z toho, ze F; a Fy = cF; (¢ # 0) jsou matice téze kuZelosecky a tedy Ay = c3A,
dostavame, ze pro klasifikaci kuzelosecek 1ze u A vyuzit nejvyse jeho nulovost ¢i nenulovost.
(Na rozdil od malého diskriminantu (5, = c%4,), kde pljde vyuZit i jeho znaménka.)

V pfipadé existence neimérnych matic vSak ani posledni dvé jmenované vlastnosti nemusi
byt geometrické vlastnosti kuzelosecky, stejn€ jako zminéné hodnosti matic.

Vsimnéme si nyni, zda charakteristickd rovnice malé matice je invariantem ortogonalni
transformace. Bud'te BB, B’ kartézské bdze. Pak, jak jsme jiz pfipomnéli, je matice Py or-
togondlni, a tedy Py = P;'. Je-li F matice kuZelose¢ky K v bazi B a F/ matice K v
B’ vznikla uvazovanou transformaci soustavy soufadné, pak uZzitim véty 4.1.5 dostavame
F, = PoFyP,'. Z véty 3.1.5 nyni bezprostiedné& plyne, Ze charakteristickd rovnice je invari-
antem ortogondlni transformace.

Charakteristicka rovnice malé matice zni:

N = (fur + fo)N+ (firfo2 — ) = 0.

Oznacime-li S stopu malé matice,® mizeme psat

AN —S\+06=0, (4.10)

8Toto oznaceni budeme nadale vzdy dodrZovat.
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coz znaci, Ze i S je invariantem ortogondlni transformace.
Dokazali jsme tedy nésledujici vétu:

Véta 4.1.10 Charakteristickd rovnice malé matice kuZelosecky a stopa malé matice jsou
invarianty ortogondlni transformace soustavy souradné.

4.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kuzelosecek

4.2.1 Rozbor obecné rovnice

V tomto odstavci ukdZeme, které mnoZziny bodu roviny jsou kuzeloseckami ve smyslu definice 4.1.1.
Necht kuZeloseCka K je v bézi B = (P;e;, e;) ddna obecnou rovnici

Jua® + 2f1oxy + fory® 4 2f135 + 2fo3y + fz3 = 0, 4.11)

kde {fi1, fi2, f2o} # {0} neboli h(Fy) # 0.
Predpokladejme, zZe B je kartézska (pokud by tomu tak nebylo, provedli bychom vhodnou

transformaci soustavy souradné).

Nasim cilem nyni bude najit takovou bazi, v niZ bude mit obecna rovnice co nejjednodussi
tvar.

V prvnim kroku se budeme snaZit, aby vymizel ¢len f,.
ProtoZe dle definice 4.1.6 je

o(z,y) = fuiz® + 2fi07y + for)® (4.12)

analytickym vyjadfenim kvadratické formy ®, kuzelosecky /C, znamena to hledat bazi B, =
(a1, as) zaméfeni V poldrni vzhledem k této formé. Aby zlstaly zachovany kartézské for-
mule pro skaldrni soucin, délku vektoru ap., budeme pozadovat, aby tato baze byla navic
ortonormdlni. Dle véty 3.4.6 tedy musi vektory a;, as urovat ortogondalni hlavni sméry formy
®. (Existenci takovéto baze zaruCuje véta 3.4.7.)

V souladu s vétou 3.4.3 budeme jejich soufadnice’ hledat jako vlastni vektory matice F
(zda tyto vektory budou mit geometricky vyznam, zjistime pozdgji). Resime tedy charakteri-
stickou rovnici matice F, kterou mizeme (viz (4.10)) psat takto:

N —8\+6=0. (4.13)
Vektor a = (a1, as)p uruje hlavni smér, pravé kdyz (ay, az) je feSenim soustavy (viz (3.2)):

(fir — A)ar + fiza2 =0

4.14
Jrzar + (fa2 — A)ag = 0. (4.14)

°Tj. aritmetické vektory z R
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Koreny charakteristické rovnice (vlastni ¢isla) A\;, Ao jsou redlné (proc?) a protoze je (4.13)
kvadratickd, plati:
0=MXNN, S=X+ o (4.15)

Ocislujme je nasledujicim zptisobem:
e 5 >0=|N| < |,
e ) <OAA#0=sgn\ =sgnA (atedy sgnA # sgnh, - proc?),
e <OANA=0= ) >0(atedy \y < 0).

Diskutujme nyni pocet kotenti rovnice (4.13):

(i) Necht A\; = ), (ozname )). To nastane, pravé kdyz diskriminant rovnice (4.13) je
nulovy, tj. S — 4§ = 0. Dosadime-li za S a §, obdrzime po tpravé:

(fii = f22)* + 4[5 =0,

coz vSak nastane (jde o Ctverce redlnych Cisel), pravé kdyz

fii=far a fia=0,

atedy A = % = f11. To je ovSem ekvivalentni s tim, Ze soustava (4.14) je nulova.
Plati tedy, Ze A\; = Ay, pravé kdyZ libovolny smér je hlavnim smérem formy ®,.
Kazda ortonormalni dvojice vektord a;, a, pak tvori hledanou bazi zaméfeni V.

(ii) Nechf \; # \o.
Pak v souladu s vétou 3.4.8 je kazdy hlavni smér piisluSny )\; kolmy na kazdy hlavni
smér prislusny Ay, z ¢ehoz (v roviné) plyne, Ze hlavni sméry jsou v tomto piipadé dva,
a to ortogondlni.
Vyberme tedy jejich ortonormdlni reprezentanty a; (pfislusi A1) a as (pfislusi \,), které
pak tvofi hledanou bazi zaméreni V.

Pfejdéme nyni k soustavé soufadné urfené bazi B’ = (P;aj, ay), kde a; = (a;1, as2)s pro
1 = 1,2 jsou vySe nalezené vektory.
Snadno se sestavi matice P pfechodu od B k B’ a rovnice pro transformaci soufadnic (4.7)
zni:
/ /
r=anr +a
11 / 21y, (4.16)
Y = a12T + axy .
Z konstrukce baze B’ plyne, Ze jde o bazi kartézskou, v niZ ma mald matice Fy tvar dle

véty 3.4.9 (jde o matici formy ®,). Velkd matice ma tudiz tvar

A0 fig
F' = 0 X2 fis
fiz fas [
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a obecnd rovnice tedy zni
Mz 24 Aoy ? + 2f152" + 255y + fia = 0. (4.17)

Poznamenejme, Ze v tomto kroku (i vSech nasledujicich) je mozno matici F’ ziskat i pfimym
vypoctem dle véty 4.1.5 — tj. jako sou¢in PFPT. Tak bychom obdrZeli vztahy i pro koefi-
cienty f1, f43 @ f43."° Tento postup se uplatni napi. pfi feSeni konkrétnich dloh.

Pro nazornost si nyni popiSme provedenou ortogondlni transformaci soustavy soufadné.
Pocatek se nezménil, zménil se jen smér os. Snadno 1ze docilit, aby baze B, B’ byly souhlasné
(ptipadnou zménou orientace jednoho z vektort baze B’) a pak 1ze provedenou transformaci
chépat jako ofoceni soustavy soufadné kolem pocatku o thel £(e;,a;) (samoziejmé je tyz,
jako £(e2, az)).

V dalSich krocich vyplyne geometricky vyznam smérti os nové soustavy soufadné.

Postup pro dalsi zjednoduSeni obecné rovnice jiz Ctendf znd ze stfedni Skoly — spociva v
tzv. Upravé na uplné Ctverce, coZ znamena posunuti poCatku soustavy soufadné (dostaneme
tak bazi B”).

Postupny pfechod od baze B = (P;e;,e;) k bazi B = (P;a;, ay) az kone¢né k bazi
B" = (S;aj,as) je (pro konkrétni kuZeloseCku) ilustrovan nésledujicim obrazkem (jeho
,opravnénost vyplyne z dalS$iho):

Obr. 4.2.1

Dale rozliSme dva piipady dle nulovosti vlastnich Cisel - tj. dle nulovosti § (viz (4.15)):
.Lo#0,1.6 =0.

Lo#0
Rovnici (4.17) Ize prepsat (A; # 0 # \s) takto:

A (2" + 288a) + No(y? + 25y) + fa3 = 0,

'Napt. f}; = f33 (jaky je posledni fddek matice P?). Pro dal3i postup tato skute¢nost nenf vyznamnd.
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4.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kuZelosecek

coz lze upravit na tvar (tzv. Uplné Ctverce):

/ 1\2 / 1\2 1 / fis 5 _
M@ = s1)" + Aoy —s5)" + f35 =0, kdes;=—-32,i=12.
Oznaéme S = [, sh]p a uvazujme bazi B” = (S;a;,ay). Transformaéni rovnice pro
piechod od B’ k B” zni:'!

¥ =" + s
o /e
Y=y + 5
Obecna rovnice tedy v bazi B” nabude tvaru

Mz 2+ Ny 2+ fl = 0.

Zjistéme, ¢emu se rovna f5;. NapiSme matici F” kuzelosecky K v B”:

A 00
F'=|0X 0 [,
0 0 fi

spoctéme jeji velky diskriminant A” = (\Xy)f5 = 0fl (viz (4.15). Baze B” je ovSem
kartézska (proc?), a tedy v souladu s vétou 4.1.8 je A = A", kde A je velky diskriminant ve
vychozi bazi B. Odtud ff; = 2.

Obecnou rovnici v bazi B” 1ze psat

" 1" A
Mz 2+ Aoy 2+§:0. (4.18)

Pov§imnéme si, Ze pokud je K # (),'> je bod S stfedem soumérnosti kuzelosetky K a pifmky
0o, = {S,a;} a0, = {S,a,} jsou jejimi osami soumérnosti."” Zda md K jesté n&jaké dalsi
sttedy a osy soumérnosti vySettime pozdéji.

Rozlisme nyni dva pfipady:1. § > 0, 2.6 < 0, a kazdy z nich jesté dle nulovosti A.

L.1.6 > 0 —tj. sgnA; = sgnhy

L1.1.0 >0,A#0
V tomto piipadé lze rovnici (4.18) vydélenim —% upravit na tvar

1 1"
T 2 y 2 1
_A + _A T
A1 A2d

Soufadnice bodu S vzhledem k vychozi bdzi B bychom zjistili z transformacnich dle (4.16), pozdgji
ukdZeme obecny zpisob jejich vypoctu.

12Pro mnoZinu prazdnou tyto pojmy nezavadime.

135 =10,0]5~ aje patrno, ze X = [2”,y" g € K & Y = [-2",—y"]p» € K, pfiemZ S je stied dsecky
XY. Piimka o0y (osa ') mé rovnici y” = 0. Plati X = [2",y"|gr € K & Y = [2", —y"]|p» € K, coZ jsou
body sdruzené podle o1. Pocatek bize B se nazyva stied prisluiné kuZeloselky.
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Ziejmé sgn(—%) = sgn(—%) = —sgn(NA), i = 1,2, nebof 6 > 0. Diskutujeme proto

dvé moznosti: (a) sgn(AA) < 0, (b) sgn(AA) > 0, kde A je libovolné z vlastnich &isel A, Ao.

L1.1.(a) 6 > 0,A # 0,sgn(AA) <0
Pak jsou oba jmenovatelé kladna Cisla a obecnou rovnici lze psat ve tvaru:

x//g yl{2
— =1 (4.19)

[—A [—A
k = — — —
de a )\15,6 Wi

pfi¢emzZ a, b jsou kladna redlnd ¢isla. MnoZina K je neprazdnd (ovéite).
Zaznamenejme, Ze a = b < A\ = Ay, jinak je a > b (|A{| < |A2)).

L1.1.(b) 0 > 0, A # 0,sgn(AA) >0
Zde jsou oba jmenovatelé zdporna &isla, tedy mnozina K = (.4

Tim je pfipad I.1.1 vycerpén.

[126>0,A=0
V tomto pripadé€ se rovnice (4.18) redukuje na tvar

)\127”2 + )\Qy”2 =0
a jejim feSenim je jediny bod — [0, 0]~ — coZ je pravé bod S.
Tim je vyCerpan cely pfipad I.1.

.29 < 0-tj.sgn\; = —sgnl,,
coz dle nasi dohody znaci, ze sgn\; = sgnA.

1216 <0,A#0
V tomto piipadé Ize rovnici (4.18) upravit na tvar

x Yy
—A A
kd =4/ —, b=/ —
SRR VW Ao’

pricemz a, b jsou kladnd redlna cisla.

“Pamatujme, Ze pracujeme v roving nad télesem R - pfipoustime tedy jen redlné soufadnice bodd a vek-
tori; pokud bychom pracovali v komplexnim rozsiteni euklidovské roviny, byla by mnoZzina /C neprizdn4,
vSechna feSeni obecné rovnice by byly dvojice imaginarnich Cisel, predstavujici tzv. imagindrni body kom-
plexniho rozsiteni euklidovské roviny a hovoftili bychom o imaginérni elipse.
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4.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kuZelosecek

[22.0 <0,A=0
Nyni se rovnice (4.18) redukuje na tvar

)\1._'['//2 + )\Qy”2 = 0,
ktery (vzhledem k pfedpokladu 1.2) 1ze ekvivalentné psat (proc?)
|)\1|JJH2 — |>\2|y/12 =

neboli
(VIMTa" + Vialy") (VNI = vialy”) =o.

To znamena, Ze K je sjednocenim dvou riznobéZznych piimek p a ¢, které se protinaji v bodé
S a jsou v soustavé soufadné uréené bazi B” dany obecnymi rovnicemi

P VIl + VTl =0,

q: || — /| x|y’ = 0.
Jejich odchylka je urena pomérem |\ | : |A2| (jak?).
Vyftesili jsme piipad I. a nyni feSme pripad II.

IL.o=0
To znamena, Ze aspoii jedno z vlastnich &isel je 0. Mohou byt obé nulova? Pak by h(Fj) = 0,
soucasné vSak hodnost vychozi malé matice F je nenulovd, coZ by byl spor s vétou 4.1.8.
Proto je nulové pravé jedno vlastni ¢islo, a to A; (dle dohody o jejich ocislovani).

Matice F' v bdzi B’ = (P;a;, ay) (viz (4.17)) nabyva tvaru

0 0 fis
Fr=|[0 X\ fi

fls fas fas
Pro velky diskriminant A’ dle véty 4.1.8 plati A’ = A, tedy
A= —f2). (4.21)
Obecna rovnice v bazi B’ zni
Aoy + 2f1sx’ + 2f35y + fi3 =0,
coz lze upravit na tvar:

fa

)‘2(1// - Ué)z + 2f13 + f33 = kde Ué = - Ny

(4.22)

Rozlisme nyni dva piipady: 1. A £ 0,2. A =0
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IL1. A # 0—1tj. fi3 # 0 (dle (4.21))
Rovnici (4.22) 1ze déle upravit:

"
/ 1\2 / / AN I _ 33
Ao(y —v5)" + 2f13(2" —v]) =0, kdewv; = TR

13
Ozna¢me V' = [vjv}]p auvazujme bazi B” = (V; a;, as). Transformaéni rovnice pro pfechod
od B’ k B” zni:"

¥ =a" 4+ v
/

y =y" + v

_fis

2, pak obecnd rovnice v bazi B” nabude tvaru

Oznacime-li p =

y'? = 2pz" = 0.

A
|P| = —§-

Pov§imnéme si, Ze pifimka o = {V,a;} je osou soumérnosti kuzelosecky K. Zda existuji i

UZitim vztahu (4.21) a (4.15) 1ze psat

dalsi osy soumérnosti vySetfime pozdéji.

I.2. A = 0-1tj. fi5 = 0 (dle (4.21))
Rovnice (4.22) se redukuje na tvar

Moy’ — ) + fi3 = 0.
Polozme V' = [0, v}|5 a uvazujme bazi B” = (V; a;, az). Transformaéni rovnice pro piechod

od B' k B" zni:

/ 7

=
/ — y// + ,Ué
Obecnou rovnici v bazi B” 1ze psat
y'24+q=0. (4.23)

Pov§imnéme si, Ze piimka o = {V,a;} je osou soumérnosti kuzelosecky K a kazdy bod
piimky o je jeji sttedem soumérnosti. Zda ma /C jesté dalsi stiedy a osy soumérnosti vysetiime
pozdé;ji.

Nyni budeme diskutovat piipady 1. ¢ = 0a 2. g # 0.
Je patrno, ze ¢ = 0, pravé kdyz hodnost matice F” v bazi B”je rovna jedné (jak vypada F”?)
a tudiz (dle véty 4.1.8) je hodnost vychozi matice F rovnéz jedna.

15Soufadnice bodu V' vzhledem k vychozi bazi B bychom zjistili z transforma&nich rovnic dle (4.16), pozdé&ji
ukdZeme obecny zptsob jejich vypoctu.
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4.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kuZelosecek

M2.1,0 =0,A=0,h(F) =1
Rovnice (4.23) prejde ve tvar

coz znadi, ze kuzeloseCka je ptimkou {V, a; } (dvojndsobnd pfimka).

22,6 =0,A =0,h(F) # 1

(a) je-li ¢ < 0, Ize rovnici (4.23) psat

W +V1a)(' = ]al) =0

a je zfejmé, Ze kuzeloseCka K dana vBB” obecnou rovnici (4.23) je sjednocenim dvou
rovnobéznych piimek p a r danych v soustavé soufadné urcené bazi B” obecnymi

pi?/”:\/ﬂ, T:y//:_\/m

rovnicemi

(tedy majicich smér [a,]).

(b) je-li ¢ > 0, je K mnoZinou prazdnou'®.

4.2.2 Definice jednotlivych kuzelosecek

Ukazali jsme, Ze ke kazdé kuzeloseCce /C existuje jistd kartézska baze (B”), v niz nabyva jeji
obecna rovnice velmi jednoduchého tvaru. Neexistuje tudiZz kuzelosecka, kterou by nebylo
mozné vyjadrit (v jisté bazi) jednou z takto ziskanych obecnych rovnic.

Definice 4.2.1 Bud K kuZeloseCka. Pak béaze B’ sestrojend vySe se nazyva kanonickd

bdze kuZelosecky K a pfisluSnd obecna rovnice v této bazi se nazyva kanonickd rovnice
kuZelosecky IC.

Otazku jednoznacnosti existence kanonické baze k dané kuZeloseCce fesi zejména dis-
ledky 4.8.10 a 4.10.7.

Nyni jiz miZzeme pojmenovat kuzeloseCky roviny &, (pfesnéji feCeno ty, jejichZ nazev
dosud neni definovan). Provedeme to pravé pomoci tvaru kanonické rovnice.

16Poznamenejme, Ze v tomto pifpadé 1ze rovnici (4.23) psat (" +i+/|q|) (v —i+/|q|) = 0, proto, pokud by-
chom pracovali v komplexnim rozsiteni euklidovské roviny, hovorili bychom o dvojici imaginarnich rovnobézek
(kde by se v tomto rozboru ,skryvala“ dvojice imagindrnich riznobezek?) .

211



KAPITOLA 4. Teorie kuzeloseéek

Definice 4.2.2 KuZelosecka IC C &, se nazyva

e c¢lipsa (s poloosami a, b), jestlize existuje kartézska baze, vzhledem k niZ je K déna

obecnou rovnici
2?2 .\
?_I—ﬁ:l’ kdea,bGR.

V piipadé a = b se K nazyva kruznice (o poloméru a).

e hyperbola (s poloosami a,b), jestlize existuje kartézskd baze, vzhledem k niZ je KC
déna obecnou rovnici

T Y 1 kdeabeR*

e parabola (s parametrem p),""jestlize existuje kartézskd baze, vzhledem k niZ je K

dana obecnou rovnici
y* —2px =0, kdep e RT.

Lze se snadno ptesvédcit, Ze tyto definice elipsy, kruZnice, hyperboly, paraboly jsou ek-
vivalentni s tzv. metrickymi definicemi téchto kiivek (tj. pomoci vzdalenosti), které jiz Ctenaf
zna ze stiedni Skoly resp. z konstruk&ni geometrie.'®

Z konstrukce kanonické baze vyplyva, Ze jeji vektory udavaji smér hlavni a vedlejsi osy
(u elipsy a hyperboly), resp. osy a fidici pfimky paraboly (pfipomenime ocislovani vlastnich
Cisel - z obrazku vidime jeho geometricky vyznam).

17Pro &islo p se téZ uzivéa ndzvu poloparametr.

18 Uvazujme napf. elipsu XC zadanou dvojici ohnisek F, F; a délkou tzv. hlavni (nebo téZ ,velké*) poloosy
a (2a > e, e = %|F1 F5|).Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, Ze jeji pocétek je stiedem vsecky F F
a osa x je piimka Fy F» (orientace miiZe byt libovolnd). Zjistime, Ze mnoZina bodi X = [z, y], jejichZ soudet
vzdélenosti | X F1| 4+ | X F3| = 2a, je totoznd s kuZeloseCkou, jejiz obecnd rovnice ve zvolené soustavé souradné

zni 2 2

—+5 =1, kdeb=+/a? —e2

Tim je dokdzana ekvivalence metrické definice elipsy a definice elipsy dle definice 4.2.2 (pro pfipad a # b).
Ostatni piipady se fes$i podobné. Tato ivaha je ostatné zndma jiZ ze sttedni Skoly.
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4.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kuzelosecek

SN

a,
a, X

Obr. 4.2.2

Poznamenejme, Ze dle na$i definice je kruznice zvlastnim pripadem elipsy, zatimco z met-
rické definice elipsy nelze ziskat kruZznici jako jeji zvlastni piipad (pokud trvame na riznosti
ohnisek elipsy). Pokud nebude uvedeno jinak, budeme vZzdy pod pojmem elipsa rozumét i
kruZnici, jako jeji specidlni piipad. Pov§imnéme si, Ze v naSem piipadé je rozdil mezi elipsou
a kruznici dan po¢tem kofent charakteristické rovnice.

Jak snadno pozndme (aniZ bychom transformovali obecnou rovnici v kanonickou), o kterou
kuZelosecku se jedna? ReSenim je nésledujici véta, kterou na zdkladé provedeného rozboru
dokazeme. PovSimnéme si, Ze nasledujici véta nachazi pokryti mnoZiny kuzelosecek (proc?).

213



KAPITOLA 4. Teorie kuzeloseéek

Véta 4.2.3 Bud K kuZelosecka, B libovolnd bdze a F nékterd matice kuZelosecky K v této
bdzi, A, § necht jsou po Ffadé velky a maly diskriminant, )\ nékteré z vlastnich Cisel matice
Fo. Pak plati:

e AFOANI>0ANNA<O = K jeelipsa (v¢. kruZnice),

o AZOAI>0ANA>0 = K=0,

e A#0ANd<O = K je hyperbola,

e A#0AN6=0 = K je parabola,

e A=0Ad>0 = K je jednobodovd mnozina,

e A=0Ad<0 = K je dvojice riiznobéZek,

e A=0ANI=0ANTF)#1 = K jedvojice rovnobézek nebo K = (),
e A=0Ad=0AKF)=1 = K jeprimka.

Je-li B kartézskou bdzi, pak hodnota poloos elipsy a hyperboly i parametru paraboly je
ddna vztahy v odstavci 4.2.1.

Diikaz:
(a) Jestlize je B kartézska, plyne véta pfimo z uvedeného rozboru.

(b) Nechi B neni kartézskd. Zvolme libovolnou kartézskou bazi B’. Bud F’ matice K
vznikl4 touto transformaci soustavy soufadné z matice F. Pak v souladu s vétou 4.1.8
se neméni znaménko velkého ani malého diskriminantu ani hodnost matice.

ProtoZe F i F{, jsou matice téZe kvadratické formy ®,, plati dle véty 3.4.13, Ze obé
vlastni ¢isla matice F jsou kladna (zdpornd), pravé kdyz obé vlastni ¢isla matice FY,
jsou kladna (zdpornd). Proto i znaménka soucinti AA a \'A’ jsou taz.

Vidime, Ze vSechny hodnoty vystupujici jako predpoklady implikaci v dokazované
véte jsou tytéZ bez ohledu na to, zda je vychozi baze kartézska ¢i nikoli, ¢imz je véta
dokazana.

g

MnoZina kuZelosecek je tedy tvorena mnoZzinou elips (v€. kruznic), hyperbol, parabol,
jednobodovych mnozin (uziva se téz nazvu singuldrni elipsa), dvojic riznobézek (uziva se
nazvu singuldrni hyperbola), dvojic rovnobéZzek a mnoZinou piimek (dva posledni pfipady
se oznacuji jako singuldrni parabola), kuzeloseCkou je i mnoZzina prazdna.

Nyni se naskytéd nékolik otdzek. Predné je otdzkou, zda lze obratit implikace ve vété 4.2.3,
dalsi otdzkou je, zda hodnota poloos, resp. parametru, je ¢i neni geometrickou vlastnosti
elipsy a hyperboly, resp. paraboly.

Odpovéd na prvni otdzku neni obecné kladna. NemtZeme totiz obecné vyloudit existenci
matic téZe kuzeloseCky v téZe bazi, které nejsou imérné, a proto nemusi mit napiiklad totéz
sgnd (napi. rovnicemi 22 + 1 = 0 a 22 + y> + 1 = 0 je urlena tatdZ kuZeloseCka (jakd?) a
pritom v prvém piipadé je 0 = 0 a ve druhém 6 > 0).

214



4.3 Véta o jednoznacnosti pro kuzelosecky

Proto zlistava otevienou otdzkou, zda miZe dana kuZelosecka nalezet k vice neZ jedné z
uvedenych mnozin kuZelosecek (tj. mit vice nazvi — byt napfiklad soucasné elipsou a hyper-
bolou ¢&i parabolou a pifmkou apod.)'” Tim spiSe pak zlistdvd oteviena otdzka druh.

Je patrno, ze v pfipadé, kdy v dané bazi jsou vSechny matice urcité kuzelosecky umérné,
je feSeni obou problémti nasnadé. Proto se v nasledujicim odstavci budeme zabyvat otazkou,
ktera vyvstala v souvislosti s vétou 4.1.3 — tzv. otdzkou jednoznacnosti.

4.3 Véta o jednoznacnosti pro kuzelosecky

Véta4.3.1 (o urcenosti) Ke kazdé pétici bodii roviny, z nichZ Zddné ¢tyri nejsou kolinedrni,
existuje prdvé jedna kuZelosecka, kterd jimi prochdzi.

Diikaz: Zvolme libovolné bazi B a ozna¢me pro 1 < j < 5 body M, = [z, y;]z. Hlede-
jme nyni obecné rovnice vSech kuzelosecek /C, které prochdzeji danou pétici bodl. Pfi stan-
dardnim oznaceni koeficientd polynomu F(x,y) tedy obdrzime 5 homogennich linearnich
rovnic (1), -+, (5) pro 6 nezndmych koeficientd tohoto polynomu:

(7) @5 fir + (2x505) fro + U3 foo + (225) frs + (2y;5) fas + fas = 0, 1 < j < 5.

Jsou-li tyto rovnice linedrné nezavislé, je feSeni této soustavy (a tedy i polynom F'(z,y))
ureno aZz na nenulovy ndsobek jednoznacné, coZ znamend (véta 4.1.3), Ze uvazovana kuze-
losecka je jedind.

UkaZme, Ze rovnice uvazované soustavy nemohou byt linedrn& zéavislé. Nechf jsou uvazo-
vané rovnice linedrné zavislé — nechf napiiklad rovnice (5) je linedrni kombinaci predchozich.
To mé ovSem za nésledek, Ze kazda kuzelosecka prochazejici body M; az M, (tj. koeficienty
jeji obecné rovnice vyhovuji rovnicim (1) az (4) procha21 nutné 1 bodem M; (proc")

Uvazujme nyni kuzelosecky K; = M1M2 U M3M4 ally = ]\/[1]\/[3 U M2M4 Bod M;
nalezi jejich priniku, proto (alespon) tfi z bodi My, - - -, M, musi byt kolinedrni (provéite!).
Nechf napi. M; € M<1—]>\42. Pak (v souladu s ptfedpoklady véty) bod M, ani M5 na pfimce
Mj@ nelezi. Jisté existuje pfimka prochdzejici bodem M, a neobsahujici bod M5, oznaéme
ji p. Uvazime-li kuzelosecku K = MWQ U p, pak K prochdzi v§emi z bodi My, --- , My
a musi tedy prochazet i bodem M5, ktery tudiz lezi na pfimce M<1_]\>/[2. Body My, M5, M3 a
Ms5 jsou tedy kolinearni, coZ je spor. Ukazali jsme, Ze vySe uvedené rovnice jsou linearné
nezavislé. U

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vyfeSeni otdzky jednoznacnosti matice (obecné rovnice)
kuZeloseCky v libovolné bazi:

19Samoziejmé vime (ze syntetické geometrie), Ze tato situace nenastane. K tomuto zjiiténi viak chceme dojit
analyticky.
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Véta 4.3.2 (o jednoznacnosti) Urcuji-li matice ¥, ¥y nad touze bdzi tutéz kuZelosecku
obsahujict aspori dva body, pak existuje ¢ # 0 tak, Ze

F2 = CFl.

Znamena to tedy, Zze dvé matice (obecné rovnice) urcuji v dané bazi tutéz kuzelosecku
obsahujici alesponi dva body pravé tehdy, kdyZ jsou umérné. Jak jsme jiz uvedli dfive, pro
prazdnou ¢i jednobodovou mnozinu véta o jednoznacnosti platit nemuze.

Nasledujici véta je disledkem véty 4.1.5

Véta 4.3.3 Jsou-li vSechny matice téZe kuZelosecky nad jistou bdzi (po dvou) imérné, jsou

imérné i vSechny jeji matice nad libovolnou badzi.

Diikaz: Necht B je baze, nad niZ jsou vSechny matice kiivky K umérné, C libovolna dalsi
baze a P matice prechodu od C k B.

Bud'te F, G matice kiivky K v bazi C. Pak (dle véty 4.1.5) uréuji matice F' = PFP7 a
G’ = PGP kuzelosetku K v B, a tudiZ existuje ¢ # 0 tak, ze G’ = cF’, neboli PGPT =
cPFP7?, odkud — vzhledem k regularité¢ P plyne G = cF, ¢imZ je véta dokédzana. U

Nyni pristupme k dikazu tvrzeni o jednoznacnosti, pricemz vzhledem k vété 4.3.3 postaéi
dokazat imérnost matic v jedné bazi.

Diikaz véty 4.3.2:

I. Bud K pfimka.
Zvolme bézi B tak, Ze K je osou y. Pak 22 = 0 je jednou z obecnych rovnic K. Ukazme,
Ze libovolna dalsi obecna rovnice v B ma tvar

fnx2 =0, f11 75 0. (4.24)

Necht tedy F'(z,y) = 0 je téZ obecnou rovnici K v bazi B.
ProtoZe bod |0, y] ndlezi IC pro vSechna y € R, musi platit:

Vy € R: fooy® + 2fo3y + fa3 =0,

coz nastane, pravé kdyz fos = fo3 = f33 = 0.
Obecnou rovnici lze psit ve tvaru

]C : l‘(nt + 2f12y + 2f13) = 0,
coZ znaci, ze K je sjednocenim piimek o rovnicich (po fadg)
=0 a fuzr+2fiey+2f13=0.
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Obé tyto linedrni rovnice jsou vSak rovnice téZe pifimky a musi tedy byt imérné, coz
nastane, pravé kdyz fi» = fis =0a f;; # 0.
Ukézali jsme tedy, Ze vSechny obecné rovnice K v bdzi B maji poZadovany tvar (4.24).

I1. Necht K je elipsou, hyperbolou, parabolou, dvojici riznobéZek ¢i dvojici rovnobézek.
Ukazeme, Ze vSech téchto piipadech, Ize na K najit 5 riznych bodd, z nichz Zadné Ctyii
nejsou kolinedrni. Jak jsme totiz ukdzali v diikaze véty o urCenosti, je obecnd rovnice
kuZelosecky v téchto pripadech urcena jednoznacné az na nenulovy ndsobek.

Je-li K dvojici piimek, je existence téchto bodi zfejma.

V ostatnich piipadech zvolme bazi B tak, aby v ni XL méla kanonickou rovnici (viz
podkapitola 4.2).

Je-li KC elipsou, ma v BB obecnou rovnici "5—2 + %
K obsahuje body [a, 0], [—a, 0], [0,b],[0,—b] a |
nejsou kolinedrni.

= 1. Snadno se presvéd¢ime, Ze
a b > TR .
2 | a ze dokonce zadné tfi z nich
V2’ \/i]

Analogicky lze postupovat v ptipadé hyperboly ¢i paraboly.

g

Véta o jednoznacnosti bude mit pro dalsi studium kuZelosecek zdsadni vyznam (vzhledem
napf. k pozndmkam 4.1.4 a 4.1.7).

Nyni dokdzeme existenci veliCin, které predstavuji vyznamné invarianty kuZzZelosecek a
nasledné odpovime na otdzky vyslovené na konci podkapitoly 4.2.

Véta 4.3.4 Bud K neprdzdnd kuZelosecka, F jeji libovolnd matice v libovolné bdzi. Pak
o nulovost ¢&i nenulovost A\,

e znaménko o,
o h(F),

Jjsou jednoznacné urceny kuzeloseckou K (jde o geometrické vlastnosti).

Diikaz:

(a) Necht K| > 1.
Zvolme libovolné baze B, B'. Nechi F, resp. G, je nékterd matice uréujici K v bazi B
resp. 5.
KuzeloseCka K je v bazi B’ uréena rovnéZz matici F’, kterd vznikne z F provedenim
prislusné transformace soutradnic (véta 4.1.5). Podle véty o jednoznacnosti pak ovSem
plati F' = ¢G, ¢ # 0.
Oznatme AF a §F diskriminanty matice F a analogicky pro matice F' a G. UZitim
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véty 4.1.8 dostavame: h(F) = h(F’), sgnAF = sgnAF asgnd¥ = sgné¥ . Z imérnosti
matic G a F’ plyne: h(F') = h(G), 0¥ = 6% a A¥ = AAC, plati tudiz: AF =0 <
AS =0, sgnd® = sgnd® a h(F) = h(G). Tim je tvrzeni dokdzano.

(b) Nechtf K je jednobodova (nelze tedy uzit vétu o jednoznacnosti).
Zvolime-li bazi tak, Ze tento bod je jejim po&atkem, je K uréena obecnou rovnici 2 +
y* = 0, a tedy pro pfislusnou matici F plati A¥ = 0, 6¥ > 0. Vybereme nyn{ jakoukoli
dal§f matici G, kterd uréuje uvaZovany bod (pfipadné i v jiné bézi). Pokud by A€ # 0
nebo §¢ < 0, pak by (dle véty 4.2.3) K byla kuZeloseckou, kterd je bud’ prazdn4, nebo
obsahuje vice neZ jeden bod, coZ by byl spor. Proto musi byt A¢ = 0a §¢ > 0.

g

Poznamka 4.3.5 Diky pravé dokazané vété je ziejmé, Ze nasledujici definice 4.3.6 a 4.3.7
jsou korektni — tj. definované pojmy jsou skute¢né geometrické, tedy Ze kazda kuZelosecka je
bud reguldrni, nebo singuldrni a naleZi pravé k jednomu z typt zavedenych druhou z definic.
(Pro¢ uvedené pojmy nezavadime pro K = (0?)

Definice 4.3.6 Bud K # 0, F jeji libovolnd matice v nékteré bazi. Rekneme, Ze K je
reguldrni, jestlize A # 0. V opa¢ném pripad¢ fekneme, Ze /K je singuldrni.

Definice 4.3.7 Bud K # 0, F jeji libovolnd matice v n&které bdzi. KuZeloseCka K se
nazyva

- eliptického typu, jestlize 6 > 0,
- hyperbolického typu, jestlize 6 < 0,

- parabolického typu, jestlize 6 = 0.

Nyni jiZz pro neprdzdné kuzZelosecky snadno ukdzeme, Ze ve vété 4.2.3 lze implikace
nahradit ekvivalencemi:

Véta 4.3.8 Bud K # () kuzZelosecka, F jeji libovolnd matice v nékteré bdzi. Pak plati:

e A#0AN6>0 IC je elipsa (v¢. kruZnice),
e AF0OANI<O IC je hyperbola,
e AF0OANI=0 IC je parabola,

e A=0Ad>0
e A=0A0<O0
e A=0ANI=0AhQF)#1
e A=0ANS=0AhKF)=1

KC je jednobodovd mnoZina,
IC je dvojice riiznobézek,
IC je dvojice rovnobézek,

tso0C T

IC je primka.

218



4.3 Véta o jednoznacnosti pro kuzelosecky

Diikaz: Mame dokazat jen implikace ,,<".

(a) regularni kuzelosecky
Je-1i IC elipsa, pak (dle definice 4.2.2) existuje bdze, v niZ je elipsa urena obecnou
. 2 2 ..
rovnici % + % = 1, proto pro pfisluSnou matici plati A # 0, 6 > 0, coZ podle
véty 4.3.4 musi platit pro libovolnou matici v libovolné bazi. Analogicky postupujeme

pro hyperbolu a parabolu.

(b) singularni kuzelosecky
Podle ¢lanku 4.2.1 (rozbor obecné rovnice) vime, Ze je-li K napft. dvojice riiznobézek,

. . , v e v <, 2 v v/ v
existuje baze, v niZ je K ur€ena obecnou rovnici z—z — 47 = 0, tudiZ pro pfisluSnou
matici plati A = 0, 6 < 0, coZ podle véty 4.3.4 musi platit pro libovolnou matici v libo-
volné bazi. Analogicky postupujeme pro jednobodovou mnoZinu, dvojici rovnobézZek

¢1 pfimku.
U

Nasledujici tabulka tfidici neprdzdné kuzelosecky dle typu a regularity vyplyva z vé-
ty 4.3.8. (Vyznam symbold A, § je standardni.)

regularni kuzelosecka singularni kuzZelosecka
A#0 A=0
elipticky typ 0>0 elipsa jednobodova mnoZina
hyperbolicky typ | 6 < 0 hyperbola dvojice rtiznobézek
parabolicky typ | 0 =0 parabola dvojice rovnobézek ¢i piimka

Poznamka 4.3.9 Véta 4.3.8 nam umoziuje zodpoveédét otazky polozZené v zavéru podkapi-
toly 4.2. ProtoZe neexistuji matice téZe neprazdné kuZeloseCky, které by se liSily byt jen
v jediném ze znaki na levé strané ekvivalenci (pro¢?), neni mozné, aby taz kuzelosecka byla
napr. soucasné elipsou a hyperbolou, ¢i dvojici riznobéZek a parabolou a tak podobné.

Soucasné je ziejmé, Ze jde o viplné tridéni mnoziny neprazdnych kuzelosecek na vza-
jemné disjunktni mnoZiny, tj. rozklad. Ekvivalenci, které tento rozklad néleZi, nalezneme v
podkapitole 4.4.

Zbyva jeste ukazat, Ze i hodnoty poloos (resp. parametru) jsou geometrickymi vlastnostmi
regularnich kuzelosecek.

Bud'te B, B’ libovolné ortonormdlni béze a necht F, resp. G je nékterd matice urcujici
v bazi B, resp. B'.
Kuzelosecka KC je v bazi I3’ uréena také matici F’, kterd vznikne z F provedenim piislusné
transformace soufadnic. Podle véty o jednoznacnosti pak F' = ¢G a Fjy = ¢Gy, ¢ # 0.

Ozname AF a 6 velky a maly diskriminant matice F, \F

, AY vlastni &isla matice F a
St jeji stopu, analogicky pro matice F/, G.

Vzhledem k tomu, Ze uvazovand transformace soufadnic je ortogondlni, plati (viz véty 4.1.8
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a4.1.10): AT = AF §F = §F', S¥ = S¥', A\F = \F', i = 1,2. Dile je patrno 0¥ = 2§,
AF' = 3AG a SF = ¢SC.
Z identity det(F, — A\F'E) = ?det(Gq — ’\TF/E), ¢ # 0 vyplyva, Ze mezi vlastnimi Cisly
matic F) a G plati vztah: \F' = cA\®, i = 1,2.

Odvodili jsme tedy platnost nasledujicich rovnosti:

6F = c20%, AF =A% SF =S¢ a A =c)\¢, i=12 (4.25)

Bud K napt. elipsa. K vypoctu poloos (vztah 4.19) uZijme jak matice F, tak i matice G.
S pfihlédnutim k relacim (4.25) obdrZime:

- _AF _C3AG _AG c
a = —_= — = Q
AP 5F cAF 266G NGOG ’

neboli hodnota poloosy a nezdvisi na vybéru matice kuzelosecky. Snadno se presvédcime, Ze

je tomu tak i pro poloosu b, obé poloosy hyperboly a parametr paraboly.
Plati tedy nésledujici tvrzeni.

Véta 4.3.10 Velikost poloos elipsy, hyperboly a parametru paraboly jsou geometrickymi

viastnostmi téchto kuZelosecek.

Na zavér tohoto odstavce uved me praktické pouZiti teorie:

Priklad 4.3.11 Ve zvolené kartézské soustaveé soufadné je obecnou rovnici
232? — T2zy + 2y* — 62 — 8y = 0

déna kuZelosecka K. Naleznéte jeji kanonickou rovnici, vrchol(y) a ohnisko/a.
Resent:
Velkd, resp. mald, matice ma tvar (vychozi bazi ozna¢me B):

23 —36 —3
23 —36
F=|-3 2-4]|, F0:< )

—-36 2
-3 -4 0

Odtud spocteme, Ze A = —1250, 6 = —1250. Podle véty 4.2.3 (A # 0,9 < 0) je K hyper-
bola.

Zajimat se budeme predevsim o jeji stfed, velikost a sméry poloos. Nalezneme tedy kanon-
ickou bazi — postupovat budeme dle podkapitoly 4.2.1.

s v,

Nejprve najdeme vlastni Cisla matice Fy (rovnice (4.13))

23—\ =36

= \? — 25\ — 1250,
—36 2— A\
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odtud plyne, Ze { A1, Ao} = {—25,50}. Dle dohody o o¢islovani vlastnich &isel tedy (6 < 0):
A1 = —25, A = 50.
Prislusné hlavni sméry jsou generovany vektory, jejichZ soufadnice jsou feSenim sousta-
vy (4.14):
(23—=MNa; — 36a; =0
—36a; + (2—A)ay =0,

tudiz hlavni smér piislusny \; je [(3,4)], pro Ay pak [(4, —3)].° Zkonstruujme kartézskou
bdzi hlavnich sméra B’ = (P, a;, ay) — tedy

a; = (%7 %)Boa ag = (%7 _g)Bo‘
Transformacni rovnice pro prechod od B k B’ (4.16) znéji:

_ 3. 4,/
T =:r + zy

/ /

y =31 — iy .

Nyni najdeme polynom F’(z’,3’) vznikly z polynomu F'(x, y) pfislu$nou transformaci sous-
tavy soufadné (dosazenim za x a y do polynomu F(x,y)):

Pty =25 (0 ) =723 4 30) (5 = )
b2t~ 2y) 6 (3 4 ) +8 (20— By) =0,
odtud po tprvé obdrzime obecnou rovnici K v bazi B’ (srv. (4.17)):”!
—25z'2 — 102’ + 50y 2 = 0.
Upravou na tiplné &tverce dosidhneme tvaru:
—25(z' + 1) +50y% + 1 = 0.

Polozme S = [—é, 0} 5 @ zkonstruujme bdzi B” = (S, a;, as) (kanonickd).
Transformacni rovnice pro ptechod od B’ k B” maji tvar:
¥ =ux — 3

/ //

y =1

20pPovsimnéte si, Ze jsou skute¢né ortogonalni.
2IPovsimnéte si, Ze vymizel koeficient na pozici (12).
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a sestavime transformacni rovnice pro prechod od B k B”:

_ 3. 4//_3
Tr=zx + zY

(4.26)
y:%l’”— %y// _%'
Polynom F”(x”,y") uréuje K v bazi B” obecnou rovnici (srv. (4.18))

—252"2 + 50y 2 +1 =0,

kterou lze upravit na kanonicky tvar (srv. (4.20)):

19 "9

Yy _q

1 - L
0

x
1
2
Odtud je patrno, zZe délky poloos jsou: a = %, b= \{—g, excentricita pak e = va? 4+ b2 = / 53—0
(nalézt délky poloos lze té€Z ptimo dle vztahu (4.20)).
Hlavni osa je tudiz prlmka o = {S;a} = {[-2,

pak 0, = {S a2} = {[ 257 %]37(47 _3>BO}'
Soutadnice ohnisek a hlavnich vrcholi (ve vychozi bazi) miizeme najit dvojim zpﬁsobem

25] :(3,4)5,}, vedlejsi poloosa

Hlavni vrcholy maji v kanonické bazi B” ziejmé soufadnice A = [ O] g @ B = [ 0} g @
jejich soufadnice v ptivodni soustaveé soufadné spocteme dle (4.26). Podobné pro ohmska.
Soutadnice téchto bodu 1ze nalézt rovnéz pomoci znamych relaci: A = S+aa;, B = S—aay,
Fy, =S +eay, Fy =S — eay. Tudiz napt. A = [—%, —%]B + % (g, %)80.

Dale nds mohou napf. zajimat rovnice asymptot.>’ Uvaiujme jednu z nich — a; o rovnici
y" ‘[ ”. Vyjadiime-li ji parametricky ve tvaru 2" = t A " ‘/7575, snadno (dosazenim
do (4.26)) zjistime jeji parametrické rovnice ve vychozi bazi (proved'te si).

V dalSich odstavcich ukazeme, jak lze tyto vlastnosti kuZelosecky najit jednoduseji.

Jednim z disledki véty o jednoznacnosti bylo, Ze Zadnou transformaci soustavy soufadné
nelze prevést matici urCujici napf. elipsu v matici, kterd by urcovala jakoukoli jinou kuzelosecku.

V nésledujici podkapitole vySetifime, zda se typ kuzeloseCky a jeji regularita (singularita)
zachovava pfi zobrazovani téchto kiivek v afinité roviny.

22Ty maji v kanonické bazi samozfejmé soufadnice [e, 0]~ a [—e, 0]5r.
23Zatim jsme tento pojem nezavadéli, Stenaf viak vi, Ze to jsou ,jisté pfimky** majici v kanonické bazi rovnice
y// — :tgl‘”.
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4.4 Afinni Kklasifikace kuzelosecek

Zékladni otazkou tohoto odstavce bude stanovit nutné a postacujici podminky k tomu, aby ke
dvojici kuzelosecek existovala afinita zobrazujici jednu z nich na druhou.
Kuzeloseckou budeme proto vZdy (v odstavci 4.4) rozumét neprdzdnou kuzelosecku.
Pfipomenime, Ze afinitou rozumime bijektivni afinni zobrazeni roviny na sebe (definice
1.8.14).
Zodpovézme otazku, co je obrazem kuZeloseCky v afinité.
Bud' K kuZelosecka uréend v bazi B matici F. Nechf je ddna afinita f matici A (rovnéz v B);
tato matice je regularni.
Bod Y = [2/, /] ndleZi mnozin& f(K),** pravé kdyz jeho vzor X = [z, y] naleZi K, neboli:

Y =[2,y] € f(K) & (z,y,1)F(z,y,1)" = 0. (4.27)
Ze vztahu (1.77) plyne (x,y,1) = (2, y',1)A~1, takZe (4.27) lze psit:
Y=l y]efK)e (@ y, DATFAT))(,y, )" =0
V tomto zépise jiz carkovani nema vyznam (proc?), mizZeme tedy psat
Y =[x,y € f(K) & (z,y, ) (AT'F(A™HT)(2,y,1)" = 0. (4.28)

Polozme F/ = A'F(A~!)T. Snadno se piesvéd¢ime, Ze F je symetrickd a Ze jeji mald
matice ma nenulovou hodnost (pro¢?), tudiz mnozina bodu f(X) ur€end vztahem (4.28) tvoii
kuzelosecku.
Samoziejmé lze téZ najit obecnou rovnici obrazu kuZelosecky.

Tim jsme dokazali:

Véta 4.4.1 Bud K kuzZelosecka urcend v bdzi B matici F. Necht | je afinita urcend v bdzi
B matici A. Pak mnoZina f(K) je kuZelosecka, kterd je v bdzi B urcena matict

F =A'FA D,

Uvazujme v dané (kartézské) bazi kuzelosecku o rovnici 22 + 32 = 1 (kruZnice). Zadejme
afinitu rovnicemi 2’ = ax Ay’ = by (a, b jsou nenulova redlna Cisla). Snadno se presvédCite,
Ze obrazem dané kuZelosecky je kuzelosecka o rovnici z—j + Z—; = 1 (elipsa).

Definujme nyni binarni relaci na mnoziné vSech kuZzelosecek:

Definice 4.4.2 Kuzelosecka K; se nazyva afinné ekvivalentni s kuzeloseCkou /Cs, jestlize
existuje afinita f takovd, ze ICy = f(Ky).

24Tj. mnoziné obrazii viech bodi naleicich K.
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Véta 4.4.3 Relace ,, byt afinné ekvivalentni“ je relace ekvivalence na mnoZiné vsech kuZe-

losecek roviny.

Diikaz: Protoze identita je afinita, je relace reflexivni. Inverzni zobrazeni k afinité je také

afinitou — relace je symetrickd. Konecné sloZeni dvou afinit je opét afinita — relace je tranzi-
tivni (promyslete podrobnéji). U

Uvazujme nyni kuZelosec¢ku K; danou v bdzi B rovnici 22 + 4> = 1 (matice F;) a
kuzelosecku Ky 0 rovnici i—z + %)’—; = 1 (matice F5). Zvolme nyni bazi B’ tak, ze transforma¢ni
rovnice znéji x = ax’ Ny = by’ (a # 0 #£ b).

Pak je tedy kuzeloseCka K5 ddna v bazi B’ rovnici z? + g/2 = 1 (opét matici F).

Ke dvéma (riznym) kuzZeloseCkdm jsme tedy nalezli dvojici bazi, nad nimiz jsou uréeny
toutéZ matici (neboli foutéZ obecnou rovnici (az na oznaceni obou proménnych)) — tuto situaci
znazoriuje nasledujici obridzek. VySetfeme nyni souvislost tohoto vztahu s relaci ekviva-
lence.”

[1,0] ,=[a,0]_
X

Obr. 44.1

Bud'te K1, KC; afinné ekvivalentni kuZelosecky. Zvolme libovolnou bazi B, v niZ je pii-
slu$n4 afinita f %° ddna matici A, F; necht je libovolnd matice kuZeloseky K; v bazi B. Pak
dle véty 4.4.1 uréuje matice Fy = A7'F; (A~ v B kuZelosecku K.
Zvolme bazi B’ tak, Zze matici ptechodu P od B k B’ polozime rovnu A. Pak dle véty 4.1.5 je
Ky v bézi B’ urena matici F), pro niz plati F, = PF,PT. Z pfedchoziho snadno plyne, Ze
5 =Fy.

Nyni m&jme dany dvé kuzelosecky K1, Ky a piedpokladejme existenci dvojice bazi B, B
takovych, Ze jistd matice F urCuje KC; v bazi B a souasné uréuje oy v 5.
Bud P matici pfechodu od B k B'. Definujme nyni afinitu f matici A = P v bazi B.
V souladu s vétou 4.4.1 je f(K;)v B uréena matici P~*F(P~1)7, tudiz v bazi B’ bude f(K;)

23V pravé zkoumaném pifpadé byly Ky, Ko evidentné afinné ekvivalentni.
26Tj. platl’ f(ICl) = K.
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ur¢ena matici P(P~1F(P~1)T)PP = F (dle véty 4.1.5) a tedy f(K;) = K, coz znamen4,
7e ICq, KCq jsou afinné ekvivalentni.

NeZ pravé dokazané poznatky shrneme do véty, ukazme vyznam rovnosti P = A matice
pfechodu a matice afinity.
Budte B = (P, ey, e;), B' = (P, e}, €,) afinni baze &,. Porovndme-li vztahy, jimiZ je zave-
dena matice pfechodu afinnich bazi P (definice 1.2.12) a matice afinniho zobrazeni (definice
1.8.11; samoziejmé v nasem piipadé C = B), je patrno, Zze podminka A = P je ekvivalentni
s tim, Ze pro afinitu f (s asociovanym homomorfizmem ) plati f(P) = P, p(e;) = €} a
p(e2) = €, tedy f zobrazuje bazi B na bazi B'.

Véta 4.4.4 Pro libovolné kuZelosecky K1, Ko plati:

1. Jsou-li K1, Ko afinné ekvivalentni, pak ke kazdé bazi B existuje bdze B' tak, Ze kaZdd
matice kuZelosecky IC1 v bdzi B je rovnéZ matici kuZelosecky Ko v bdzi BB

2. JestliZe existuji bdaze B, B' a matice, kterd je matici kuzZelosecky K1 v bdzi B a soucas-

né matici kuzelosecky Ko v bdzi B', pak jsou kuZelosecky K1, Ky afinné ekvivalentni.

Povsimnéte si riznosti pouzitych kvantifikitorti v ¢astech 1. a 2.

Dusledek 4.4.5 Dvé kuzelosecky K1, Ko jsou afinné ekvivalentni pravé tehdy, kdy? existuji
bdze B, B' a matice, kterd je matici kuZelosecky K1 v bdzi B a sou¢asné matici kuzelosecky
Ko v bdzi B

Pfirozenym tikolem je nalezeni tfid rozkladu mnoziny neprazdnych kuZzelosecek dle relace
,byt afinné ekvivalentni™.

Véta 4.4.6 Tridami rozkladu mnoZiny vSech neprdzdnych kuZelosecek roviny dle relace
., byt afinné ekvivalentni* jsou ndsledujici mnoZiny:

e mnoZina elips

e mnoZina hyperbol

e mnoZina parabol

e mnoZina jednobodovych mnoZin
e mnozina dvojic riiznobéZek

e mnoZina dvojic rovnobéZek

e mnoZina primek
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Diikaz: Jiz je ndAm znamo, Ze uvazované mnoziny pokryvaji mnoZinu neprazdnych kuzelosecek.
Zbyva tedy dokézat, Ze dvé kuzelosecky nélezi k téZe mnoZiné, pravé kdyz jsou afinné ekvi-
valentni.

(a) Bud'te Ky, Ko dvé afinné ekvivalentni kuZelosecky. Pak dle véty 4.4.4 existuje dvojice
bazi B, B’ a matice F, kterd je soucasné matici K; v bazi B i matici Ky v bazi B’. Odtud
je dle véty 4.3.8 ziejmé, Ze obé kuZeloseCky ndleZi k téZe z uvazovanych mnozin.

(b) Necht Ky, Ky jsou dvé kuZeloseCky néleZejici téZe mnoZing. Pak, jak plyne z podkapi-
toly 4.2, existuje ke kazdé z nich (kartézska) baze, v niZ je ddna kanonickou rovnici.

Bud'te napf. Ky, Ko libovolné hyperboly. Pak tedy existuje baze B, v niz je K; ddna
obecnou rovnici 2—2 — Z—j —-1=0.

Zaved me nyni bazi B, Ze transformacni rovnice znéji = aZ Ay = by, a # 0 # b.
Pak je ovsem kuZelosecka KC; uréena v bazi B rovnici 72 — 72 — 1 = 0.

Podobné ukaZeme, Ze od kanonické baze B’ kuZzelosecky Ky 1ze piejit k bazi B’ v niz je
/C, uréena obecnou rovnici 7'~ — ?2 — 1 = 0, coZ znamend, Ze matice kuzelosecky K,
v bazi B je taZ, jako matice kuZelosecky Ko v béazi B'. PouZitim véty 4.4.4 dostavame,
Ze obé hyperboly jsou afinné ekvivalentni.

Takto 1ze dlikaz provést i pro ostatni uvazované mnoziny.

g

Dusledek 4.4.7 Ke kazdé elipse existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnici
2 +y?—1=0.

Ke kazdé hyperbole existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnici x* —y? —1 = 0.
Ke kazdé parabole existuje bdze, vzhledem k ni je ddna obecnou rovnici y* — x = 0.

Ke kazdé jednobodové mnoziné existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnici x* +

y? = 0.
Ke kazdé dvojici riiznobéZek existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnici x* —
y? = 0.

Ke kaZdé dvojici rovnobéZek existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnict y?> =
q, ¢ > 0.

Ke kazdé primce existuje bdze, vzhledem k niz je ddna obecnou rovnici y* = 0.

Tyto bdze ovsem obecné nejsou kartézské.

Vidime tedy, Ze relace afinni ekvivalence ,ztotoziiuje vSechny kuzelosecky dané mnoZiny
bez ohledu na jejich metrické parametry (tj. poloosy u elips a hyperbol, parametr u paraboly,
odchylka riznobézek, vzdéalenost rovnobézek), protoZe tyto se zobrazenim v afinité neza-
chovavaji. Pokud bychom tedy studovali kuZelosecky bez uZziti pojmu vzddlenost (tj. v afinni
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roviné)’’, nemohli bychom rozliSovat mezi jakoukoli dvojici elips, hyperbol apod., nemohli
bychom napf. viibec zavést pojem kruznice.

Poznamka 4.4.8 Pfislusnost dané kuzelosecky k urcité tiidé je tedy invariantem grupy afinit
roviny.

Studium invariantt jednotlivych grup zobrazeni zahrnuji piednasky ve vyssich semestrech
kurzu geometrie.

Primym disledkem véty 4.4.6 a véty 4.3.8 je nutna a postacujici podminka afinni ekviva-
lence neprazdnych kuZzelosecek (iplny systém afinnich invarianti):

Véta 4.4.9 Bud'te K1, Ky dvé kuzelosecky, F1,Fy (po Fadé) jejich libovolné matice v né-
které bdzi. Pak K1,Ks jsou afinné ekvivalentni prdavé tehdy, jsou-li splnény ndsledujici

podminky:
1. Ay =0=A VA #0# Ay,
2. sgnd;, = sgndo,

3. h(F)) = h(Fy).

(Kdy je tfeti z podminek na pfedchozich nezavisla?)

4.5 Metricka klasifikace kuzelosecek

V tomto odstavci nalezneme nutné a postacujici podminky k tomu, aby ke dvojici kuzelosecek

existovala shodnost zobrazujici jednu z nich na druhou.

KuZeloseckou budeme proto i v tomto odstavci vZdy rozumét neprdzdnou kuzelosecku.
Pripomenime, Ze shodnost je shodné zobrazeni roviny na sebe (tj. vzddlenost libovolné

dvojice bodu je rovna vzdalenosti jejich obrazi). Jak vime, jde o zvlastni pripad afinity.
Plati, Ze je-li A matice afinity f v nékteré kartézské bazi, je f shodnosti, pravé kdyz je

matice A ortogondlni (viz véta 2.6.4).

Definice 4.5.1 KuZelosecka K, se nazyva metricky ekvivalentni*®s kuzeloseckou Ky, jest-
lize existuje shodnost f takova, ze f(K;) = Ky

27V redlné afinni roving bychom elipsu, hyperbolu a parabolu definovali podobné, jako v definici 4.2.2 pro
rovinu euklidovskou, avSak bez jejich metrickych parametrii (poloosy, parametr), tj. napf. za elipsu bychom
prohlasili kazdou kuZelosecku, k niZ existuje baze, v niZ ma obecnou rovnici 2+ y2 — 1 =0, za parabolu pak
kazdou kuZzelose&ku, k niZ existuje béze, v niZ ma obecnou rovnici y* — x = 0, apod.

BUziv4 se téz pojmu shodnd.
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Tato relace je tedy podmnoZinou relace afinni ekvivalence.

Véta 4.5.2 Relace ,, byt metricky ekvivalentni je relace ekvivalence na mnoZiné vsech

kuZelosecek.

Diikaz: ProtoZe identita je shodnost, je relace reflexivni. Inverzni zobrazeni ke shodnosti je
také shodnost (pro¢?) — relace je symetricka. Déle, sloZeni dvou shodnosti je opét shodnost
(proc?) —relace je tranzitivni. Il

Vsimnéme si nyni, podobné jako v piipadé afinni ekvivalence (véta 4.4.4), souvislosti
studované relace s existenci ,spole¢né* matice dvou kuZelosecek, nyni vSak nad kartézskymi
bazemi.

Bud'te Ky, Ky metricky ekvivalentni kuZelosecky. Uvazujme libovolnou kartézskou bazi
B, v niz je prislu$nd shodnost f ddna matici A (A je tudiZ ortogondlni) a nechf F; je nékterd
matice kuZelosetky K v bézi B. Pak dle véty 4.4.1% uréuje matice Fo = A~'F;(A~1)T v B
kuzelosecku /Cs.

Zvolme bazi B’ tak, ze matici prechodu P od B k B’ polozime rovnu A. V souladu s vétou 2.1.9
je B’ kartézska.

Dle véty 4.1.5 je Ky v bazi B’ uréena matici F), pro niz plati F, = PF,P7. Z pfedchoziho
snadno plyne, ze F, = F;.

Nyni mé&jme dany dvé kuZzelosecky K1, Ky a necht existuje dvojice kartézskych bazi B, B/
takovych, Ze jistd matice F urcuje K; v bdzi B a soucasn& urCuje Ko v bédzi B'. Bud P matici
prechodu od B k B’ (P je tedy ortogonalni).

Definujeme-li afinitu f matici A = P v bazi B, je f shodnosti.

Podle véty 4.4.1 je f(K1) v B uréena matici P~'F(P~1)7, proto v bazi B bude f(K;) urlena
matici P(P™'F(P~1)T)P? = F atedy f(K;) = K, coZ znamena, Ze Ky, K5 jsou metricky
ekvivalentni.

Dokaézali jsme nésledujici vétu (srovnejte s vétou 4.4.4):
Véta 4.5.3 Pro libovolné kuZelosecky K1, Ko plati:

1. Jsou-li ICy, Ko metricky ekvivalentni, pak ke kazdé kartézské bdzi B existuje kartézskd
bdze B' tak, Ze kaZdd matice kuZelosecky K1 v bdzi B je rovnéZ matici kuZelosecky
ICo v bdzi B

2. JestliZe existuji kartézské bdaze B, B’ a matice, kterd je matici kuZelosecky K1 v bdzi
B a soucasné matici kuZelosecky Ko v bdzi B', pak jsou kuZelosecky K1, Ko metricky
ekvivalentni.

2 f je soucasné afinitou.
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Dusledek 4.5.4 Dvé kuZelosecky K1, Ko jsou metricky ekvivalentni prdavé tehdy, kdy? ex-
istuji kartézské bdaze B, B’ a matice, kterd je matici kuZelosecky IC1 v bdzi B a soucasné
matici kuZelosecky Ko v bdzi B’

Poznamka 4.5.5 Specielné to tedy znamend, Ze dvé kuzelosecky jsou metricky ekvivalentn,
pravé kdyz je kanonickd rovnice jedné z nich kanonickou rovnici druhé a naopak.

Pfipomeneme-li si souvislost hodnot konstant a, b, 7, p v kanonickych rovnicich reguldrnich
kuzelosecek s metrickymi definicemi téchto kiivek, dostdvdme velmi ndzorny vyznam pojmu
metrickd ekvivalence.

Nyni jiz zjistime, které mnoZiny jsou tFidami rozkladu mnoziny kuzelosecek dle této
relace.

Protoze relace metricka ekvivalence je podmnoZinou relace afinni ekvivalence, je rozklad
dle této relace zjemnénim rozkladu dle afinni ekvivalence, tedy kazd4 tfida afinné ekviva-
lentnich kuZelosecek — kromé tiidy piimek a tiidy bodi — se déle rozpada na tfidy metricky

ekvivalentnich kuZzelosecek — napiiklad tifda®

elips se rozpadne na nekone¢né¢ mnoho tiid
metricky ekvivalentnich elips — kazda z téchto tiid je urCena velikosti poloos (kterd je taz
pro vSechny elipsy téze tiidy), podobné tomu bude pro hyperboly, u parabol bude kazda tfida
urcena velikosti parametru, u dvojice riiznobézek jejich odchylkou, u dvojice rovnobézek je-

jich vzddlenosti.

Nésledujici véta stanovi nutné a postacujici podminky pro metrickou ekvivalenci (nékterych)
kuzeloseCek (plny systém ortogonalnich invariantt):

Véta 4.5.6 Bud'te K, Ky dvé kuZelosecky, 7 nichZ Zddnd neni jednobodovd ani dvojice
rovnobéZek, ¥, Fy (po Fadé) jejich libovolné matice v nékteré kartézské bdzi. Pak K1, Ko
Jsou metricky ekvivalentni pravé tehdy, existuje-li ¢ € R\ {0} tak, Ze matice cFy a Fy maji
tytéz hodnoty A, 6, S.

Diikaz:

(a) Necht K, Ky jsou metricky ekvivalentni.’! Zvolme kartézskou bazi B, K; nechf ma
matici F; a Ky matici Fy. Ozna¢me standardné A, ¢, S piislusné veli¢iny matice F.

Z ekvivalence kuzelosecek plyne (véta 4.5.3) existence kartézské baze I5', v niz Ky ma
matici F;. Soucasné vSak Ky ma v B’ i matici F, vzniklou z F5 provedenim trans-
formace soustavy soufadné. Ozna¢me A’, ¢’, S’ pfislusné veli¢iny matice F%. Transfor-

30V rozkladu dle afinn{ ekvivalence.
31Ddle jen ,ekvivalentni* (v tomto diikaze).
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mace je ortogondlni, tudiz:
A=A §=08=8.
Dle véty 4.3.2 (jejiz predpoklady C, spliuje) existuje ¢ # 0 tak, Ze:
F, = cF;.
Je zfejmé, Ze matice Fy a cF; maji tytéZ hodnoty A, 6§, S.

(b) Bud B kartézska baze, Fy, F (po fad€) matice kiivek Ky, Ky v bazi B a necht existuje
¢ # 0 tak, ze Fy a cF; maji tytéZ hodnoty A, d a S.
Nyni (postupem dle podkapitoly 4.2) vyjdéme z matice F5 a sestrojme kanonickou
bazi B; kuzelosecky KCo, F bude pfislusna matice. Podobné, vyjdeme-li z matice cF'y,
obdrzime kanonickou bazi B; a matici F kuzelosecky K.
Vzhledem k tomu, Ze vychozi matice maji tytéZ hodnoty A,J, S, zjistime, Ze mat-
ice F}, F; jsou totozné.*”” ProtoZe kanonické bdze jsou kartézské, plyne odtud (viz
véta 4.5.3) ekvivalence kiivek Ky a K.

g

Ukazme nyni, Ze vylouceni jednobodovych mnozin a dvojic rovnobézek je opravnéné:

e obecnymi rovnicemi 22 + y? = 0 a 2% + 2y = 0 je dén tyZ bod a pfitom pro zadné
¢ # 0 nedosdhneme rovnosti invarianti A, 9, S,

e obecnou rovnici 4> = 1 je ddna dvojice rovnobé&zek vzdalenych 2, rovnici 3? = 4 pak
dvojice rovnobézek vzdilenych 4. Neexistuje tedy shodnost zobrazujici jednu z dvojic
na druhou, pfitom vSak v obou piipadech A, d, S nabyva téze hodnoty.

Priklad 4.5.7 Uvazujme dvé kuZeloseCky dané (v téZe kartézské bazi) po fadé obecnymi
rovnicemi

K1 : 2322 — 72zy + 2y — 62 — 8y = 0,

K, : —2522 + 50y? + 1 = 0.

Zjistéte, zda jsou metricky ekvivalentni.

Reseni:

Pro kiivku K; obdrzime A; = —1250,6; = —1250,8; = 25, pro kiivku Ky pak A; =
—1250, 6, = —1250,S; = 25. Dle véty 4.5.6 jsou metricky ekvivalentni (¢ = 1).

Jak se lze o této skutecCnosti presvéd¢it? Staci nalézt kanonickou rovnici K a ta musi byt
kanonickou rovnici /Cy. To jsme vSak jiz ucinili v piikladu 4.3.11.

327 rovnosti § a S plyne totiZ i rovnost vlastnich &isel (proc?).

230



4.6 SdruZzenost sméru vzhledem ke kuZelosedce

4.6 Sdruzenost sméru vzhledem ke kuzelosecce

V celém tomto odstavci se budeme zabyvat kuzeloseCkami, obsahujicimi vice neZ jeden bod.

Pojem sdruZené sméry jsme jiz zavedli pro kvadratické formy (definice 3.3.7). Zaved me
jej nyni pro kuZeloseCky pomoci jejich kvadratickych forem (definice 4.1.6). Pojem zave-
deny nasledujici definici je ziejmé geometrickou vlastnosti kuzelosecky a danych smérti (srv.
poznamka 4.1.7.)

Definice 4.6.1 Bud K kuZeloseCka. Dva sméry z V se nazyvaji sdruzené vzhledem ke
kuzelosecce K, jsou-li sdruzené vzhledem ke vSem kvadratickym formam kuZzelosecky /.

Nasledujici véta je pfimym désledkem véty o jednozna&nosti*® (véta 4.3.2) a definice
polarni bilinearni formy kuZelosecky (definice 4.1.6).

Véta 4.6.2 Bud K kuZelosecka, @,V jeji libovolné poldrni bilinedrni formy. Pak existuje
c € R\ {0} rak, Ze plati
U = cd.

Véta4.6.3 Bud K kuzZelosecka. Jsou-li dva sméry z V sdruzené vzhledem k nékteré kvadrat-

ické formé kuZelosecky IC, pak jsou sdruZené vzhledem ke kuZelosecce K.

Diikaz: Necht [u], [v] jsou nékteré dva sméry z V.
Bud'te ®, ¥ libovolné poléarni bilinedrni formy kiivky K. Dle véty 4.6.2 plati U = c®, ¢ # 0.
Pak ovSem U (u,v) = 0 < ®(u, v) = 0 a platnost véty je evidentni. O

Dusledek 4.6.4 Je-li F libovolnd matice kuZelosecky K v nékteré bdzi I3, pak sméry vek-
toriiu = (uy,uz)p, a v = (v1,v2)p, jsou vzhledem ke KC sdruzené, pravé kdy?

(w1, us)Fo(v1,v2)" =0, (4.29)
neboli

friuvr + frouiva + forugvr + faougve = 0. (4.30)

(O dusledek kterych tvrzeni se jedna?)

3Proto se omezujeme jen na kiivky majici vice neZ jeden bod.
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Definice 4.6.5 Bud K kuZzeloseCka. Smér z V' se nazyva
I.1. singuldrni smér kuZelosecky IC, je-li vzhledem ke K sdruZen se v§emi sméry z V,
1.2. reguldrni smér kuZelosecky IC, neni-li jejim singuldrnim smérem,
I.1. asymptoticky smér kuzelosecky K, je-1i vzhledem ke K sdruzen sdm se sebou,
11.2. neasymptoticky**smér kuzelosecky K, neni-li jejim asymptotickym smérem,

1. hlavni smér kuZelosecky K, je-li vzhledem ke K sdruZen se smérem z V na néj
kolmym.

Poznamka 4.6.6 Uvazime-li predeslou definici a vétu 4.6.3 spolu s definicemi singularniho
(definice 3.3.9) a hlavniho (definice 3.4.2) sméru kvadratické formy, je patrno, Ze plati:

e dany smér z V' je singularnim (reguldrnim) smérem kuzelosecky K, pravé kdyz je
singuldrnim (reguldrnim) smérem nékteré jeji kvadratické formy (a tedy vSech jejich
forem),

e dany smér z V je hlavnim smérem kuZelosecky /C, pravé kdyz je hlavnim smérem
nékteré jeji kvadratické formy (a tedy vSech jejich forem).

Piimo z definice 4.6.5 plyne:

Véta 4.6.7 KaZdy singuldrni smér je zdroverni asymptotickym smérem dané kuZelosecky.

Véta 4.6.8 KaZdé dva kolmé sméry sdruzené vzhledem k dané kuZelosecce jsou jejimi
hlavnimi sméry.

Diikaz: Uvazime-li, Ze ve dvojrozmérném vektorovém prostoru V existuje ke kazdému sméru
jediny smér na néj kolmy, je tvrzeni ziejmym dlisledkem definice hlavniho sméru. U

Nyni vySetfime existenci hlavnich sméru jednotlivych kuZelosecek.
K tomu vyuzijeme vysledki, které jsme ziskali v podkapitole 4.2.1 pfi rozboru obecné rovnice,
kde jsme vySetiovali hlavni sméry jedné z kvadratickych forem dané kuZelosecky. Nyni vSak
jiz vime, Ze tyto sméry jsou spole&né pro vSechny kvadratické formy dané kuZelosecky.*
Nastanou tedy dva pifpady — bud’ existuje pravé jedna dvojice hlavnich sméri (a to orto-
gondlnich), nebo je kazdy smér hlavnim smérem dané kuZelosecky K.

34Uziva se téz pojmu obylejny smér.
3SPfipomindme, Ze uvazujeme kuZzelosecky majici alespoii dva body.
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Druha moZnost nastane, pravé kdyz plati A\; = \,. Vzhledem k tomu, Ze /C neni prazdna ani
jednobodova, je tato podminka (s pfihlédnutim ke vztahu (4.18)) ekvivalentni tomu, Ze K je
kruznice.

Plati tedy nésledujici tvrzeni:

Véta 4.6.9 KaZdd kuZelosecka, kterd neni kruznici, md prdvé dva hlavni sméry a tyto jsou
ortogondlni.
Je-li kuZelosecka kruznici, je libovolny smér jejim hlavnim smérem.

Vidime tedy, Ze rovnost vlastnich ¢isel (podkapitola 4.2.1) ma geometricky vyznam —
charakterizuje mezi aspont dvoubodovymi kuzeloseCkami kruznici.
Hlavni sméry ur&uji (v souladu s podkapitolou 4.2.1) sméry vektorii kanonické bdze.*®

Dusledek 4.6.10 Bud K,
této kuZelosecky md jednoznacné urceny sméry svych vektori.

K| > 1, kuzelosecka, kterd neni kruznici. Pak kanonickd bdze

Nyni se zabyvejme existenci singularnich sméru jednotlivych kuZelosecek. VyuZijeme
k tomu poznatkl podkapitoly 3.3.
Bud K kuZelosecka, F jeji nékterd matice v libovolné bdzi B. Matice Fy je pak matici
kvadratické formy ®, kuZzelosecky K.
Vektor u = (uy, us2)p, uruje singuldrni smér, praveé kdyz jeho soufadnice jsou feSenim sous-
tavy o matici F (viz soustava (3.23), n = 2):

F, <ul> - <0> . (4.31)
U2 0

Tato je netrividlné feSitelnd, pravé kdyz 0 = det Fy =  (forma & je singuldrni). Protoze
h(Fqo) # 0 (proc?), je h(Fy)=1 a existuje zde tedy jediny singuldrni smér (srv. véta 3.3.11),
ktery je soucasné hlavnim smérem pifislusnym A = 0°7 (viz disledek 3.4.5). Tento smér
urcuje smér osy o (viz bod II. v podkapitole 4.2.1) kfivek parabolického typu.

Véta4.6.11 Singuldrni smér (a to jediny) existuje pravé u kuZelosecek parabolického typu.

PoloZzme si otdzku, s kolika sméry je vzhledem k dané kuzeloseCce sdruzen jeji libovolny
reguldrni smér.
Bud' K kuzelosecka, F jeji libovolnd matice v nékteré bazi B.
Nechf vektor u = (uy, us)g, uruje regularni smér. Hledejme nyni vektor x = (1, 22)5,
uréujici smér sdruzeny s [u]. Musi tedy platit (4.29):

(w1, 22)(F(u1, u2)") = 0, (4.32)

36Jaky je jejich geometricky vyznam? (viz podkapitola 4.2.1!).
37\ znadi, jako obvykle, vlastni ¢islo matice Fy.
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ProtoZe [u] je reguldrni, nespliiuje (4.31) a tudiz soucin F(u,us)” je roven nenulovému
sloupcovému vektoru (ay, ag)T. Rovnice (4.32) tak prejde ve tvar a1 + asxo = 0, jejimz
reSenim je jediny smér.

Véta 4.6.12 Bud K kuZelosecka. Pak plati, Ze kazdy jeji reguldrni smér je sdruzen vzhle-
dem ke IC s prdvé jednim smérem.

V tomto ptipadée se pro vztah (4.29), resp. (4.30), uZiva nazvu rovnice korespondence.

Nakonec vyie$ime otdzku asymptotickych sméru jednotlivych kuZzelosecek.
Necht K je kuZelosecka a F jeji nékterd matice v libovolné bézi 5.
F je tudiZ matici kvadratické formy ®, kuzelosecky /.
Vektor u = (uy, uz)p, urCuje asymptoticky smér, pravé kdyz (viz definice 4.6.5)

0=®(u,u) = dy(u), (4.33)
coz lze pomoci soufadnic psat (viz definice 4.1.6):
o(ug,ug) =0, (4.34)
neboli

fnuf + 2f12u1us + f22U§ =0 (4.35)

(coz plyne rovnéz z (4.30)). Diskutujme nyni feSeni rovnice (4.35).
Rozlisime dva piipady: (a) fi1 # 0V fos # 0, (b) f11 = 0 A for = 0.

(a) Predpokladejme, ze f;; # 0. Pak miZeme rovnici (4.35) pokladat za kvadratickou
rovnici 0 nezndmé 1, a parametru us.

Pro jeji feSeni snadno odvodime vztah:

 —fiax V-0
U = —————Us.
fu
Odtud je ziejmé, ze v pripadé
e ) < 0 jsou fesenim dva riizné sméry,
e ) = ( je feSenim jediny smér,
e § > (0 neni feSenim Zadny smér.
V piipadé f1; = 0 je fao # 0, analogicky dosdahneme téhoZz vysledku.
(b) Je-li fi1 = 0 = foo, musi byt f15 # 0 (proc?).
Pak se rovnice (4.35) redukuje na tvar ujus = 0 a jejim feSenim jsou dva rizné sméry
(uréené vektory (1,0) a (0, 1)). Pfitom v tomto piipadé je § < 0.
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4.7 Vz4jemnd poloha pfimky a kuzelosecky

Ziskané poznatky shrneme do véty.

Véta4.6.13 Je-1i KC hyperbolického typu, md prdvé dva asymptotické sméry, je-1i KC parabol-
ického typu, md prdavé jeden asymptoticky smér**je-li K eliptického typu, nemd Zddny

asymptoticky smér.

Priklad 4.6.14 Uvazujme kuzeloseCku danou (v jisté bazi) obecnou rovnici:
232? — 72y + 29> — 62 — 8y = 0.

Vysetfeme existenci singularnich a asymptotickych sméra.
Resent:
Matice soustavy rovnic (4.31) pro soufadnice singuldrnitho sméru zni:

F, — 23 —36 ’
-36 2

je vsak reguldrni a tudiz K nema zadny singularni smér.
Souradnice asymptotického sméru musi vyhovovat rovnici (4.35):

23uf — T2uug + 2uj = 0,

odkud pro pomér “L obdrZime
u2

U 36+252
U9 N 23 ’
tedy IC ma dva asymptotické sméry urcené po fad¢ vektory

u; = (36 +25v2,23) a uy = (36 — 25v/2,23).

Pocet singuldrnich a reguldrnich smérd je v souladu s vétou 4.6.11 a vétou 4.6.13, nebof, jak
jsme v piikladu 4.3.11 zjistili, je K hyperbolického typu (6 < 0).
V uvedeném piikladu jsme rovnéz ukazali zptisob nalezeni hlavnich sméra kuZelosecky.

4.7 Vzajemna poloha primky a kuzelosecky

V této podkapitole se budeme zabyvat pouze kuzeloseCkami obsahujicimi vice neZ jeden bod.

4.7.1 Rozbor vzajemnych poloh

Oznaceni 4.7.1 Je-li K kuZelosecka dand matici F = (f;;), pak symboly F; a F, budou
nadéle oznaCovat nésledujici polynomy:

Fi(z,y) = fiar + froy + frs, k=1,2. (4.36)

3BTento je totozny s jejim singuldrnim smérem (viz véta 4.6.7 a véta 4.6.11).
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Uvazujme nyni pfimku p a kuZelosecku X a zkoumejme p N IC.
Zvolme bazi B a nechf jsou K a p po fadé dany:

K plz,y) +2fisx + 2fa3y + f33 =0,
p:x=xy+ st
Y =1yo+ sat

Dosadime-li nyni za soufadnice x,y z parametrického vyjadieni pfimky do obecné rovnice
kuZelosecky, obdrzime po upravé nésledujici rovnici o nezndmé ¢ (presvédcte se o tom):

@(s1, 52)t* + 2 [Fi (20, yo)s1 + Fa(wo, yo)s2] t + F (0, o) = 0. (4.37)
Diskutujme nyni jeji feSen:
1. Nechf ¢(s1, s2) # 0—tj. pneni asymptotického sméru (viz (4.33)), pak je rovnice (4.37)
kvadratickd a muze mit (v R):

(a) dva rtzné koteny — tj. p N K je dvoubodovy

(b) jediny (dvojnasobny) kofen —tj. p N K je jednobodovy,

(c) Zadny kofen —tj. p N K je prazdny.
2. Nechf (s, 52) = 0 —tj. p je asymptotického sméru, pak mohou nastat tyto pfipady:

(@) Fi(zo,y0)s1 + Fa(xo,yo)s2 # 0 — (4.37) md jediny kofen — tj. p N K je jedno-
bodovy,

(b) F1 (ZC(), y())Sl + Fg(l'o, y0>82 =0A F(l‘o, yo) 7é 0- (437) nema iédn}'f koren — tj.
p N K je prazdny,

(©) Fi(zo,y0)s1 + Fa(zo,v0)s2 = 0 A F(xg,yo) = 0 — kofenem (4.37) je libovolné
teR-tj.p C K.

Pojmenujme nyni vzdjemné polohy pifmky a kuZelosecky?’.

3Pro¢ v bodé I. a IV. nenf tfeba rozlifovat, zda smér pfimky je &i neni asymptoticky?
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Definice 4.7.2 Bud p pfimka sméru [s] a nechf je ddna kuZelosecka K.
I. Je-li pranik p N K dvoubodovy, nazyva se p secna kuZelosecky IC.
II. Neni-li [s] asymptoticky smér kuZeloseCky K a

1. je-li prinik pNXC jednobodovy, nazyva se p tecna kuZelosecky IC, spole¢ny bod
pak bod dotyku tecny.

2. je-li prinik p N K prazdny, nazyva se p nesecna kuZelosecky K.
III. Je-li [s] asymptoticky smér kuZeloseCky K a

1. je-li prinik p N K jednobodovy, nazyva se p asymptotickd secna kuzelosecCky
K,

2. je-li prinik p N K prazdny, nazyva se p asymptota kuZelosecky K.

IV. Je-li p C K, nazyva se p tvorici primka kuZelosecky K.

Definice uzivd pouze geometrickych vlastnosti pfimky a kuzelosecky (,pocet spolecnych
bodu“ a ,asymptoticky smér). Proto i definované vzajemné polohy jsou geometrickymi viast-
nostmi dané piimky a kuzelosecky.

Nutné a postacujici podminky pro jednotlivé polohy jsou dany provedenym rozborem
(body 1., 2.).

Z rozboru provedeného pred definici 4.7.2 vyplyva:

Véta 4.7.3 KaZdd piimka zaujimd k dané kuZelosecce prdvé jednu z definovanych vzdjem-
nych poloh.

4.7.2 Primky asymptotického sméru

V tomto odstavci vySetiime, jakych vzajemnych poloh mohou nabyvat pfimky asymptotického
sméru vzhledem ke kuzeloseckdm hyperbolického a parabolického typu.

1. Bud K hyperbolického typu.
Pak existuje (ne nutné kartézsk4) baze*’ tak, 7e K v ni m4 obecnou rovnici:

2? —y? = 1 (regularni kfivka) (4.38)

40pPozadujme, aby jeji pocatek byl pocatkem baze kanonické, tj. stfedem kuZeloseCky. Jak oviem poznime
zahy, je tento pocatek dan jednoznacné — je jim pocatek kazdé baze, v niZ obecna rovnice nabyva tvaru (4.38),
resp. (4.39), takZe jde de facto o poZadavek nadbytecny.
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nebo
2% — y* = 0 (singuldrni k¥ivka) (4.39)

Nalezneme generatory asymptotickych sméra — dle (4.35): u = (1,1),u’ = (1,—1).

Systém piimek asymptotického sméru (tj. pfimek majicich smérovy vektor u, resp. u’)
je tvoren primkami, jejichZ obecné rovnice znéji:

Peiy=x4+c, c€R, (4.40)

resp.
p.iy=—-x+c¢, ceR. (4.41)

Nyni vySetiime vzdjemnou polohu téchto pfimek a kiivky K v zdvislosti na paramet-

ru c.

(a) regularni pifipad (hyperbola)
Pro prinik p.N/C obdrzime soustavu rovnic {(4.38), (4.40) }. Dosazenim obdrzime
pro x rovnici

cr = %(02 —1).

Pro ¢ = 0 nema tedy soustava feseni a pro kazdé ¢ # 0 md jediné feseni. Rovnost
¢ = 0 znaci, Ze py prochdzi poc¢itkem soustavy souradné (totoZny s pocatkem S
kanonické baze), tj. stredem hyperboly.
V prvém piipadé se jednd o asymptotu, v druhém o asymptotickou se¢nu (viz
definice 4.7.2).
Ke stejnému vysledku dojdeme i pro systém piimek p.
KaZzd4 hyperbola tedy ma pravé dvé asymptoty (tyto se protinaji v bode S — jaky
zavér ucinite pro jeho jednoznacnost?), ostatni piimky asymptotickych sméri jsou
jejimi asymptotickymi seCnami.

(b) singularni pfipad (dvojice riznobézek)
Pro prinik p.N/C obdrzime soustavu rovnic {(4.39), (4.40) }. Dosazenim obdrZime
pro x rovnici

1.2

C$:§C.

Odtud plyne, Ze pro ¢ = 0 m4 soustava nekone¢né¢ mnoho feSeni a pro kazdé
¢ # 0 ma jediné feSeni. Rovnost ¢ = 0 znaci, Ze py prochdzi pocatkem soustavy
soufadné (totozny s pocatkem S kanonické baze), tj. prusecikem riiznobézek.

V prvém piipadé jde o tvofici pfimku, v druhém o asymptotickou secnu (viz
definice 4.7.2).

Ke stejnému vysledku dojdeme i pro systém piimek p.

2. Bud K parabolického typu.
Pak existuje baze tak, ze K v ni ma obecnou rovnici:

y* = x (reguldrni kiivka) (4.42)
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nebo
y? = ¢ (singuldrni k¥ivka) (4.43)
Nalezneme generator asymptotického sméru — dle (4.35): u = (1,0).

RS

Systém piimek asymptotického sméru tvoii ptimky, jejichz obecné rovnice znéji:
peiy=c ce€R, (4.44)

Opét vySetiime vzdjemnou polohu téchto primek a kifivky K v zdvislosti na paramet-

ru c.

(a) regularni piipad (parabola)

v v

Pro prinik pN/C feSime soustavu rovnic {(4.42), (4.44)}, pro x dostaneme rovnici
x = 2. Je patrno, Ze pro kazdé ¢ € R m4 soustava jediné feSenf a viechny pfimky
jsou asymptotickymi senami

(b) singularni pfipad
Pro pranik pN K fesime soustavu rovnic {(4.43), (4.44) }, kde dosazenim dostavame
¢® = q. Pro ¢ = +,/q md soustava nekone&n& mnoho feeni, pro kazdé jiné c € R
pak feSeni Zadné.
V prvém pripadé jde o tvorici piimky, ve druhém pak o asymptoty (té€ch je zde
tedy nekonecné mnoho).

Shriime ziskané vysledky.

Véta 4.7.4 Bud K kuzZelosecka hyperbolického typu, S jeji stied. Nechf p je piimka a-
symptotického sméru (vzhledem k dané krivce). Pak plati:

1. p je asymptota kuZelosecky K, prdavé kdyz KC je reguldrni a S € p.
2. pje asymptotickd secna kuzelosecky K, pravé kdyz S ¢ p.

3. pje tvoFici primka kuZelosecky IC, prdavé kdyZ IC je singuldrni a S € p.

Véta 4.7.5 Bud K kuzZelosecka parabolického typu. Nechf p je piimka asymptotického
sméru (vzhledem k dané krivce). Pak plati:

1. pje asymptota kuZelosecky IC nebo tvorict primka, pravé kdyZ K je singuldrni.

2. p je asymptotickd secna kuZelosecky IC, prdavé je K reguldrni.

VySetfeme nyni, jak obecné najit rovnici asymptoty ¢i tvorici pfimky daného asymp-
totického sméru.
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Uvazujme kuZelose¢ku danou ve zvolené bazi matici F'. V odstavci 4.7.1 jsme zjistili (viz
body 2 (b), 2 (c) rozboru), Zze bod X = [z, y]‘“ naleZi (n€které) asymptoté nebo tvofrici pifimce
kiivky K sméru [s], pravé kdyZ plati:

Fi(z,y)s1 + Fa(z,y)s2 = 0, (4.45)
coz ze vyjadrfit ve tvaru:

(fi1s1 + fr2s2)x + (fi2s1 + f2252)y + fi3s1 + fazsa = 0. (4.46)

Pravé v pfipadé, kdy [s] je regularni (hyperbolicky typ), vyplni tyto body pFimku (aspon jeden
z podtrzenych vyrazi neni nula — viz (4.31)), v opacném piipad¢ (parabolicky typ) je (4.46)
bud splnén pro kazdy bod roviny, nebo pro Zadny bod (pro¢?).

To ostatné plyne i z véty 4.7.5 — u parabolického typu bud asymptoty (resp. tvorici pifmky)
neexistuji (parabola), nebo je kazdd pfimka asymptotického sméru asymptotou ¢i tvorici
primkou (singularni kiivky).

Plati tedy:

Véta 4.7.6 Bud K kuZelosecka hyperbolického typu dand v nékteré bdzi matici F, s =
(s1, 82) necht je vektor asymptotického sméru. Pak vztah (4.45) je obecnou rovnici asymp-
toty (je-li K reguldrni), nebo tvorici primky (je-li IC singuldrni), kuZelosecky K sméru [s].

Vztah (4.45) lze také vyjadrit maticové (ovéite):

(81, S9, O)F Yy =0. (447)

Priklad 4.7.7 Uvazujme hyperbolu danou (kanonickou) rovnici:

2 2
% - ?;—2 —1=0.

Hledejme jeji asymptotické sméry.

Reseni:

Dle (4.35) zjistime, Ze jsou ureny vektory a; = (a,b),a; = (—a,b).

Uzitim (4.47) nalezneme obecné rovnice jejich asymptot:

b1 %$+%y:07
pgz—%x%—%yzo.

Vidime tedy, Ze pojem asymptota nidmi zavedeny je skutecné v souladu s pojmem, ktery
Ctenaf zna ze stfedni Skoly.

4V odstavci 4.7.1 byly jeho soufadnice znaceny [zg, o).
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4.7.3 Tecny ke kuzelosecce

Nyni budeme hledat rovnici te¢ny k regularni kuzelosecce, je-1i ddn bod dotyku. Nasledujici
tvrzeni ma pomocny vyznam.

Lemma 4.7.8 Bud' K kuZelosecka, F jeji libovolnd matice v nékteré bdzi. Existuje-li bod
X € K, X = [0, yo), tak, Ze plati

Fi(xo,y0) = 0 A Fa(zo,v0) =0, (4.48)

je kuZelosecka singuldrni.

Diikaz: Protoze [zg, o] je bod K, plati F'(xq, yo) = 0, coZ po Gpravé dava:

l’o(fllﬂfo + fi2y0 + f1§) + yo(f21370 + faoyo + fo3) + (lel”o + foouo + fzg) =0.

>
F1(20,y0) F>(z0,y0)

Prvni a druha zévorka jsou nulové, proto je nulova i tfeti. To ovSem znamend, Ze trojice
(%0, Yo, 1) je netrividlnim feSenim (x5 = 1) ndsledujici soustavy homogennich rovnic.

fuz + fiowe + fizzz =0
forx1 + fosxo + fozxs = 0.
f31x1 + f32x2 + f33£€3 =0

Z existence netrividlniho feSeni plyne nulovost determinantu matice soustavy, kterou je vSak
matice F kuZelosecky K —tj. A = 0 a K je tedy singularni. O

Hledejme te¢nu s bodem dotyku 7' € K. Bud p pifmka dand bodem 7' = [zg, 30|
a smérovym vektorem s = (sy, s9) ve zvolené bazi. Jaké podminky musi s spliiovat, aby
p byla te€nou?
Protoze T € KC, nabude (4.37) tvaru:

tle(s1, 82)t + 2(F1 (20, yo)s1 + Fa(o, y0)s2)] = 0. (4.49)

Pfimka p je teCnou kiivky K, pravé kdyz rovnice (4.49) je kvadratickd (tj. [s] neni asymp-
toticky) a mé dvojndsobny kofen. To znamena, Ze kofen ¢ = 0 (odpovida bodu 7') musi byt
jejim jedinym kofenem, coZ zfejmé nastane, pravé kdyz

Fi(xo,y0)s1 + Fa(xo, yo)s2 = 0. (4.50)

To je nutnd a postacujici podminka pro to, aby p = {T', s} byla te¢na, ovSem za piedpokladu,
Ze [s| neni asymptoticky smér K.
Pokud by [s]| byl asymptoticky, byla by piimka p (v souladu s bodem 2 (c) rozboru) tvoiici
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pifimkou. Protoze vSak tyto u regularnich kfivek neexistuji, neexistuje ani vektor asymp-
totického sméru spliujici (4.50).

Bod X = [z, y] ndleZi p, pravé kdyZ vektory X — T a s jsou kolinedrni. S pfihlédnutim k
jejich soufadnicim lze vztah (4.50) ekvivalentné psat (proc?):

Fi(xo,y0)(x — 20) + F2(20,90)(y — yo) = 0. (4.51)

Vzhledem k tomu, Ze F'(xo, o), F2(0, yo) nejsou soucasné nuly (lemma 4.7.8), pfedstavu-
je (4.51) obecnou rovnici pfimky — tj. hledané vyjadreni teCny s bodem dotyku 7'.

Véta 4.7.9 Bud K reguldrni kuZelosecka dand v nékteré bdzi matici ¥, T = [z, yo| necht
je libovolny bod kiivky K. Pak vztah (4.51) je obecnou rovnici te¢ny kuzelosecky IC s bodem
dotyku T.

Obecnou rovnici tecny (4.51) Ize téz vyjadfit takto:

(fi1mo + fiovo + f13)x + (formo + faavo + fo3)y + fa120 + faoyo + f33 =0,

nebo v maticovém tvaru
T

(0,90, VF | y | =0. (4.52)

1
Pojem ,teCna ke kiivce' jiz Ctenaf znd z kurzu matematické analyzy, kde dokazuje, Ze rovnice
teCny teCny v bodé [y, yo] ke kiivce definované v roving implicitné rovnici F'(z,y) = 0 zni:*

3F> OF
%) @ea (5] w-w=o
(ax (z0,%0) Ay (w0,y0)

Presvédcte se, Ze tento vztah je ekvivalentni vztahu (4.51), tedy 1 pojem te€na ndmi zavedeny
splyvé s pojmem zndmym z matematické analyzy.

V piipadg singularnich kuZelosecek bud te¢ny neexistuji v Zddném bodé (dvojice rovnob&Zzek
¢i riznobézZek (s vyjimkou praseciku)), nebo jich 1ze bodem dotyku vést nekone¢né mnoho
(dvojnasobna piimka v kazdém bodé, dvojice riznobézek v priseciku).

Regeni fady tloh o teéndch (napt. teény vedené danym bodem & majici dany smér) je
ponechdno do cviceni.

Na z4vér tohoto paragrafu odvodime geometrickou charakterizaci pojmu asymptoticky
SmeEr.

Jak jsme zjistili v odstavci 4.7.1, md kazda seCna smér neasymptoticky. Je vSak otdzkou,
zda ke kazdému neasymptotickému sméru alespoii jedna secna existuje.

Predpokladejme, Ze K je libovolna kuZelosecka, ktera neni pfimkou (tehdy totiz nema
smysl otazku fesit).

#2Samoziejmé za jistych podminek kladenych na funkci F'(x, %), ty jsou ov§em v nasem pifpadé splnény.
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1. Necht K je singularni — tj. je dvojici rovnob&Zek &i riznobézek. Jejich sméry jsou pravé
vSechny asymptotické sméry kiivky K (viz odstavec 4.7.2). Je patrno, Ze pro kazdy jiny
(tj. neasymptoticky) smér najdeme piimku, ktera je s kazdou z nich riznobézna a je
tedy se¢nou kuZelosecky K.

2. Necht K je reguldrni, dand ve zvolené bdzi matici F, a nechf s = (s, s9) je neasymp-
totického sméru.

Zvolme libovolné bod X € K, X = [z, o], a predpoklddejme, Ze pfimka pxy =
{X, s} neni se¢na, coZ ov§em znamend, Ze je tecna s bodem dotyku X. Bod X musi
spliiovat (4.50), coZ po rozepsani dava:

(fi1s1 + fizs2)zo + (fa151 + fa252)Yo + fi3s1 + fagsa = 0. (4.53)

Prvni a druhd zdvorka se vSak souCasné neanuluji ([s] nenf singuldrni) a vztah (4.53) je
tedy obecnou rovnici piimky, na niz vSak lezi libovolny bod X kuzelosecky /C, tedy KC
je Casti piimky, coZ je ovSem spor s jeji regularitou. Proto alespon pro jeden bod X je
pfimka px secnou kiivky /C.

Dokézali jsme nésledujici tvrzeni, které poskytuje geometrickou charakterizaci pojmu
(ne)asymptoticky smér.

Véta 4.7.10 Bud K kuZelosecka, kterd neni p¥imkou ani jednobodovou mnoZinou.*> Pak
libovolny smér z 'V je neasymptotickym smérem kuZelosecky IC prdvé tehdy, kdyZ existuje

secna krivky IC tohoto sméru.

Dosud jsme se nezabyvali otazkou, kolik bodd obsahuji regularni kuzZelosecky — tj. elipsa,
hyperbola ¢i parabola (vime jen Ze jisté obsahuji alesponi 5 bodd, z nichz zZadné 4 nejsou
kolinearni).

Vime vsak, Ze ke kazdé z nich existuje nekone¢né¢ mnoho neasymptotickych sméra ve Vs
(srv.véta 4.6.13). V disledku predeslé véty existuje tudiZ i nekonecné mnoho secen téchto
kfivek, a proto plati:

Dusledek 4.7.11 Kazdd reguldrni kuZelosecka obsahuje nekonecné mnoho bodii.

“3Dohoda pro tento paragraf.
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4.8 Stredy soumérnosti kuzelosecek

KuZeloseckou budeme v podkapitole 4.8 rozumét vZzdy neprazdnou mnoZinu.

Definice 4.8.1 Bod S se nazyva stred soumérnosti mnoziny bodi M, jestlize ke kazdému
M, € M existuje M, € M tak, ze S je stied usecky M M,. (O bodech My, M, fikédme,
Ze jsou soumérné sdruZené podle stredu S.)

Pojem stied kuZelosecky jsme jiz uzili — a to pro pocatek kanonické baze eliptickych a hy-
perbolickych kuZelosecek (v regularnim piipadé jde o pojem totozny se stiedem usecky F} F5
a ukdzali jsme rovnéz, Ze je sttedem soumérnosti uvedenych kiivek (viz podkapitola 4.2).

V tomto odstavci vyfeSime otdzku existence stfedd soumérnosti obecné a mj. tak zod-
povime otdzku, zda vySe zminéné kiivky majf &i nemaji dalf stfedy soumérnosti.*

Definice 4.8.2 Bud K kuZelosecka. Uselka, jejiz krajni body ndleZi kuZelose&ce, se nazyva

tétivou kuZelosecky K.*

Poznamka 4.8.3 Z definic 4.8.1 a 4.8.2 plyne pro libovolnou kuZelosecku K:

e Je-li néktery bod stfedem vSech tétiv kuZelosecky K jim prochézejicich, pak je stfedem
K “®(postadi uvazovat jen tétivy neasymptotického sméru?)

e Je-li néktery bod stfedem kuzelosecky /C, pak je stiedem vSech tétiv neasymptotického
sméru jim prochézejicich.

V nésledujici ivaze najdeme podminky pro stied tétivy daného neasymptotického sméru.
Bud K kuZeloseCka urfend v nékteré bazi matici F, [s| neasymptoticky smér. Pfimka p tohoto
sméru nechf na K vytind tétivu M; M,.

Oznatme s = (s, 82), M; = [x;,y;],7 = 1,2. Nyni hledejme stfed M této tétivy, M =
[0, Yol-

Vyjéadifme p parametricky: X = M +ts, t; nechf je hodnota parametru bodu M;,i = 1,2,
COZ znamena

T =xo+ s1t; Ny; = Yo + Sot;, 1 =1, 2. (4.54)

Bod M je tedy stiedem usecky M Mo, prave tehdy kdyz

To = (1 + 22) Ao = (11 + 1), (4.55)

44Nadile misto ,, stFed soumérnosti uzivime jen ,strred”.

#Veetné ptipadu, kdy krajni body splyvaji. Tétivou rozumime rovnéz i tsecku, jeZ je asti kuzelosecky.

4Bud dana pfimka. Jeji libovolny bod X je zfejmé jeji stied. Je-li Y jeji dalsi bod Y # X, pak jist& X neni
stied tétivy (asymptotického) sméru X'Y. Tvrzeni tedy nelze obratit.
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Dosadime-li za soutadnice M, M, z (4.54), je (4.55) ekvivalentni podmince %sl(tl + o) =
$55(t1 + t2) = 0, coZ nastane (s # o) pravé v pfipadg, kdy

(t1 +t3) = 0. (4.56)

Parametry ¢, t, urCuji pruseciky primky s kfivkou K a jsou tedy koteny rovnice (4.37), kde
©(s1,82) # 0 (pro&?). Podminka (4.56) je proto ekvivalentni s vyrokem®’

Fi(z0,y0)s1 + Fa(zo,y0)s2 = 0. (4.57)
Lemma 4.8.4 Bud K kuZelosecka urcend v nékteré bdzi matici ¥, s = (s1,s9) libo-
volny vektor neasymptotického sméru. Bod M = |xg,yo] je stiedem tétivy sméru [s| jim

prochdzejict, prdavé kdyZ jeho souradnice vyhovuji vztahu (4.57).

Nyni odvodime nutné a postacujici podminky pro soutfadnice stfedd kuzelosecky.

Véta 4.8.5 Bud K kuZelosecka urdend v nékteré bdzi matici F. Pak bod S = [xg, yo)
je stiedem kuZelosecky K, prdvé kdyz jeho souradnice jsou reSenim soustavy linedrnich

rovnic
F =
FQ(gjv y) = 0.
Soustavu (4.58) lze vyjadrit takto:
fuzr + fioy = — fis, (4.59)

foarx + faoy = —fos.

Diikaz:

1. Dokédzeme dostate¢nost podminky (4.58).
Bud B = (P; ey, e;) pivodni béze, a necht S = [z, yo]s vyhovuje soustavé (4.58).
ProtoZe snadno pozndme, zda poc¢étek soustavy souradné je Ci neni sttedem kuzZelosecky,
zvolme novou bazi B’ = (S; ey, es).
Transformacni rovnice pro prechod od B k B’ znéji:

=2 +xo Ny =19y +yo. (4.60)

Nyni zndamym postupem dle odst. 4.1.2 nalezneme (pomoci véty 4.1.5 ¢i pfimym dosazenim
za soufadnice x,y z (4.59) do vychoziho polynomu F'(z,y) v bazi 13) obecnou rovnici

4TUzijeme znamych Vietovych vztahi.
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v bazi B’ ve tvaru (proved te!):
12?4 2f102'y + fory >+

+2(fi1zo + fiovo + fiz)r" + 2(fi2w0 + fooyo + fo3)y' + f33 = 0.

Dle ptedpokladu [z, yo] anuluje podtrzené vyrazy (viz (4.58)), a proto obecnd rovnice
KC v bazi B’ zni:

]01130/2 + 2froa'y’ + f22§yl2 + f33 = 0.
Je ziejmé, Ze obsahuje-li K bod X = [z/,y/], obsahuje i bod Y = [—2', —¢/]. To,
v souladu s definici 4.8.1, znamend, Ze bod [0, 0]z = S je stfedem soumérnosti .

2. Dokéazeme nyni nutnost podminky (4.58)

(a) Nechf K neni jednobodovd mnoZina.
Bud S = [z, yo] stfedem kiivky K a pfedpoklddejme nyni, Ze [x¢, yo] nevyhovuje
soustavé (4.58) —tj. Fi(xq,yo) # 0V Fy(xg,yo) # 0.
Pak ovSem podmince (4.57) vyhovuje jediny smér, tedy existuje nejvyse jedna
pfimka p neasymptotického sméru, kterd na K vytina tétivu se stfedem S (lem-
ma 4.8.4). Na této tétive lezi dva (p je seCna) nebo jeden (p je te¢na) bod kiivkyK.
Kfivka IC vSak obsahuje vice bodi, pficemz i tyto musi leZet na tétivach se sttedem
S — leZi tudiZ na pfimkach sméru asymptotického. ProtoZe tyto pfimky musi s
kazdym bodem z KC obsahovat i bod z K s nim soumérné sdruzeny dle S, jde
o primky tvofici (a tedy obsahujici i .5). V pripadé hyperbolického typu (IC ma
dva asymptotické sméry) je tedy K dvojici riznobézek s prisecikem S, v piipadé
parabolického typu (I ma jediny asymptoticky smér) je K piimkou, prochazejici
S.
V obou téchto piipadech je vSak kaZdd ptimka neasymptotického sméru procha-
zejici S*® te¢nou K s bodem dotyku S, a jeji smér tedy vyhovuje podmince (4.57),
COZ je spor.
Dvojice [z, yo| je proto feSeni soustavy (4.57).

(b) Nechf K je jednobodova mnozina, K = { X }.
Je ziejmé, Ze K ma jediny stfed a timto stiedem je pravé bod X (proc?). V casti
1 tohoto dikazu jsme ukazali, ze kazdé feSeni soustavy (4.58) udava soufadnice
stredu kuzelosecky. ProtoZe ona soustava je v tomto piipadé feSitelna jednoznac-
né,* musi byt soufadnice stfedu kfivky K — bodu X — jejim feSenim.

g

Nyni vysetfime mnoziny stfedl jednotlivych kuzelosecek.
Vzhledem k tomu, Ze matici soustavy (4.59) pro soutadnice stfedi kuzeloseCky K je matice
F( (determinantem je ¢), tak ziejmé:

*8Kolik je téchto piimek?
“'Determinant jeji matice je & (viz (4.59)) a zde je § # 0.
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1. pro typ elipticky a hyperbolicky (§ # 0, tj. h(Fy) = 2) existuje jediné feSeni sous-
tavy (4.59) a tedy jediny stfed. Timto jedinym stfedem je tudiz pocatek kanonické
baze (viz odst. 4.1.2).

2. pro typ parabolicky (& = 0, tj. h(Fy) = 1) bud'to existuje nekonedné mnoho feseni
zavislych na 1 parametru (proc¢?) a tedy stiedy tvoii primku, nebo neexistuje feSeni
7adné a tedy ani zadny stfed. O tom rozhodne hodnost rozsifené matice soustavy (4.59):

(a) nechf K je dvojice rovnobéZek, resp. jedind pfimka. Zvolme vhodné bazi™’ tak, ze
obecna rovnice kiivky v této bazi zni y> — ¢ = 0. Pak je feSenim soustavy (4.59)
primka y = 0 (pfesvédCte se o tom), tj. osa pasu rovnobézek, resp. ona dvojna-
sobna pifimka.

(b) je-li K parabola (A # 0, tj. h(F) = 3), je zfejm& hodnost rozsifené matice sous-
tavy rovna dvéma a tudiz parabola nema stied.

Véta 4.8.6 KuZelosecky typu eliptického i hyperbolického maji jediny stied. Singuldrni
kuzelosecky typu parabolického maji primku stiedu, reguldrni kuZelosecky tohoto typu ne-

s vz

maji Zddny stred.

Definice 4.8.7 Bud K kuZeloseCka. jestlize X m4 jediny stfed, nazyva se stiedovd kuZe-

losecka. V opa¢ném piipadé se nazyva nestiedovd kuZelosecka.”!

Poznamka 4.8.8 Nestifedovymi kuzeloseCkami jsou pravé kuzelosecky typu parabolického.

V piipadé stiedovych kuZelosecek odvod me pomoci Kramerova pravidla uzitého na sous-
tavu (4.59) vztah pro vypocet jejich stiedu.
Nechf F urcuje stfedovou kiivku C v nékteré bazi. Pak tedy pro soufadnici x, jejiho stiedu
1ze psat:

__jHS j12
_f23 f22

fl3 f12
f23 f22

f12 f13
f22 f23

:-F?)l’

xo.gz‘

kde F3; znadi algebraicky doplnék prvku f3; matice F'.
Podobné pro y, obdrzime (provedte), Ze v - 6 = Fso, kde Fs, je algebraicky doplnék prvku
fzo.

0Véta 4.8.5 plati pro kazdou bazi.
1V nékteré literatufe se stfedovymi kiivkami rozumfi ty, jeZ maji aspon jeden stfed a nestfedovymi ty, jeZ
nemaji Zadny stied.
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Véta 4.8.9 Bud K stredovd kuZelosecka urcend v nékteré bdzi B matici F. Pak pro sou-

- [Fn ]
56 |,

Fadnice jejiho stredu S plati:

Z véty 4.8.6 plyne

Dusledek 4.8.10 Stiedovd kuzelosecka md jednoznacné urcen pocdtek kanonické bdze.

Se zietelem k disledku 4.6.10 tak dostdvdme odpovéd na otdzku poloZenou s definici
kanonické baze:

Dusledek 4.8.11 Stiedovd kuzZelosecka, kterd neni kruznici, md (aZ na orientaci a poj-

menovdni vektorit) jedinou kanonickou bdzi.

Priklad 4.8.12 Uvazujme opét kuZelosecku K danou v jisté bazi obecnou rovnici:
232? — T2y + 2y* — 62 — 8y = 0.

Urcete jeji stied.

Reseni:

Matice soustavy (4.59) pro soutradnice jejiho stiedu zni:

23 -36| 3
-36 24/
— 55, =5 | 5 (srv. piiklad 4.3.11). Porovnejte s vysledkem dle

Vypoctem obdrzime, 7Ze S = [
véty 4.8.9.

4.9 Pruméry kuzelosecek

V této podkapitole budeme pracovat pouze s kuzeloseCkami, které obsahuji vice nez jeden
bod.

Zavedeni pojmu priumér kuzelosecky motivujme nésledujici dvahou.

Bud K kuZeloseCka uréend v nékteré bdzi matici F. Zvolme nyni libovolny neasymp-
toticky smér [s]. Ved me seCny kiivky K tohoto sméru a zkoumejme mnoZinu stfedd takto
vzniklych tétiv.

Jak jiz vime, je bod My = [x,y] stfedem tétivy sméru vektoru s = (s1, o), pravé kdyz
plati (viz lemma 4.8.4):

Fy(x,y)s1 + Fy(r,y)s2 = 0, (4.61)
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coz lze ekvivalentné psat:

d(S) . (f1151 + f12$2)£C + (f1251 + f2252)y + (f1351 + f2352) = 0. (462)
ProtoZe [s| je neasymptoticky a tedy reguldrni, je (4.62) rovnici pFimky (pro¢?). Stfedy vSech
tétiv sméru [s] tedy leZi na piimce d(s), kterd je smérem [s| jednoznacné urena.
Nasledujici obrazek znazornuje tfi tétivy jisté kuzeloseCky i pfimku d(s) na niz lezi jejich
sttedy My, M| a M{.

Obr. 4.9.1
Pokud by [s] byl asymptoticky, ale regularni, je (4.62) rovnéZ rovnici pfimky. ProtoZze vSak
neexistuji seCny sméru [s], nelze ji interpretovat jako pfimku obsahujici stfedy vzniklych tétiv.
K je v tomto ptipadé hyperbolického typu (proc?) a dle véty 4.7.8 je d(s) asymptotou nebo
tvorici piimkou kfivky /C, které jsou ov§em smérem [s] jednoznaéné urceny.

Pro smérovy vektor u = (uy, us) pfimky d(s) musi platit (proc?)

(f1181 + fiase)ur + (fi281 + faose)us = 0,

coz (viz dasledek 4.6.4) znaci, Ze smér této piimky je sdruzen se smérem |[s].
V pfipadé, Ze s je singularniho sméru, neni (4.62) rovnici Zddné piimky.

Pro piimku d(s) zavedeme ndsledujici ndzev:

Definice 4.9.1 Bud K kuZeloseCka, [s| jeji reguldrni smér a nechf F je nékterd matice
kuzelosecky K v libovolné bazi 3. Pak piimka d(s) dand obecnou rovnici (4.62), se nazyva
priimér kuZelosecky IC sdruzeny se smérem [s|, s = (s1, S2)B.

Rovnici (4.62) 1ze rovnéZ vyjadfit v maticovém tvaru:

x
d(s): (s1,s2,0)0F [ y | =0. (4.63)
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Poznamka 4.9.2 Definice je korektni — v tivahach provedenych pied jejim vyslovenim jsme
ukdzali, Ze pojem priméru je skutecné geometrickou viastnosti dané kiivky a daného sméru
— rovnice (4.61) urCuje vzdy tutéZ primku, bez ohledu na vybér matice kuzelosecky a volbu
baze.

Obdrzeli jsme geometrickou interpretaci pojmu ,, sdruzené sméry“:

Véta 4.9.3 Bud ddna kuZelosecka K. Pak plati, Ze smér [v] sdruZeny s reguldrnim smérem

[u] vzhledem ke IC je ddn smérem priméru d(u) kuZelosecky K.

Ziejmé tedy plati (viz véta 4.6.8):

Véta 4.9.4 Bud [u] reguldrni smér kuZelosecky K. Smér [u] je hlavnim smérem, prdvé
kdy? [u] je kolmy na d(u).

Geometrickou interpretaci sdruzenosti smértu vzhledem k regularni kuzelosecce dopliiuje
ndsledujici tvrzeni:

Véta 4.9.5 Primér jdouci libovolnym bodem reguldrni kuZelosecky KC je sdruZeny se smé-
rem tecny ke IC v tomto bodé.

Diikaz: Necht K je kuzeloseCka v nékteré bazi uréend matici F.
Bud T = [xg,y0] bod kuZeloseCky K, ktery je priselikem K a priméru d(s). PouZijme
tvaru (4.61) obecné rovnice d(s). Protoze T € I, plati:

Fi(x0,90)s51 + Fa(xo,90)s2 = 0,

coz ovSem, s pfihlédnutim k (4.50) znamen4, Ze ptimka {7, s} je teCnou ke KC v bodé 7" a tim
je véta dokazana. O

Pov§imnéme si nyni incidence mezi stfedem kuZelosecky a jejimi priméry. Bud' K urCend
v nékteré bazi matici F'.

Necht S = [xg,yo] je stfedem K. Pak plati Fi(zo,v0) = Fa(xo,y0) = 0 (véta 4.8.5)
a tudizZ (uzijeme-li pro pramér vztahu (4.61)) S lezi na primeéru kiivky K sdruzeném s libo-
volnym smérem.

Obracené, nechf S = [z, yo] je bod, ktery leZi na vSech primé&rech (tj. leZi na priméru
sdruzeném s libovolnym smérem) kiivky K. Pak pro libovolny regularni smér [s], s = (s1, s2),
plati rovnost (4.61):

Fi (20, y0)s1 + Fa(zo, yo)s2 = 0.
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Vybereme z mnoZziny reguldrnich smért kfivky K dva rtizné sméry”” [u], [v]. Uvedend rovnost
muzZe byt pro oba sméry — tj. pro soutradnice jejich linedrné nezdvislych reprezentantii u, v —
splnéna jen za predpokladu, Ze Fi (o, yo) = Fa(xo, yo) = 0 (proc?).
Dle véty 4.8.5 je bod S stfedem kuZelosecky K.

Nasledujici tvrzeni tudiz plati.

Véta4.9.6 Bod S je stiedem kuZelosecky K prdavé tehdy, kdyZ leZi na vsech priimérech této
kuZelosecky.

Které piimKy jsou pruméry jednotlivych kuzelosecek?

Bud K stfedova kuZelosecka, oznalme S jeji (jediny) stred.

Dle ptedchozi véty musi primér kiivky K sdruzeny s libovolnym smérem prochazet bo-
dem S.

Ukazme, Ze libovolna pifimka prochdzejici bodem S je primérem sdruZenym s nékterym
smérem.
Zvolme bazi tak, aby bod S byl jejim pocatkem. Pak ov§em pro matici F' v této bazi plati
fi3 = faz = 0 (viz véta 4.8.5).
Pramér d(s), s = (s1, S2), ma pak obecnou rovnici

(furs1 + fi2s2)x + (fi251 + fazs2)y = 0. (4.64)
Bud p libovolna piimka, S € p. Jeji obecna rovnice zni (S = [0, 0]):
axr + by = 0. (4.65)

Rovnicemi (4.64) a (4.65) bude déna taz pifmka, pravé kdyZ bude existovat sy, sp,t # 073
tak, ze:

fist + fi2s2 = ta

fr281 + faaso = th
Tato soustava ma feseni (a to jediné), pravé kdyz ma nenulovy determinant o # 0, coz je vSak
pro stitedové kuzeloseCky splnéno.
Tim je tedy dokédzéana platnost ndsledujici véty. Platnost 2 plyne rovnéZz z toho, Ze smér
priméru d(u) je vzdy sdruzen s [u] a tento je sdruZen s jedinym smérem (véta 4.6.12).

Véta 4.9.7 Bud K stiedovd kuzZelosecka. Pak plati:
1. Priiméry kuZelosecky IC jsou prdavé vsechny primky prochdzejict jejim stiedem.

2. KaZdy priumér kiivky K je sdruZen s prdavé jednim smérem.

S2Existuji — reguldrnich smért je totiZ nekone¢né mnoho.
33 Bez djmy na obecnosti lze predpokladat ¢ = 1 (pro¢?).
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Necht K je nyni nestFedova kuZzelosecka.

Nejprve bud K regularni — tj. je parabolou.

é54

Libovolny regularni smér je sdruzen prdvé™ s jejim singularnim smérem a tudiz kazdy primér

paraboly K je singuldrniho sméru.

Ukazme, Ze libovolnd piimka singularniho sméru je primér & sdruZeny s nékterym smérem.
Zvolme bézi tak, aby obecna rovnice K znéla y? = 2z. Singuldrnim smérem je smér [(1,0)].
Pramér d(s), s = (s1, $2), md pak obecnou rovnici

SoYy — §1 = 0, (466)

kde s, # 0, protoZe [s] je regularni.
Bud p libovolna pfimka singuldrniho sméru. Jeji obecna rovnice zni

Yy = m. (4.67)
Rovnicemi (4.66) a (4.67) bude dana taz pfimka, pravé kdyZz bude existovat sy, s tak, Ze
S1 189 =M,

¢emuz pro libovolny smér odpovidd jediny smér [s].
Tim je tedy dokdzana platnost nésledujici véty.

Véta 4.9.8 Bud' K reguldrni kuZelosecka parabolického typu. Pak plati:
1. Priiméry kuZelosecky IC jsou prdavé vsechny primky singuldrniho sméru krivky K.

2. KaZdy priumér kiivky K je sdruZen s prdavé jednim smérem.

Nyni uvazujme singularni piipad, tj. K je dvojici rovnobéZek nebo piimkou. Jak jsme
zjistili v podkapitole 4.8, ma KC pfimku stfedil. V souladu s vétou 4.9.6 je tato piimka jedinym
primérem kuzelosecky /C, ktery je tudiz sdruZen s libovolnym smérem. Plati proto:

Véta 4.9.9 Bud K singuldrni kuZelosecka parabolického typu. Jedinym priimérem kuZe-
losecky K je jeji primka stredii.

Na nasledujicim obrazku jsou uvedeny priméry paraboly i dvojice rovnobézek.

HVeta 4.6.12.
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Obr. 4.9.2

s v 2z

V zavérecné Casti tohoto paragrafu ukazeme, jak lze praimért uzit ke konstrukci bazi, v nichz

obecnd rovnice kuzelosecky nabyva (velmi jednoduchého) tvaru, jehoz existenci zarucuje
disledek 4.4.7.

Nez tak ucinime, zaved me pro stiedové kiivky ndsledujici pojem:

Definice 4.9.10 Bud K stfedovi kuZelosedka, d;, ds jeji dva rizné priméry. Rekneme, e
dy, ds jsou sdruzené priiméry kuZelosecky IC, jestlize jsou vzhledem ke K sdruZeny jejich
smery.

Véta 4.9.11 Bud'te dy, ds dvojice priimérii kuzelosecky K. Pak plati:
Je-lidy = d(ay),dy = d(ay), pak dy, dsy jsou dvojict sdruzenych priimérii IC prdavé kdy?
[a1], [ag] jsou sdruzené vzhledem ke K.

Pritom priimér dy pili vSechny tétivy kuZelosecky K rovnobéZné s ds.

Diikaz: Predevsim uved me, Ze jsou-li dy, dy dvojice sdruzenych priimérd, jsou oba neasymp-
totického sméru (proc? — uZzijte vétu 4.6.12).

Prvni &dst tvrzent je tudi? trividlnim dasledkem v&t 4.9.3 a 4.6.12. Cést druh4 je pak disledkem
geometrické interpretace pojmu prumér sdruzeny s neasymptotickym smérem U

Nasledujici obrazek znazoriuje dvojici sdruzenych pramért hyperboly:

253



KAPITOLA 4. Teorie kuzeloseéek

/\ / d(ay)
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Nyni se vraime k tématu nastolenému pied definici 4.9.10.

Obr. 4.9.3

Necht K je kuZelosecka K (obsahujici alesporti dva body) ddna v nékteré bézi B = (P; ey, e3)
matici F.
Hledejme bazi B’ = (P;a;,as) v niz vymizi koeficient na pozici (12) a tedy obecnd
rovnice bude znit
Lz + fhy? + 2flax’ + 2f5s1) + fag = 0. (4.68)

Protoze f1, = ®(ai, a), je [a1], [as] libovolnd dvojice smért sdruzenych vzhledem ke /C (tj.
(a1, a9) je baze V polarni vzhledem k &, (kvadratické formé kiivky K)).

1. Necht K je stiedova. Pak fi; # 0, f}, # 0 (0 # 0).
Koeficienty na pozicich (13) a (23) se anuluji, pravé kdyz za novy pocatek baze zvolime
stied S kiivky KC (proc¢?) (coz Ize provést pravé jednim zpiisobem).

S pfihlédnutim k vété 4.9.3 ([a,], [az] jsou regularni) a vété 4.9.7 vidime, Ze osy sous-
tavy soufadné uréené bazi B” jsou priméry kiivky I, jejichZ sméry jsou vzhledem ke
IC sdruzeny (promyslete si).

V bazi B” = (S;a;, az) ma tudiz K obecnou rovnici
Fax? + foy? + f55 =0,
coZ lze psét v piipadé typu eliptického ve tvaru (o, 8 € RT)

’
//2 !

L (4.69)

N

v piipadé typu hyperbolického pak ve tvaru (o, 5 € R™)

"y o "o o

Iy — yB—Q =1, resp. L7 — yB—Q =0. (4.70)
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4.9 Priméry kuZelosecek

2. Necht K je nestiedovd (parabolického typu). Pak je bud f{; = 0, nebo f}, = 0(§ = 0).
Predpokladejme takové ocislovani vektori baze, ze f{; = 0. Rovnice (4.68) pak nabyva
tvaru

Faoy® + 2150 + 2f55y + fi3 = 0, (4.71)
vektor a; tedy urCuje singularni smér (provéite).

Hledejme bod V tak, aby v bazi B” = (V;a;, as) se v obecné rovnici kiivky anuloval
koeficient na pozici (23). Upravou rovnice (4.71) na tvar

7\ 2
fia (v + 5+ 2f2 + 11 =0 (472)

je patrno, Ze se tak stane pravé v pfipadé, kdy V' = [vi, —%2] . a v} je libovolné.

Uvazime-li, Ze rovnice (4.62) priméru d(ay) zni:
féQy/ + fé3 =0,

vidime, ze koeficient na pozici (23) se anuluje, pravé kdyz bod V' je libovolny bod
priméru d(ay). V bazi B” ma tedy K obecnou rovnici

fogy ? + 2f153" + fiy = 0. (4.73)

(a) Nyni vySetieme piipad kdy K je parabola. Hleddme dalsi podminku pro bod V/,
aby v bazi B” = (V; a;, ay) méla K obecnou rovnici

Y2+ 22" =0, (4.74)

tj. aby se anuloval i koeficient na pozici (33), coZ zfejmé nastane, pravé kdyz bod
V' lezi na K.

Mizeme tedy fici, Ze obecnd rovnice paraboly C ma tvar (4.74), pravé kdyz bod
V je pruseéikem d(az) N KC.

Dle véty 4.9.5 je osa 3" soustavy soufadné urené bazi B” te¢na s bodem doty-
ku V.

(b) Nechf K je singuldrni (neprazdnd) kiivka. Protoze A = 0, dostdvdme f{; = 0
(uzitim (4.73) — provérte).
Hledame-li bod V' tak, aby v bazi B” = (V; a;, as) méla K obecnou rovnici

y?—y=0,

1ze tedy za V' vzit libovolny bod ndlezici d(ay).
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KAPITOLA 4. Teorie kuzeloseéek

Véta 4.9.12 Bud K kuZelosecka.

1. Je-li K stiedovd, pak md v bdzi B obecnou rovnici ndsledujiciho typu (o, 3 € RY)

N

2

(a) 5+ % = 1 (je-li K elipsou), nebo
(b) 2_2 - z_z = 1 (je-li IC hyperbolou), nebo
(c) 2—2 — %—z = 0 (je-li IC dvojict riiznobézek),

pravé kdyZ souradné osy soustavy souradné urcené bdzi B jsou libovolnou dvojict
sdruZenych priuméru krivky IC.

2. Je-li IC nestredovd, pak md v bdzi B obecnou rovnici ndsledujiciho typu (v € R)

(a) y? —2vx = 0 (je-li K parabolou), prdvé kdyz pro soustavu souradnou uréenou
bdzi B plati, Ze osa y je libovolnd te¢na paraboly a osa x primér paraboly
prochdzejici bodem dotyku,

(b) y* —~v = 0 (je-li K dvojice rovnobézek ¢&i primka), prdvé kdyZ pro soustavu
soutadnou urcenou bdzi B plati, Ze osa y je libovolnd primka reguldrniho

sméru a osa x priumér kuZelosecky K.

Ptiklad soustavy soufadné o niZ hovoii tato véta zndzoriuje pro stfedovou kuzelosecku
obrazek 4.9.3, kde zna¢ime x = d(ay),y = d(a;), a pro parabolu obrazek nésledujici (zNz =

{VD.

Obr. 494

Poznamka 4.9.13 Prejdeme -li v bazi B k vhodnym nasobkim jejich vektori a;, ay, lze
docilit toho, aby v rovnicich dle pfedchozi véty a = S = 1, resp. v = 1 (jak?).
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4.10 Osy soumérnosti kuzelosecek

Zdiraznéme, Ze u stfedovych kiivek udavaji «, 8 poloosy (v pfipadé regularnim), resp. urcuji
odchylku dvojice riznobézek (jak?), pouze tehdy, je-li baze B kartézska. Dle véty 4.9.4 to
znaci, Ze jeji vektory urCuji hlavni sméry, tj. BB je kanonickd baze kiivky K.

Stejné tak tomu je v pfipadé parabolickém (zde jde o hodnotu v a jeji vztah k parametru
paraboly, resp. vzdalenosti rovnobéZzek™).

4.10 Osy soumérnosti kuzelosecek

V podkapitole 4.10 budeme studovat pouze kuzelosecky obsahujici aspoti dva body.

Definice 4.10.1 Piimka o se nazyva osa soumérnosti mnoziny bodi M, jestlize ke kazdému
M, € M existuje My € M tak, Ze

1. stfed asecky M, M, lezi na o,
2. M2 — M1 1 o.

(O bodech M, M, fikame, Ze jsou soumérné sdruZené podle osy o).

osami soumeérnosti kuzelosecek.

V této podkapitole vyfesSime otdzku existence os soumérnosti obecné a mj. tak zodpovime
otdzku, zda vysSe zminéné kiivky maji ¢i nemaji dalsi osy soumérnosti.

Uvazujme kuZzeloseCku K, s necht je néktery vektor neasymptotického sméru kuzelosecky
KC. Sestrojme pramér d(s). Na ném, jak vime, leZi stiedy tétiv rovnobéznych s s. Kdy bude
d(s) osou kuzelosecky? Bude to pravé kdyz tyto tétivy budou kolmé na d(s). Podle véty 4.9.3
je smér praméru d(s) sdruzeny s [s]. Smér [s] md tedy byt kolmy na d(s), coz dle véty 4.9.4
znamena, Ze [s] je hlavni smér kiivky /C.

Ukazali jsme platnost nédsledujiciho tvrzeni.

Véta4.10.2 KaZdy priimér sdruZeny s neasymptotickym hlavnim smérem dané kuZelosecky
je jeji osou soumérnosti.

>3Pirozené s vyjimkou pifmky, kdy je v = 0, i kdyZ B nenf kartézskd
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Dusledek 4.10.3 Bud K kuzelosecka urcend v nékteré bdzi matici F. Je-li s = (s1, $2)
vektor neasymptotického hlavniho sméru, je ndsledujici primka osou soumérnosti a s je

Jjeji normdlovy vektor (proc¢?).

Je otazkou, zda véta 4.10.2 plati i obracené, tedy zda kazda osa o symetrie je primérem
sdruzenym s nékterym neasymptotickym hlavnim smérem.
Necht o s normalovym vektorem n je nékterd osa soumérnosti kiivky .

1. Normélovy vektor n je neasymptotického sméru.
Je-li p libovolnd se¢na kiivky K sméru [n], je kolma na o, a proto priseciky p N K
jsou soumérné sdruzené dle o (o je osa), Cili stied kazdé tétivy sméru [n] lezi na o. To
znamenad (viz podkapitola 4.9), Ze o je pramér sdruZeny se smérem [n| a protoZe navic
jen L o, je [n] hlavni smér kuZelosecky K.

2. Normélovy vektor n je asymptotického sméru.
Bud'te My, My € K, My # M,, soumérné sdruzené dle o. Pak vektor My — M € [n]
a tedy pfimka p = M, M> je asymptotického sméru, pficemz obsahuje vice nez jeden
bod z I, odkud plyne, Ze p je tvofici pfimkou kiivky K.
To znaci, ze K je dvojici pfimek p,q (event. p = ¢), kde p L o. ProtoZe o je osou
soumérnosti, musi byt bud ¢ = o, nebo ¢ L o (proc?).
To tedy znamend, ze K je bud dvojici kolmych riznobézek (¢ = o), nebo dvojici
rovnobézek (¢i ptimkou) (¢ L o).
V piipadé prvém je samoziejmeé i druha z dvojice riznobézek osou soumérnosti, v piipadé
druhém je osou soumérnosti libovolnd pfimka kolméa na obé rovnobézky (¢i piimku).

Plati tedy nésledujici véta:

Véta 4.10.4 Bud' K kuZelosecka, jeZ neni dvojici rovnobéZek, primkou, &i dvojici kolmych
riiznobéZek. Pak jsou osami soumérnosti IC prdvé vSechny priuméry sdruZené s neasymp-
totickymi hlavnimi sméry.

Poznamka 4.10.5 KuZelosecky, které jsou dvojici rovnobézek, pfimkou, dvojici kolmych
riznobézek maji navic dalsi osy, jak jsme zjistili pfed vétou 4.10.4.

Z vét4.10.4 a 4.6.9 plyne (jaké je situace pro kruznici?):
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4.10 Osy soumérnosti kuzelosecek

Dusledek 4.10.6

1. KaZdd stredovd kuZelosecka, jeZ neni kruZnici, bodem, ani dvojici kolmych primek,
md prdavé dvé osy symetrie.
Je-li S jeji stied, |ai],|as| jeji hlavni sméry, pak jsou témito osami pFimky o; =

{S,ai},00 = {5, ax}.

2. KaZdd parabola md jedinou osu soumérnosti.

U stfedovych kuZelosecek jsme ukézali jednoznacnost kanonické baze (viz diisledek 4.8.10).

Pfi rozboru obecné rovnice paraboly jsme ukézali, Ze soufadnd osa kanonické soustavy
soufadné majici singularni smér je osou symetrie a jeji prusecik s parabolou pocatkem kanon-
ické baze. Vzhledem k disledku 4.10.6(2) tedy dostavame:

Dusledek 4.10.7 Parabola md jednoznacné urcen pocdtek kanonické bdze. Se zietelem k
dusledku 4.6.10 plati, Ze parabola md (aZ na orientaci a pojmenovdni vektorit) jedinou

kanonickou bdzi.

(Jak je tomu u singuldrnich kiivek parabolického typu?)

Na zavér ukazme, jak snadno najit pocatek kanonické baze paraboly — tzv. vrchol paraboly.

Bud parabola K déna v nékteré bazi matici F.
Pro invariant S plati: S = f1; + fao = A1 + Ao. ProtoZe \; je u paraboly nula, vidime, Ze
Ao = fi11 + fa2. Soufadnice (aq,as) hlavniho sméru [a] odpovidajicimu tomuto vlastnimu
Cislu ([a] je reguldrni, nebot Ay # 0, a tudiZ neasymptoticky — viz véta 4.6.13) jsou feSenim
rovnice

(fi1 — A2)ar + fizas =0 (proc?).

Odtud £ = §— tj. napt. a = (f1a, fo2).

Osa o je pramér o = d(a), takze uzitim (4.62) mame:

. fiafis+faofos
q: fr2w + fooy + A = 0.

Vrchol pak snadno nalezneme jako KMo, tedy bez provadéni transformace soustavy souradné.

Priklad 4.10.8 Bud K kuZeloseCka dand v jisté kartézské bazi obecnou rovnici
232? — 72y + 29> — 62 — 8y = 0.

UZijme duasledku 4.10.3 k nalezeni jejich os soumérnosti.
Resent:
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Jak jsme ukdzali v piikladu 4.3.11, je K hyperbolou a [(3,4)) a [(4, —3)] jsou jeji hlavni
sméry.
Plati tedy, ze 01 = d((3,4)), j.

23 —36 -3\ (=
or: (3,400 =36 2-4 ||y |=0,
-3 —4 0/ \1

po Uprave:
¢ 3rx+4y+1=0.

Déle pak 0, = d((4, —3)), coz vede k vysledku
0o : 4xr — 3y = 0.

(Srovnejte s piikladem 4.3.11.)
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Kapitola 5
Teorie kvadrik

Tato kapitola je vénovana studiu mnozin bodu v tfirozmérném euklidovském prostoru, které
budeme nazyvat kvadriky.'

Zavedeni tohoto pojmu bude analogické zavedeni pojmu kuZelosecka v £ — uvidime, Ze po-
jem kvadrika je jeho pfirozenym zobecnénim pro vyssi dimenzi. Proto i studium kvadrik bude
do jisté miry analogické — Casto uZijeme pfirozeného zobecnéni postupt, které se uplatnily v
kapitole predeslé.

Ttirozmérny euklidovsky prostor budeme oznacovat £ a jeho zaméteni budeme znacit V.
Pojmem bdze budeme (pokud nebude feceno jinak) rozumét afinni bdzi prostoru Es.

5.1 Definice a zakladni pojmy

5.1.1 Obecna rovnice a matice kvadriky

Definice 5.1.1 Necht je v £3 zvolena béaze B. MnoZina bodd K C &, k niZ existuje poly-
nom F'(x,y,z) € Rlz,y, z] druhého stupné tak, Ze plati

X =[zr,y,zls € K& F(x,y,2z) =0, (5.1)

se nazyva kvadrika v Es.

Rovnici F(z,y,z) = 0 nazyvame obecnd rovnice kvadriky K v bdzi B, o polynomu
F(z,y, z) tikame, Ze urcuje v bdzi B obecnou rovnici F(z,y, z) = 0 kvadriku /C. (UZiva téz
terminu vzhledem k bdzi B.)

Koeficienty polynomu F'(x, y, z) budeme vzdy indexovat nasledujicim zpisobem:

F(z,y,2) = fuiz? + 2fiony + fooy® + 2f1302 + 2 fo3yz + f332°+

(5.2)
+2f1a2 + 2 fouy + 2f342 + faa,

'U%iva se téz nazvu kvadratickd plocha & plocha 2. stupné.
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jeho kvadratickou ¢ast budeme znacit ¢ — tj.

o(r,y,2) = fua® + 2f102y + faoy® + 2f1312 + 2 fo3y2 + f3327, (5.3)

pricemz alespon jeden z koeficientll fi1, f12, fo2, f13, f23, f33 neni nula.
Pro proménné polynomu ¢ budeme ovSem uZzivat i jiné oznaCeni — naprt. uq, us, U3.
Piiklady kvadrik jsou tedy mnoZiny dané v jisté bdzi obecnymi rovnicemi z% + yz = 0 &i
2+ +22—-1=0,2%2+y*—1=0,apodobné.
Kvadrikou je ov§em i rovina (obecnou rovnici 2 = 0 je d4na rovina = 0 a pfimka (obecnou
rovnici 22 + y? = 0 je ddna osa z) ¢i bod (napf. obecnou rovnici 22 + 3% + 22 = 0 je d4n bod
— pocatek prislusné soustavy soufadné).
Stejné jako pfi studiu kuzZeloseCek budeme 1 zde vyuzivat maticového tvaru polynomu
ur€ujiciho prislusnou kvadriku a maticového tvaru jeho kvadratické ¢4sti.
Pomoci koeficientd polynomu F'(z, y, z) (pfi oznaceni (5.2)) zkonstruujeme symetrické mat-

ice F = (fi;j)axa aFo = (fij)3xa:

fll f12 f13 f14

Jin fi2 fi3
F — Jor fo2 fo3 foa CFo=| for foo fos |, 5.4

f31 f32 f33 f34
fa1 faz faz faa fa1 fs2 fas

kde fi; = fj, 1 < 4,5 < 4.

Matice Fy musi byt zfejmé nenulovd, tj. h(Fy) > 1 (pro¢?).

Opét bychom se mohli snadno presvédcit, Zze polynom F' i jeho kvadratickou ¢ést ¢ jde psat
nasledujicim zptsobem:

x
F(w,y,2) = (2,9,2,1) - F- | ¥ (5.5)
z
1
Uy
o(ug, ug, uz) = (uy,uz,uz) - Fo- | ug |, (5.6)
Uus

coz vyuzijeme k maticovému zdpisu obecné rovnice.
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Definice 5.1.2 Bud K kvadrika, B béze prostoru £ a necht F'(x,y, z) je libovolny poly-
nom 2. stupné uréujici v bazi B obecnou rovnici F(x,y,z) = 0 kvadriku K. Zaved me
nasledujici pojmy:

e matice F, resp. F, sestrojend vyse, se nazyva velkd matice, resp. mald matice,
kvadriky IC v bdzi B,

e Cislo R = h(F), resp. r = h(Fy), se nazyva velkd hodnost, resp. mald hodnost,
kvadriky IC v bdzi B,

o Cislo A = det F, resp. 6 = det F, se nazyva velky diskriminant, resp. maly diskrim-
inant, kvadriky IC v bdzi B.

Urceni kvadriky matici ¢i obecnou rovnici v dané bazi je pochopitelné zcela rovnocenné.

Naskyta se (tak jako u kuzeloseCek) prirozena otdzka, zda ma kvadrika nad danou bazi
jediné vyjadfenti (tj. jedinou rovnici ¢i jedinou matici). Zfejmé nikoli — obecné rovnice F'(x, y, 2)
= 0ickF(x,y,2) = 0 urCuji pro vSechna c # 0 tutéz kvadriku — plati tedy nasledujici véta:

Véta 5.1.3 Bud'te K1,Ky C E; kvadriky urcené nad bdzi B po vadé maticemi F1,Fs.
Jestlize plati ¥y = cF1, ¢ # 0, pak K1 = Ks.

Véta obracend (stejné jako v pifpadé kuZelosetek) obecné neplati — obecné rovnice % +
y? = 01222 + y? = 0 urcuji (v dané bézi) tutéz kvadriku (jakou?) a pfitom nejsou dmérné.

UkaZeme ovSem, Ze pro fadu kvadrik Ize tuto vétu obratit (Véta 5.3.1 o jednoznacnosti) a
tyto tedy v dané bazi budou sice uréeny nekone¢né mnoha maticemi (obecnymi rovnicemi),
které vSak budou (po dvou) imérné, ¢imz se jejich studium znaéné zjednodusi.

Poznamka 5.1.4 Je ziejmé, Ze vlastnosti kvadriky 1ze zkoumat prostfednictvim pravé téch
vlastnosti jeji matice, které jsou spole¢né pro vSechny matice této kvadriky — tj.

1. nezdvisi na vybéru baze, ve které je matice dana,
2. nezdvisi na vybéru matice, kterd v této bazi uréuje danou kvadriku.

Témto vlastnostem fikdme geometrické viastnosti.”

5.1.2 Obecna rovnice pri transformaci soustavy souradné

Necht kvadrika K je ddna v bazi B obecnou rovnici F'(z,y, z) = 0. UkdZeme, Ze i v libovolné
jiné bazi B’ existuje polynom F”’ 2. stupné, ktery obecnou rovnici F”'(z',y', z’) = 0 urCuje
plochu K a rovnéZ ukdzeme jeho konstrukei.

ZNekdy se téZ uziva pojmu invariant kvadriky.
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Reseni této otizky je zcela analogické jako v pifpadé kuZeloselek. Analogicky piipadu
kuzelosecek bychom dokézali nasledujici tvrzeni.

Véta 5.1.5 Bud'te B, B’ bdze Es, P matice piechodu od B k B'. Necht kvadrika K je v bdzi
B urcena matici ¥. Pak matice ¥’, pro niZ plati

F' = PFPT,

urcuje kvadriku KC v bdzi B’
Pritom pro malou matici plati:

h(Fy)) #0 a Fj)=PyF,P..

Podobné jako u kuzeloseéek fekneme o polynomu F'(2',y/,2'), Ze vznikl z polynomu
F(zx,y, z) transformaci soustavy soufadné. Totéz fekneme o matici F’, resp. o polynomu
o' (2, y, 2') a matici Fy,.

Polynom F'(z', 4/, ') bychom mohli pochopitelné ziskat téZ pfimym dosazenim za z, y, z
do F(z,vy, z) z ptislu$nych transformaénich rovnic.

Provedenim transformace soustavy soufadné tedy z polynomu 2. stupné vznikne opét
polynom 2. stupné — dand mnoZina je kvadrikou nezdvisle na volbé baze (definice 5.1.1 je v
tomto smyslu korektnf).

ProtoZe matice F se transformuje stejné, jako matice bilinearni formy na zaméfeni V, je
predpisem

U1
Vu,v € V:iu = (uy,us, us3)g, ANV = (v1,02,03), = P(u,v) = (ugug, u3)Fo | vo

U3

korektn&’ definovana bilinedrni forma @, kterd je polarni bilinearni formou kvadratické formy
®, dané vztahem

Uy
YueV :iu= (ul,UQ,u3)30 = (PQ(LI) = (U1U,2,U3)F() Uo
U3

Analytickym vyjadfenim kvadratické formy ®, je kvadraticka ¢ast polynomu F'(z, y, z) (5.3):

u = (ug,u2,u3)p, = P2(u) = p(uy, ug, us) =
= f11ud + 2f1ourus + foould + 2 f13urus + 2 fozugug + fazul,

Vyse uvedené formuluje nésledujici definice:

3Tj. nezdvisle na volbé& baze B.
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Definice 5.1.6 Bud F matice kvadriky K v bazi B. Pak kvadratickd forma ®, na V uréend
v bazi By matici F se nazyva kvadratickd forma kvadriky IC, jeji polarni bilinearni forma
® se nazyva poldrni bilinedrni forma kvadriky K.

Podobné jako v pripadé kuzelosecek 1ze odvodit, Ze kromé formy ® jsou i vSechny c®,
¢ # 0, polarnimi bilinedrnimi formami téZe kvadriky K. A nemiiZeme apriorné vyloucit
existenci formy W, kterd neni ndsobkem formy ®.

Disledek pro studium vlastnosti kvadrik zni:

Poznamka 5.1.7 Vlastnosti kvadriky Ize zkoumat prostiednictvim pravé téch vlastnosti jeji
polarni bilinearni ¢i kvadratické formy, které jsou spole¢né pro vsechny formy této kvadriky
(vyjadiuji tzv. geometrické viastnosti).

5.1.3 Invarianty transformace soustavy souradné

Pojem invariantu afinni, resp. ortogondlni, transformace soustavy soufadné byl objasnén v
podkapitole 4.1 predeslé kapitoly.

Necht K je kvadrika dand v bazi B matici F. Zvolime-1i dalsi bazi B’, pak matice F’
vznikla z F urCuje K v bazi B'. Vzhledem k platnosti véty 5.1.5 se nasledujici véta dokaze
stejné, jako pro piipad kuzelosecky.

Véta 5.1.8 Velky a maly diskriminant jsou invarianty libovolné ortogondlni transformace
soustavy souradné. Znaménko velkého a malého diskriminantu je invariant libovolné afinni
transformace soustavy souradné.

Velkd a mald hodnost jsou invarianty libovolné afinni transformace soustavy souradné.

Poznamka 5.1.9 Podobné jako u kuzelosecek vsak odtud bezprostfedné neplyne, Ze jde o
geometrické vlastnosti kvadriky.

Napt. z toho, Ze Ze F; aFy, = cF (¢ # 0) jsou matice téZe kvadriky a tedy d, = ¢34, vidime,
Ze pro klasifikaci kvadrik 1ze vyuzit nejvySe nulovosti ¢i nenulovosti ¢ (Na rozdil od velkého
diskriminantu (A, = ¢*A,), kde pijde vyuZit i jeho znaménka.)*

Uzitim vét 2.1.9, 5.1.5 a véty 3.1.5 okamzité plyne (analogicky jako v pfipadé kuzelosecek)
platnost nasledujici véty.

Véta 5.1.10 Charakteristickd rovnice malé matice kvadriky je invariantem ortogondlni
transformace soustavy souradné.

4Srovnejte s poznamkou 4.1.9.
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Pro klasifikaci kvadrik bude uZite¢né zkoumat signaturu kvadratické formy kvadriky.

Je zfejmé (viz zavedeni signatury v podkapitole 3.4), Ze je-li (p, ¢) signatura kvadratické
formy ®,, md forma ¢®, signaturu bud (p,q) — pro ¢ > 0, nebo (g, p) — pro ¢ < 0. Proto
pojem signatura kvadriky zavadime nésledovné:

Definice 5.1.11 Bud K kvadrika. Necht ®, je jeji libovolnd kvadratickd forma, (p, q)
signatura této formy. Pak neuspotfddanou dvojici {p, ¢} nazyvame signatura kvadriky.

Poznamka 5.1.12 Signaturu kvadriky K zavadime jako neusporddanou dvojici, proto je taz
pro vSechny nenulové nédsobky jeji kvadratické formy ®,. Je-li {p, ¢} signaturou, znadi to,
Ze v bazi polarni vzhledem k uvaZzované formé kvadriky K je na diagondle prislusné malé
matice p prvkl jednoho znaménka a ¢ prvkii znaménka opacného.

Vznika otazka, pro které kvadriky bude signatura jejich geometrickou vlastnosti.

Z véty 3.4.13 okamZité obdrzime:

Véta 5.1.13 Bud' K kvadrika, ¥ nékterd jeji matice v libovolné bdzi B, \i, \a, \3 necht
jsou vlastni isla>matice ¥. Pak pro signaturu {p, q} kvadriky K plati, Ze p uddvd pocet
nenulovych vlastnich ¢isel jednoho znaménka a q pocet nenulovych vilastnich ¢isel opacného

znaménka.

Ziejmé pro kazdou kvadriku pfichdzeji v tivahu nasledujici signatury:®
{3,0}, {2,1} (pror = 3)
{2,0}, {1,1} (pror = 2)
{1,0} (pror = 1)

V piipadé » = 2 nebo r = 3 je signatura urCena tim, zda nenulovd vlastni ¢isla malé
matice kvadriky jsou téhoZ Ci riizného znaménka.
Uzivat tedy budeme nasledujici véty bezprostfedné plynouci z véty 5.1.13.

Véta 5.1.14 Bud' K kvadrika dand v libovolné bdzi matici F a nechf ¥’ je matice vznikld
z F prechodem k nékteré dalst bdzi. Pak plati, Ze nenulovd viastni ¢isla matice ¥, maji

stejné znaménko, pravé kdy? nenulovd vlastni &isla matice F{, maji rovné? stejné znaménko.

(Dostavame dalsi invariant libovolné transformace soustavy soufadné.)

SKazdé je uvedeno tolikrat, kolikandsobnym je kofenem charakteristické rovnice.
67 znaéf malou hodnost.
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5.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kvadrik

5.2.1 Rozbor obecné rovnice

Nyni vysetiime, které mnoZiny bodu prostoru &5 jsou kvadrikami. Postup bude analogicky
postupu v podkapitole 4.2.
Necht kvadrika K je v bazi B = (P, ey, e, e3) ddna matici F’ a ekvivalentn& obecnou
rovnici
Sua? 4+ 2 102y + fooy® + 2f1372 + 2fazyz + fazz®+
+2f14% + 2f20y + 2342 + faa = 0,
kde { fi1, fi2, f22, f13, fa3, f33} # {0}, tj. h(Fo) # 0.

Lze predpokladat, Ze B je kartézska (jinak bychom provedli vhodnou transformaci soustavy

(5.7)

souradné).

Nejprve najdéme bdzi, v niZ bude mald matice diagonalni. To ovSem znamena nalézt
bdzi B = (a;,as, a3) zaméfeni V poldrni vzhledem ke kvadratické formé &, uvazované
kvadriky. Z diivodii zminénych v podkapitole 4.2.1 pozadujeme dale ortonormalitu této baze.
To ovSem znamend, Ze vektory a;, as, ag musi ur€ovat navzajem kolmé hlavni sméry formy
®, (viz véta 3.4.6).

Soufadnice hledanych vektort (tj. aritmeticky vektor z R3) budou vlastnimi vektory mat-
ice Fy (véta 3.4.3).

Vlastni &isla® A\, A2, A3 matice F, obdrZime feSenim charakteristické rovnice

det(Fo — AE) = 0. (5.8)

Je otazkou, kolik ortonormalnich trojic vektorl a;, as, a3 (tj. hledanych polarnich ortonor-
malnich bazi zaméreni V) nalezneme.

Bud B, = (aj,as, a3) jedna z t&chto bazi, jejiz existenci ndm zaruCuje véta 3.4.7, a
hledejme dal$i baze pozadovanych vlastnosti.
Matice F, formy ®, v bazi B ma dle véty 3.4.9 tvar

A 00
Fo=| 0xo0 | (5.9)
00 X

Soutadnice vektori kazdé baze pozadovanych vlastnosti musi (jak jiz bylo uvedeno) byt
vlastnimi vektory matice formy @, v (libovolné) ortonormalni bazi — tj. i matice FY,.
Matice soustavy rovnic (3.2) pro vlastni vektory matice zni:

A=A 0 0
0 X=X 0 ; (5.10)
0 0 A=A

"Symboly A, 6, R, r apod. budou vztaZeny k této matici.
8V3echna jsou redlna — viz véta 3.1.6.
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kde za A dosazujeme jednotliva vlastni ¢isla matice F(,. AvSak mnoZiny vlastnich ¢isel matic

F, a Fj{ jsou totozné, nebof obé baze jsou ortonormdlni (viz véta 5.1.10). Z tohoto divodu

rovnéz plati (véta 5.1.8):

0 = M A2s. (5.11)

RozlisSme nyni nasledujici tii pripady:

(a)

(b)

Vlastni ¢isla Aq, Ay, A3 jsou navzdjem rizna.
Matice (5.10) soustavy mé pro libovolné vlastni ¢islo hodnost 2 a tudiz kazdému z vlast-
nich ¢isel odpovida jediny hlavni smér (proc?).

Konkrétn€ pro A = \; je matice (5.10) ekvivalentni matici

0X—XA O
0 0 As—X\

a piislusnym hlavnim smérem je smér [(1,0,0)p ] — tedy smér a;.

Podobné pro A = A; je to smér [(0,1,0)5] = [as] a konecné pro A = A3 jde o smér
0,0.1)55] = faa].

Zjistili jsme, Ze v tomto pifipadé existuje jedind trojice (a to ortogonalni’) hlavnich
sméru formy P, a tedy (aZ na orientaci a poradi vektord) jedind ortonormalni baze V
polédrni vzhledem k ®, — baze Bj,.

Dvé z vlastnich ¢&isel A, A2, A3 jsou si rovna a tfeti je od nich rtizné — napf. necht
/\1 = )\2 §£ )\3.
Matice (5.10) A = A\; = A9 ekvivalentni matici

(0 00s-2)),

tudiZ ma hodnost 1 a hlavni sméry odpovidajici tomuto vlastnimu ¢islu vypliuji dvo-
jrozmérny podprostor v zaméteni V o bazi

((1,0,0)5,,(0,1,0)5) = (a1, as) .

Pro A = A3 je matice (5.10) ekvivalentni s matici

AM—A3 0 0
0 M—X0)"

hlavni smér piislusny tomuto vlastnimu ¢islu je jediny —a to smér [(0,0,1)s] = [as].
V tomto piipadé existuje nekonecné mnoho trojic ortogondlnich hlavnich smérti formy
®,, pricemz vSechny maji jeden smér spolecny (odpovidajici jednoduchému kotfenu
rovnice (5.8)). KaZdd ortonormdlni baze, jejiz jeden vektor urCuje tento ,vybrany*
smér, je tudiz hledanou ortonormélni bazi V polarni vzhledem k ®.

9Srv. véta 3.4.8.
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(c) VSechna vlastni ¢isla \j, Ay, A3 jsou si rovna.
Matice (5.10) je pak nulové a tedy kazdy smér je hlavnim smérem formy &, a proto
libovolnd ortonormdlni baze zaméreni V je hledanou ortonormélni b4zi polarni vzhle-
dem k ®.

Zaved me ndsledujici zptsob ocislovani vlastnich &isel Aj, Ay, A3 (s ptihlédnutim k (5.11)):
e ) # 0 asignatura K je {3,0} = ocislovani je libovolné,
e ) # 0asignatura KC je {2,1} = sgn); = sgnly = —sgns,
e ) =0ar =2(. jediné je nulové) = A3 =0,
e ) =0ar =1(t.jediné je nenulové) = Xy # 0.

Nyni prejdéme k soustavé soufadné uréené kartézskou bazi B’ = (P, a;,ay, a3), kde
a; = (a;1,ai2,a:3)5, (pro i = 1,2,3) tvoii trojici vektorti nalezenou vySe — smér [a;] je
hlavnim smérem pfislusnym \;, ¢ = 1, 2, 3. Geometricky vyznam sméri vyplyne dale.
Rovnice pro transformaci soufadnic od afinni baze B k B’ zni

= an® + any + az?’
Y = apt’ + any + ap?. (5.12)
2z = a137 + as3y’ + azz?’

mald matice F{, plochy I ma v B’ tvar (5.9), jeji velkd matice F’ tudiZ zni

At 00 fly
0 X 0 !
F = 2 0/ 24 (5.13)
fia fou foa Jla
a obecnéd rovnice K v bazi B’ m4 tvar
Mx 24 Xy ? + Nz 2+ 212’ 4+ 2fhy + 2f32 + fiy = 0. (5.14)

Samoziejmé v tomto kroku (i vSech ndsledujicich) 1ze matici F’ ziskat i pfimym vypoctem
(uzitim (5.12) &i jako soucin PFPT).

Tim ziskdme vztahy i pro koeficienty f1,, f4,, f4, @ f14,'" cOZ budeme provadét pii feSeni
konkrétnich tloh.

Dalsi postup spociva v tpravé na tzv. tiplné Ctverce, €ili zméné pocatku soustavu souradné.

Rozlisime nyni jednotlivé ptipady dle nulovosti vlastnich ¢isel. Pocet nenulovych vlastnich
Cisel uruje hodnost matice FJ, to je vSak hodnost » malé matice F (pro¢?).

ONapt. f}, = f4 (analogicky vztahu pro f4, v podkapitole 4.2).
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Lr=3@{.0#0,\#0,1<:<3).
Rovnici (5.14) 1ze upravit na tvar

M@ = 1)+ Moy — 55)" + As(2 = s5)" + fi) = 0,

/
kde s} = —f1 < <3
Oznatme S = [s}, sh, 45 a uvazujme bazi B” = (S, a;, as, a3). Transformaéni rovnice pro
piechod od B’ k B” zni:!!
o — + 8/1
N /
Y=y + s
2 =2"+ s

Obecnou rovnici lze tedy v bazi B” psat
Mz 2+ Ny 24 N2 24 fI = 0.

Nyni (zcela analogicky jako v piipadé kuZelosecek) spocteme f7,.
Matice kvadriky KC v B” ma tvar:

A0 0 0
| 00X 00

00X O]

000 ff

jeji velky diskriminant A” = (MAoA3)f1, = 0f1, (viz (5.11)). ProtoZe baze B’ i B” je
kartézskd, plyne odtud A = A”, kde A je velky diskriminant v bazi B (véta 5.1.8). Proto

1, = 5 aobecnd rovnice v bazi B” nabyvd tvaru

Mz 24Xy 2+ N3z 2+ % =0. (5.15)
Je patrno, Ze v piipadé K # () je bod S stfedem soumérnosti kvadriky K a roviny p; =
{S,a9,a3}, p» = {S,a;,a3} a p3 = {S,a;,a,} jejimi rovinami soumérnosti.'> Existenci
dalsich stfedd, resp. rovin, soumérnosti vysetiime pozdéji.

RovnéZ je patrno, Ze piimky o; = {S,a;}, 1 < i < 3, jsou osami soumérnosti této
kvadriky (proc¢?).

Dle nulovosti A (v zavislosti na velké hodnosti R) dostdvime dva piipady — A # 0
(R=4)aA =0 (R < 3), znichZ kazdy dale rozdélime dle toho, zda nenulova vlastni ¢isla
maji znaménka stejnd (tj. signatura {3,0}), nebo rdzna (tj. signatura {2, 1}), popfipadé dle
znaménka A.

Pozdéji ukaZzeme obecny zplisob vypoctu soutadnic bodu S vzhledem k vychozi bazi.
127 dtivodnéni tohoto faktu je analogické tivaham provedenym pro stied a osy soumérnosti kuzelosecky v

podkapitole 4.2.
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LI.LA=0-t.R=3(nebofl r =3avzdy R >r)
Rovnice (5.15) se redukuje na tvar

Mz 2+ Xy 2+ A3z 2 =0. (5.16)

L1.1. sgn\; = sgnAy = —sgnAg

Rovnici (5.16) Ize tedy psat
M|z 2+ [ Xo| % = |Xs]2 2 =0,

coZ lze upravit na tvar
//2 //2 //2
x Yy z
P 17

1 1 1
b= —— o=
VAL VAl VA3l

kde a =

jsou kladna redlna Cisla.

[.1.2. sgn\; = sgnly = sgnis

Nyni 1ze rovnici (5.16) psat
‘)\1‘%H2 -+ |>\2|y”2 + ‘)\3‘2//2 = O,

jejim fesenim je jediny bod — [0, 0, 0]~ — tj. bod S.
Tim je ptipad I.1. vyCerpan.

[22ZA#0-t. R=4
Rovnici (5.15) 1ze vydélenim —% upravit na tvar

//2 //2 //2
S T S— (5.18)

(%) () (5)

Znaménka jednotlivych jmenovatelii ur¢ime dle znamének vlastnich Cisel a znaménka A.

PouZijeme zfejmého vztahu

A A
A0 N2 e i, gk} = 11,23} ( )

[.2.1. sgnA; = sgnXy =sgnAg A A <0
V tomto pripadé (dle (5.19)) plati —% > 0, 1<¢<3, a obecnou rovnici (5.18) 1ze tedy psat
ve tvaru

x Y z
A A A
kde a = 1 |—— b=/ o o2
©a A0 Ao € Asd
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pficemz a, b, c € R*.

Mnozina K je neprazdna (ovéite). VSimnéte si, Ze napi. a = b < Ay = As.

[.2.2. sgnA; = sgnXy =sgnAg A A >0

V souladu s (5.19) jsou jmenovatelé zlomkd v rovnici (5.18) zaporna Cisla a tedy mnoZina

K = 0 (pro¢?).

[.2.3. sgn\; = sgnly = —sgnAz3 A A <0
Vyraz (5.19) je pro ¢ = 1, 2 zaporny, pro ¢« = 3 kladny.

/A, A [ A
WAV W VA W

1ze rovnici (5.18) psat ve tvaru

PoloZime-li

kde a,b,c € RT.

[.2.4. sgn\; = sgnly = —sgnAg3 A A >0
Nyni je vyraz (5.19) je pro ¢ = 1, 2 kladny a pro ¢ = 3 zéporny.

S S S BT S Y
N Ao o7V A3

1ze rovnici (5.18) psat ve tvaru

Polozime-li

kde a,b,c € R™.
Ptipad L. je tedy vyfeSen.

ILr=2(.6 =0, #0,1<i<2, A3 = 0).1°
Rovnice (5.14) zni

a4 Xy + 21,0 + 2 a0y + 2f17 + fra =0,

matice F' v bdzi B’ = (P, a;, as, a3) nabyva tvaru

A0 0 fly
0 X 0 f3
0 0 0 f3
fia fos F3a faa

F' =

13Dle dohody o o&islovani vlastnich &isel.
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Pro velky diskriminant A’ v bazi B’ ov§em plati A’ = A (pro¢?), a tedy

A = — 2NN (5.24)

IL1A#0-t. R=4(tedy fi, # 0—viz (5.24)).
Rovnici (5.23) Ize upravit na tvar:

A (2 —v1)? 4 Aoy — vh)? + 25, (2 —vy) =0,

!
kde v} = 4 U, vy = —%4 a v zvolime tak, aby bod V' = [v], v}, v]p leZel na I, coz

vzhledem k (5.23) nastane pravé, kdyz
vy = 2f’ (M2 + Agvg + 2f140] + 2f5005 + fia)-
Uvazme bazi B” = (V, ay, as, a3). Transformaéni rovnice pro piechod od B’ k B” zni:

=" 4+ v
=y + vy
2 =2" + v

<
|

Obecna rovnice plochy K v bazi B” zni:

)\11.//2 + )\2y//2 + 2fé4z// — 0’ (5'25)
coZz lze dale upravit na tvar
x//Q + y//2 B 2 . (5 26)
T z". .
Al X2

Ze vztahu (5.24) snadno odvodime:

Sul _ [ A | [_ B
A1 A3y Ao AMAS
Predpokldadejme nyni, Ze sgn f5, = —sgnA; (v opaéném piipadé bychom zménili orientaci
"4 filz; I filzl
0sy 2 ).Pak‘Al = < A1>'
Zaved me kladn4 redlna ¢isla p, g vztahy
/ !/
p= f34 f34 neboli
=4/ =4/ 5.27
)\3)\2 A1 )\3 ( )
4Tj. od B” = (V,aj,az,a3) bychom piesli k B’ (V,ay, as, —ag), rovnice transformace soufadnic by
mdly {z" = 7"y’ = §',2" = —Z"} a rovnice K (dle (5.25)): Alx + N 2+ 2f4,7 = 0, pfiGemz

f§4 = _f§4 (proc?).
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Ze vztahu (5.24) déle plyne, Ze sgnA = —sgn (A \g), diskutujme tedy dva piipady dle sgnA.

IL1.1.A < 0 (sgnA; = sgny)

tj.q = % = (—%) a rovnici (5.26) lze prepsat:
//2 //2
T LY g (5.28)
p q

kde pro p, ¢ € R* plati (5.27).

IL.1.2.A > 0 (sgn\; = —sgnAy)

. ¢ = | 5| = % a rovnici (5.26) lze vyjadiit:
//2 //2

T Y g (5.29)
P q

kde pro p, ¢ € RT plati opét (5.27).

M2A=0-t. R<3(. fi, = 0-viz (5.24)).
Rovnici (5.23) lze upravit na tvar:

M2’ = s1)" + Xy = 55)° + fl =0,

N VARV |
kde 57 = — 34, 55 = — 32
Polozme S = [s], s, 0]z a uvazme bazi B” = (S, a;, ay, a3). Transformacni rovnice pro

ptechod od B’ k B” zni:
‘r/ — I,/l + 8/1
v =yt s
Z/ — Z//

Obecna rovnice plochy K v bazi B” ma tvar:
Mz 2+ Ny 2+ fh, =0, (5.30)
odkud pro velkou hodnost R plyne:
R=3&f,#0aR=2% f;,=0.
Zdivodnéni vysledkl v odst. I1.2.1 a I1.2.2. pfenechdvame Ctendri.

2.1.R=3
1. sgn)\; = sgn)qy. Pak (5.30) je bud vyjadienim prdzdné mnoZiny, nebo existuji a,b € R*,

—dia = /10 tak, e (5.30) zni:

”
.T2 2

— +-5 =1 (5.31)
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2. sgn); = —sgn)y. Pak existuji a,b € R*, a = | /|%4], b = /| 44| tak, Ze (5.30) md pravé

jeden z nasledujicich tvara:

" " " 1
2 2 T 2 2

T Y Y
T oL - sl 032

I22.R=2

1. sgnA; = sgny. Pak (5.30) je mnozinou {X = [2",y",2"];2" = ¢y" = 0,z € R}, coz je
piimka {S, as}.

2. sgn\; = —sgns. Pak lze (5.30) pfepsat do tvaru

Aifa™ = ely™ =0,

coz znadi, ze K je sjednocenim dvou riznobéznych rovin «, 5 protinajicich se v pfimce

{S, ag}.
«a IA|z” + /| \a]y” =0,

BV Ile” =/ ely” = 0.

PovSimnéme si, Ze pro kazdou neprazdnou plochu zkoumanou v odstavci II. jsou roviny
p1 = {S,ai,as}, po = {S,as, a3} jejimi rovinami soumérnosti a piimka o = {5, as} jeji
osou soumérnosti. Existenci stfedd soumérnosti vysetiime pozdéji.

. r =1 (t] 0= O,)\Q 7& O,)\l = )\3 = 0)15
Rovnici (5.14) Ize psat

Aoy? + 2fi47’ + 2fpy + 2307 + fi =0, (5.33)
amatice F/' v bazi B’ = (P, ay, ay, ag) zni

00 0 f,
0 X 0 fi,
00 0 f
fia fou f3a Jha

Pro velkou hodnost tudiz plati, Ze R = 3, nebo R < 2.

F = (5.34)

Ni.1 R=3
Tento prfipad nastane, pravé kdyz fi, # 0 nebo f;, # 0. Bez Gjmy na obecnosti predpokla-
dejme, ze f}, # 0.

Jak jsme zjistili pri diskuzi ndsobnosti vlastnich Cisel A\;, Ao, A3 (pfipad (b)), l1ze za a;, a3
vzit kteroukoli ortonormalni dvojici vektord kolmych na a,. VyuZijeme tohoto faktu k nalezeni

SDle dohody o o&islovani vlastnich &isel.
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baze, vzhledem k niZ by se v obecné rovnici anuloval koeficient na pozici (3, 4).
Od bidze B' = (P, aj,ay,a3) tedy prejdéme k bazi B = (P,ay, ay, a3) tak, aby piislusné
transformacni rovnice zngly:'°

2 =T cosa — Z'sina

y =7 . (5.35)

7 =7'sina + Z' cosa

Snadno se ov&ii (proved te), Ze tato transformace je ortogondlni.
Z vyse uvedeného plyne, Ze baze B je pro libovolné o € R kartézska baze, jejiz vektory
urCuji hlavni sméry kvadratické formy ®, uvazované plochy.

Provedenim transformace (5.35) zjistime, Ze obecna rovnice kvadriky /C bude mit v bazi
B’ tvar

N 2+ 2f 1,7 + 2f5,5 + 2f542 + f1y = 0, kde
fags = fagcosa — fiysina.
fla

z . v A . v r 7z . 7z . _/ Z.
Zvolime-li tudiz o = arccotg s, pak zfejmé fi, = 0 a obecna rovnice v bazi 3 bude znit
34

Moyl ® 4 2142 + 23,7 + fia = 0.
Protoze R = 3, je f{, rizné od nuly (pro¢?), a tuto rovnici lze tudiz déle upravit na tvar
Ao (§ = 05)° + 2f14(7 — 7)) = 0.

Polozme V' = [0}, 7}, 0] a uvazujme bazi B” = (V,a;,ay,a3)."” Zfejmé rovnici plochy K
lze v bazi B” psat
y'?—2pa" = 0. (5.36)

Pov§imnéme si, Ze rovina {V,a;, a3} je rovinou soumérnosti plochy K.

2R <2
Predpoklad R < 2 znadi, Ze fi, = f4, = 0 (viz matici (5.34)).
Rovnice (5.33) se tedy redukuje na tvar

Aoy ? + 255 + fiu =0,
coz lze déle upravit

Moy —vp)* + fi; =0,"°
neboli

yi=yq (5.37)

zvolime-li bazi B” = (V) ay, ay, a3), kde V = [0, v}, 0] 5.

e R=2
To znaci, ze q # 0.

16Co7% je otocent soustavy soufadné kolem osy 3’ o thel a.
17Jak zni p¥islusné transformaéni rovnice?
18V ptipadé f3, = 0 je ptirozené vl = 0 a i, = fis.
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(a) v pripadé ¢ > 0 je K sjednocenim dvou rovnobéznych rovin «, 8 (se zaméfenim

ary’ =+lgd, B:y" =~

(b) v piipadé ¢ < 0 je K prdzdnd mnoZina.

[a;, a3]) o rovnicich

e R=1
Tento piipad nastava, pravé kdyZz ¢ = 0, coZ znali, ze K je rovina {V,a;, a3} (dvojndsobnd

rovina).

5.2.2 Definice jednotlivych kvadrik

V predeslé Casti tohoto paragrafu jsme ukazali, Ze ke kazdé kvadrice K existuje jista kartézska
baze (B"), v niZ jeji obecnd rovnice je velmi jednoduchého tvaru.

Neexistuje tedy kvadrika, kterou by (v jisté bazi) nebylo mozné vyjadrit jednou z takto
ziskanych obecnych rovnic.

Definice 5.2.1 Bud K kvadrika. Pak bdze B’ sestrojend vySe se nazyva kanonickd bdze"
kvadriky IC a pfislusnd obecnd rovnice v této bazi se nazyva kanonickd rovnice kvadriky

K.

Otazku, do jaké miry je kanonicka baze urCena danou kvadrikou, fesi zejména disled-
ky 5.7.4,5.9.8a5.9.9.

Nyni pojmenujeme ty neprazdné kvadriky, které dosud ,nemaji ndzev* (tj. kromé roviny,
bodu, ap.)
Nazvy zavedeme (tak jako u kuZelosecek) pomoci tvaru kanonické rovnice.

19P¥islusna soustava soufadna se nazyva rovnéz kanonickd.
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Definice 5.2.2 Kvadrika K C &; se nazyva

e clipsoid (s poloosami a, b, c), jestlize existuje kartézskd baze, vzhledem k niZ je IC
déna obecnou rovnici

oyt 2P +
¥+b_2+c_2:17 kde a,b,c € R™.

V piipadé rovnosti nékteré ze dvou poloos se K nazyva rotacni elipsoid.
Osy pfislusné soustavy souradné se nazyvaji osy elipsoidu.

V piipadé a = b = ¢ se K nazyva kulovd plocha.

Pocatek uvedené baze se nazyva stied elipsoidu (kulové plochy).

e jednodilny hyperboloid (s poloosami a, b, c), jestlize existuje kartézska baze, vzhle-
dem k niZ je K dana obecnou rovnici

2 2 2
|
a b2 2

V piipadé a = b K nazyva rotacni jednodilny hyperboloid.

, kdea,b,ccR".

Pocatek uvedené baze se nazyva stied hyperboloidu, tfeti ze soufadnych os se nazyva
osa hyperboloidu.

e dvojdilny hyperboloid (s poloosami a,b, c), jestlize existuje kartézska baze, vzhle-
dem k niZ je K ddna obecnou rovnici

2 oy 22 +
_E_b_?Jr?:l’ kde a,b,c € R™.

V ptipad€ a = b se K nazyva rotacni dvojdilny hyperboloid.
Pocatek uvedené baze se nazyva strred hyperboloidu, tfeti ze soufadnych os se nazyva
osa hyperboloidu.

e clipticky paraboloid (s parametry p, q), jestlize existuje kartézska bize, vzhledem k
nizZ je K ddna obecnou rovnici

— + 2 =22, kdep,qgeR".
p
V ptipadé p = q K nazyva rotacni elipticky paraboloid.

Pocatek uvedené baze se nazyva vrchol paraboloidu, tieti ze souradnych os se nazyva

osa paraboloidu.
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5.2 Rozbor obecné rovnice. Definice jednotlivych kvadrik

e hyperbolicky paraboloid (s parametry p, q), jestlize existuje kartézska béaze, vzhle-
dem k niZ je K ddna obecnou rovnici

2 2
T Y _9. Kkdep,qeR*

p q
Pocatek uvedené baze se nazyva vrchol paraboloidu, tieti ze soufadnych os se nazyva

osa paraboloidu.

e kuzelovd plocha (s poloosami a,b, c), jestlize existuje kartézska baze, vzhledem k
niZ je K déna obecnou rovnici
2 2,2

X Y . +
; b—2—§—0, kdea,b,cER.

V piipadé€ a = b se K nazyva rotacni kuZelovd plocha.
Pocatek uvedené baze se nazyva vrchol kuzelové plochy, tieti ze soufadnych os se
nazyva osa kuzelové plochy.

e cliptickd vdlcovd plocha (s poloosami a,b), jestlize existuje kartézska baze, vzhle-
dem k niZ je K ddna obecnou rovnici

2?2y
_ +
?—Fﬁ—l, kdea,bER.

V piipadé a = b se K nazyva rotacni vdlcovd plocha (o poloméru a).

Treti ze soufadnych os se nazyva osa vdlcové plochy.

e hyperbolickd vdlcovd plocha (s poloosami a, b), jestlize existuje kartézska baze, vzh-
ledem k niZ je K ddna obecnou rovnici

2 2
v

R . kdea,beRT.

Treti ze soufadnych os se nazyva osa vdlcové plochy.

e parabolickd vdlcovd plocha (s parametrem p), jestlize existuje kartézska baze, vzh-
ledem k niZ je K ddna obecnou rovnici

y* —2pr =0, kde, p € R".

Konkrétni predstavu o jednotlivych plochach ziskdme pfi studiu tzv. hlavnich fezit kvadrik
v podkapitole 5.6.

Mimo jiné tam ukdZeme vyznam adjektiva rotacni v ndzvech nékterych ploch. Jiz nyni
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si vS8ak miZeme vSimnout, Ze rovnost dvojice poloos (u elipsoidu, hyperboloidii, kuzelové
plochy a eliptické valcové plochy), resp. parametrd (u eliptického paraboloidu) je ekviva-
lentni rovnosti dvojice viastnich &isel, pomoci nichZ jsou tyto veli¢iny udéany.”’ Jak jsme
ukazali v podkapitole 5.2.1, tato rovnost znamena, Ze za ortogondlni hlavni sméry (a tedy
sméry os v kanonické soustavé souradné) 1ze povazovat libovolnou ortogondlni dvojici smérd,
ktera je kolma na smér odpovidajici tfetimu z vlastnich Cisel.

Pojem vdlcovd plocha jiz Ctenar znd ze syntetické geometrie. Ukazme, Ze pravé uvedené
definice jsou v souladu se syntetickym zavedenim pojmu vélcova plocha.
Bud' K napf. eliptickd valcova plocha ve smyslu definice 5.2.2. Zfejmé tedy plati (v kanon-
ické bazi B = (S, a;, as, az)):
2
2

K:{X:[x,y,z]egg;z—i—l—z—:l,ZGR}.

. . 2 2 v v ) . N e w :
Rovnici %; + % = 1 v3ak lze povaZovat za rovnici elipsy £ leZici v roviné z = 0, (tj.

{S,ay,ay}). Kvadrika K je pak zfejmé nasledujicim sjednocenim piimek:

K= J{X as},

XeLl

coZ je v souladu se syntetickou definici valcové plochy (L je tzv. fidici kiivka). Podobné je
tomu pro vdlcovou plochu hyperbolickou a parabolickou.

Predchozi rozbor ndim ddva moZnost, jak poznat (bez provadéni transformace soustavy
soufadné), o kterou kvadriku jde, coZ vyjadfime nésledujici vétou. Uvedend véta také nachazi
pokryti mnoZiny kvadrik v E3 (proc?).

Véta 5.2.3 Bud' K kvadrika, B libovolnd bdze a F nékterd matice kvadriky K v této bdzi,
R, r, A necht jsou o Ffadé velkd hodnost, mald hodnost a velky diskriminant. Oznacme A\

mnoZinu nenulovych vlastnich ¢isel matice F.>' Pak plati:
e R=4ANr=3 AN VANEMIMN>0NA<O0

e R=4ANr=3 N VANEMNIMN>0NA>0
eR=4A7r=3 A IANNEMMW<OAA>O
e R=4Ar=3 A IANNeAIN<ONA<O
e R=4ANr=2 AN A<O
AN A>0

IC je elipsoid

K=10

IC je jednodilny hyperboloid
IC je dvojdilny hyperboloid
K je elipticky paraboloid

e R=4Nr=2

R

IC je hyperbolicky paraboloid

20Nap¥. vztah (5.27) pro parametry eliptického paraboloidu.

217¥ejmé plati, Ze nenulov4 vlastni &isla matice Fy maji
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e R=3Ar=3 A IANNeEMIMN <0 = K jekuZelovd plocha

e R=3Ar=3 AN YANeEMIN >0 = K jejednobodovd mnoZina

e R=3Ar=2 N VYANeMAIN >0 = K jeeliptickd vdlcovd plocha,
nebo L =)

e R=3Ar=2 A INNeEMIN <0 = K jehyperbolickd vdilcovd plocha

e R=3Ar=1 = K je parabolickd vdlcovd plocha

e R=2Ar=2 A IANNeAIN <0 = K jedvojice riiznobéznych rovin

e R=2A7r=2 AN VANeEMIMN >0 = K jepFimka

e R=2Ar=1 = I je dvojice rovnobéZnych rovin,
nebo K = ()

e R=1Ar=1 = K je rovina

V pfipadé

e cliptického paraboloidu plati: Y\, N € A; AN > 0,
e hyperbolického paraboloidu plati: N, N € A; AN < 0.

Je-li B kartézskou bdzi, pak hodnoty poloos elipsoidu, hyperboloidii, kuZelové plochy,
eliptické a hyperbolické vdlcové plochy i parametru paraboloidii a parametru parabolické
vdlcové plochy jsou dany prislusSnymi vztahy v odstavci 5.2.1.

Diikaz: Véta se dokaze uzitim vét 5.1.1 (invariance R, r, sgn/) a 5.1.14 (znaménka vlastnich
¢isel) naprosto analogicky jako véta 4.2.3 v ptipadé kuZelosecek. U

Mnozina kvadrik je tedy tvofena mnoZinou elipsoidu, jednodilnych hyperboloidii, dvojdilnych
hyperboloidd, eliptickych paraboloidi, hyperbolickych paraboloidi, kuzelovych ploch, eliptickych
véalcovych ploch, hyperbolickych valcovych ploch, parabolickych valcovych ploch, jedno-
bodovych mnozin, pfimek, dvojic riiznobéznych rovin, dvojic rovnobéznych rovin a mnoZinou
rovin. Kvadrikou je i mnoZina prazdna.

Podobné jako u kuZelosecek, vyvstiava i zde nékolik otazek. Jednak je otazkou, zda lze
obrétit implikace ve vété 5.2.3, dale je napfiklad otdzkou, zda hodnoty poloos ¢i parametra
jsou geometrickymi vlastnostmi piislusnych ploch.

Poznamka 5.2.4 Lze se snadno presvédcit (z kanonickych rovnic ziskanych rozborem v
paragrafu 5.2.1), Ze vSechny neprazdné plochy vyjma pripadu 1.1.2. a I11.2.2.1. obsahuji ale-

e tatdZ znaménka, pravé kdyz VA, N € A; AN > 0,

e rizna znaménka, pravé kdyz I\, A € A; AN < 0.
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spon tii nekolinearni body a nejsou tedy primkou ani jednobodovou mnoZzinou.
S ohledem na vétu 5.2.3 to znamend, Ze plati:*

e R=r=3aVvVA\ XN € A; AN >0, prdvé kdyZ K je jednobodova mnozina,

e R=r=2aVvV\ XN € A; AN >0, prdvé kdy? K je primka.

Piiklad obecnych rovnic 2 + 1 = 0 a 22 + y? + 22 + 1 = 0 urcujicich tutéZ kvadriku
(jakou?), pficemz v prvnim piipad€ je R = 2,7 = 1, ve druhém pak R = 4,r = 3 ukazuje,
Ze vétu 5.2.3 nelze obecné obritit.

Opét tedy zlstava otevienou otazkou, zda danad kvadrika miize nalezet k vice neZ jedné
z uvedenych mnoZin kvadrik, neboli mit vice nazvi (byt napiiklad soucasné elipsoidem a
kuZelovou plochou apod.).

Tak jako u kuZelosecCek je patrno, Ze pokud v dané bazi jsou vSechny matice urcité
kvadriky imérné, je feSeni obou problému nasnadé. Proto se opét budeme zabyvat tzv. otdzkou
jednoznacnosti.

5.3 Véta o jednoznacnosti pro kvadriky

Véta 5.3.1 (o jednoznacnosti) Urcuji-li matice ¥, Fo nad tou? bdzi tuté? kvadriku, kterd
obsahuje alespori dva body a nenit primkou, pak existuje ¢ # 0 tak, Ze

FQ = CFl.

To znamend, Ze dvé matice (obecné rovnice) urcuji v dané bazi tutéz kvadriku, ktera ob-
sahuje alesponl dva body a neni pfimkou, pravé kdyz jsou umérné. Je patrno, Ze pro prazdnou
¢i jednobodovou kvadriku nebo piimku véta o jednoznacnosti neplati (proc?).

Z véty 5.1.5 snadno plyne (stejné jako pro kuzelosecky):

Véta 5.3.2 Jsou-li vSechny matice téZe kvadriky nad jistou bdzi (po dvou) iimérné, jsou

imérné i vSechny jeji matice nad libovolnou bazi.

Proved me nyni diikaz tvrzeni o jednoznacnosti:
Diikaz: Vzhledem k vété 5.3.2 je staci dokdzat jen v jisté bazi.

Bud' K kvadrika splitujici pfedpoklady véty.

22Pokud by napt. K byla jednobodova mnoZina, pfi¢emz by R # 3 nebo r # 3 nebo I\, N € A; AN < 0,
pak by dle véty 5.2.3 a pfedchozi tivahy nemohla byt jednobodovou mnoZinou.
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I. Nechi K je dvojici rovin «, 3 (v&. splyvajicich).
Zvolme bdzi B tak, aby « byla rovinou z = 0. Nechf K je v B ddna rovnici

F(x,y,z)=0. (5.38)
ProtoZe bod o soufadnicich [z, y, 0] ndlezi KC pro libovolné z,y € R, musi platit:
Va,y € R: fua® + 2 fioxy + fooy + 2f1az + 2f2ay + faa = 0.
Snadno ukdZeme,> Ze toto nastane pravé tehdy, kdyz
Jin=fi2 = fa2 = fua = faa = faa = 0.
Obecnou rovnici (5.38) plochy K 1ze tedy zapsat:
2+ (2f13x + 2f23y + fa32 + 2f31) = 0.

Protoze vSak IC = o U 3, plyne odtud bezprostiedné, Ze

2f137 + 2fo3y + fa3z +2f34 =0

je obecnou rovnici roviny [, ktera je, jak zndmo, urena jednoznacné az na nenulovy
ndsobek, a tedy kvadrika K urcuje jednoznacné (aZ na nenulovy ndsobek) koeficienty

fi3, fo3, f33 @ fua, atudiZ i polynom F(z,y, 2).

II. Necht K je elipsoid, hyperboloid, paraboloid, kuzelov4 ¢i valcova plocha.
Zvolme nyni bazi B tak, aby polynom Fj(z,y, z) byl v kanonickém tvaru. Pak (viz
rozbor obecné rovnice v podkapitole 5.2.1) Ize F} (aZ na nenulovy nédsobek) vzdy psat:

Fi(z,y,z) ="+ fi(y, 2), (5.39)

kde f; je polynom 2. stupné (zahrnuje dalsi ¢leny). (Pouze v piipadé III.1. musime
zménit oznadeni os — tj. Fi(z,vy, 2) = 2% + 2py).
Polynom Fj(z,y, z) pfedpokladejme v obecném tvaru

Fy(z,y,2) = fux2 + 2fuax + 2 frozy + 2 f1372 + fao(y, 2). (5.40)

UvaZzujme nyni rovinu p : x = 0 a zkoumejme prinik®* I N p. Hleddme tedy body
X = [0, y, z] vyhovujici obecné rovnici K ve tvaru (5.39) i (5.40).
Tento priinik je kuzelosecka v roviné os 3z, dana obecnou rovnici

fily,2) =0 ataké fo(y,z) =0.

23 Napt. z toho, Ze bod [0, y, 0] néleZi K pro libovolné y € R plyne for = foq = faq = 0.
24]de o tzv. fez kvadriky rovinou, coZ budeme obecné zkoumat v podkapitole 5.6.
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Provedeme-li takovéto fezy vSech kvadrik spliujicich piedpoklady véty,” zjistime, Ze
tato kuzeloseCka v pripadé libovolné z nich obsahuje vice neZ jeden bod. Proto dle
véty 4.3.2 o jednoznacnosti pro kuZelosecky musi platit:

f2<y,2) = C()fl(y7z)7 Co 7é 0. (541)

Nyni proved me fez kvadriky rovinou ¢ : y = 0 (tj. hleddme body X = [z,0, 2]
vyhovujici obecné rovnici K):
Uzitim (5.39) a (5.40) je tato mnoZina ekvivalentné vyjadrena:

22+ £1(0,2) =0 & fria® + 2f1ar + 2fi322 + o f1(0,2) = 0,

coz predstavuje kuZeloseCku v roving€ xz, o které se opét lze presvédCit, Ze obsahuje
vice nez jeden bod, a proto obé tato vyjadieni musi byt dmérna.
Konstantou umérnosti je f11, a tedy plati:

fuz® + fuifi(0,2) = fuia® + 2fraz + 2 fi3z2 4 co f1(0, 2),
coZ po porovndni dava
co = fiu1, fuu= fiz3=0. (5.42)

ODbé obecné rovnice (5.39) a (5.40) vyjadiuji stejnou mnozinu bodi a tedy (uzijme (5.41)
a (5.42)):

2+ fily,2) = 0 & fuz® + 2fixy + fufiy, 2) = 0.
Pro libovolny X € K proto musi platit fiszy = 0. Lze se vSak presvédcit, ze kazda z
uvazovanych ploch obsahuje alespoti jeden bod X = [z,y,2], kde x # 0 ay # 0,%°
tudiZ fi5 = 0. Obdrzeli jsme tedy:

Fl(x7y7 Z) = xQ + fl(yv Z) A FZ(xvyVZ) = flle + f11f1(y72)7
¢ili 5 = cFy.
O

Véta o jednoznacnosti ma pro studium kvadrik zadsadni vyznam. Pomoci ni totiz dokdZzeme
existenci veli¢in, které predstavuji vyznamné geometrické vlastnosti kvadrik.
Bezprostiednim disledkem véty 5.3.1 je:

Véta 5.3.3 KaZdd kvadrika spliiujici piedpoklady véty 5.3.1 o jednoznacnosti uréuje aZ na
nenulovy ndsobek jedinou poldrni bilinedrni (a tedy i kvadratickou) formu.

ZZ

. « 2 2 2 . ., v . « v “ 2 P
BJe-li napt. Fy(z,y,2) = & + % — %3, je pifslusnd kuZelosetka uréena polynomem fi(y, 2) = % — %,
coZ je dvojice riznobéZek v roviné yz. Provedte i pro ostatni moZné tvary polynomu Fy(z,y, z).
2 2 . L, “
2Pro Fy(z,y,2) = £- — %= — 2z je onim bodem napf. 1, \/g, 0].
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Pomoci této véty jiz snadno ukdZeme invarianci signatury kvadriky:

Véta 5.3.4 Signatura neprdzdné kvadriky je touto kvadrikou urcena jednoznacné.

Diikaz: V ptipadé, kdy K obsahuje alespon dva body a neni pfimkou, jde o pfimy disledek
véty 5.3.3. V ostatnich piipadech jde o disledek poznamky 5.2.4 (bod ma signaturu {3, 0},
pifmka {2,0}). -
O dalsich vyznamnych invariantech kvadrik hovoii nésledujici véta:
Véta 5.3.5 Bud K neprdzdnd kvadrika, F jeji libovolnd matice v libovolné bdzi. Pak

e znaménko A,

e nulovost ¢ nenulovost 6,

o R (velkd hodnost),

o 1 (mald hodnost)”’

Jsou jednoznacné urceny kvadrikou IC (jde o geometrické vilastnosti).

Diikaz:

(a) spliuje-li K predpoklady véty 5.3.1 o jednoznacnosti, dokaze se véta 5.3.5 analogicky
jako véta 4.3.4 (uzitim véty 5.1.8)

(b) je-li IC pfimka ¢i jednobodova mnoZina — viz poznamka 5.2.4.

Z praveé dokazané veéty plyne korektnost nasledujici definice.

Definice 5.3.6 Bud X # ) kvadrika, F jeji libovolnd matice v nékteré bazi. Rekneme, e
IC je reguldrni, jestlize A # 0. V opacném pripade fekneme, ze K je singuldrni.

O singularni kvadrice fekneme, Ze je nerozpadld, je-li R = 3, v opacném piipadé fekneme,
ze K je rozpadld.”®

Rekneme, Ze K je stiedovd, jestlize § # 0, v opaéném piipads fekneme, Ze K je nestiedova.

7 %7

?Tudiz vzhledem k invarianci signatury je geometrickou vlastnosti i to, zda nenulova vlastni &isla jeji malé
matice (v libovolné bazi) jsou téhoZ znaménka Ci riizného znaménka.
28Plvod pojmi (ne)rozpadld plyne ziejmé z véty 5.2.3.
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Nyni jiZz pro neprazdné kvadriky snadno plyne, Ze ve vété 5.2.3 lze implikace nahradit

ekvivalencemi.

Véta 5.3.7 Bud' K kvadrika, B libovolnd bdze a F nékterd matice kvadriky K v této bdzi,

R,7, A necht jsou o Fadé velkd hodnost, mald hodnost a velky diskriminant. Oznaéme A

mnoZinu nenulovych vilastnich cisel matice ¥. Pak plati:

e R=4Nr=3 N VANEMMNWN>0NA<0 & Kjeelipsoid,

e R=4Ar=3 N IANNeEMIMN<OANA>0 <& K jejednodilny hyperboloid,

e R=4ANr=3 A IANNeEMIMN<ONA<O & K jedvojdilny hyperboloid,

e R=4Ar=2 AN A<O & K je elipticky paraboloid,

eR=4ANr=2 N A>0 & K je hyperbolicky paraboloid,

e R=3Ar=3 A IANNeEAIN <O < K je kuZelovd plocha,

e R=3Ar=3 AN YANeEAIMN>0 & K je jednobodovd mnoZina,

e R=3Ar=2 AN VYANeEAIN >0 & K je eliptickd vdlcovd plocha,

e R=3Ar=2 AN AIANNeEANIMNO < K je hyperbolickd vdlcovd
plocha,

e R=3Ar=1 & K je parabolickd vdlcovd
plocha,

e R=2Ar=2 A IANNeAIN <O & K je dvojice riiznobéZnych
rovin,

eR=2A7r=2 AN YANEANIN>0 & K je primka

e R=2Ar=1 & K je dvojice rovnobéznych
rovin,

eR=1Ar=1 < K je rovina.

Diikaz: Tmplikace,<* se dokazi (uzitim vét 5.3.4 a 5.3.5) analogicky jako ve vété 4.3.8 v
piipadé kuZelosecek. O

Poznamka 5.3.8 Véta 5.3.7 nam (podobné jako analogicka véta pro kuzelosecky) umozni
zodpovédét otazky poloZené v zavéru podkapitoly 5.2. JelikoZ nemohou existovat matice
téZe neprazdné kvadriky liSici se byt jen v jediném ze znakd na levé strané ekvivalenci ve
vété 5.3.7, nemuize byt taz kvadrika napt. soucasné elipsoidem a kuZelovou plochou, pfimkou
a nékterym hyperboloidem a podobné.

Dostavame tak iiplné tridéni mnoZiny neprdzdnych kvadrik na vzajemné disjunktni pod-
mnoZziny, tj. rozklad této mnoZziny. Ekvivalenci, které tento rozklad nalezi, dostaneme v pod-
kapitole 5.4.
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5.3 Véta o jednoznacnosti pro kvadriky

Ukazme jesté, Ze i hodnoty poloos elipsoidu, hyperboloidii, parametri paraboloidi a
poméry poloos kuZelové plochy?’ jsou geometrickymi vlastnostmi pifslugnych ploch.

Bud'te B, B’ libovolné ortonormalni baze a nechi F, resp. G , je n&kterd matice uréujici
KC v bazi B, resp. B'.
Kvadrika KC je v bazi B’ urena téZ matici F’ vzniklou z F provedenim piislu$né transformace
soufadnic. Podle véty 5.3.1 o jednoznacnosti (plati pro zkoumané plochy) pak F' = ¢G,
c#0.

Oznaéme AF a §F velky a maly diskriminant matice F, AF, \F \F vlastn{ ¢isla matice
F,, analogicky pro matice F’ a G.
Zcela analogicky, jako pro kuzelosecky, dospéjeme k nasledujicim rovnostem:

oF =36, AF =A% a N =c)\¢ 1<i<s (5.43)

Bud' K napi. néktery z paraboloidd. Dle vztahu (5.27) vypoctéme hodnoty parametrt uZitim
jak matice F, tak i matice G. S prihlédnutim k relacim (5.43) obdrzime:

oA [ aas  [as
(AT)3A5 (eAF)*(eAF) (AF)3NG ’

¢ili hodnota parametru p paraboloidu nezavisi na vybéru matice kvadriky. Snadno se piesveéd-

¢ime, Ze je tomu tak i pro ostatni zkoumané hodnoty.
Plati tedy nésledujici véta:

Véta 5.3.9 Velikosti poloos elipsoidu, hyperboloidu, parametrii paraboloidit a poméry
poloos kuZelové plochy jsou geometrickymi vlastnostmi prislusnych ploch.

Geometricky vyznam téchto pojmil vyplyne ze studia tzv. hlavnich Fezii kvadrik v pod-
kapitole 5.6.%°

Na zavér tohoto odstavce uved me praktické pouZiti teorie:
Priklad 5.3.10 Ve zvolené kartézské soustavé soufadné je obecnou rovnici
2 .2, 2 _
4y + 2 4+2r24+4+1=0

dana kvadrika /C.
Vysettete tuto kvadriku.

PTj. pomérya:b, b:c a a:c

30veta 5.3.9 plati i pro poloosy eliptické a hyperbolické plochy vilcové a parametr parabolické plochy
vélcové.

Pro odvozeni této skute¢nosti viak zde ddme prednost pravé uZiti hlavnich fezi, nebot v podkapitole 5.2 jsme
formule pro tyto hodnoty neodvozovali.
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KAPITOLA 5. Teorie kvadrik

Reseni:
Sestavme velkou, resp. malou, matici (vychozi bazi oznaéme B):

1012
0100 Lol
F = F, =
1010 °° 010
101
2001

Odtud spocteme, ze R = 4,7 = 2, A < 0. Dle véty 5.3.7 se jedna o elipticky paraboloid (jak
se ostatn¢ presvédcime z tvaru kanonické rovnice).

Zajimat se budeme predevsim o jeho vrchol, velikosti parametrd, osu.

Nejprve najdeme vlastni Cisla matice Fy (rovnice (5.8))

1-X 0 1
O=det(Fo—AE)=det| 0 1-X 0 |=Xx1-MN\X-2),
10 1-2\

odtud \; = 2, Ay = 1, A3 = 0 (viz dohoda o ocislovani vlastnich Cisel).
Prislusné hlavni sméry jsou generoviny vektory, jejichZ soufadnice jsou feSenim homogenni
soustavy o matici (5.10) tj.
1—X 0 1
0 1-X 0
1 0 1—-2AX
Muzeme tudiz zkonstruovat kartézskou bazi B = (P, a;, ag, ag) hlavnich smért — polozime-

li (proved te pifslusny vypocet):

ar = (.0.2) Aay=(0,1,00s Aag = (42,0, —F)

R .
2 2 B

Transformacni rovnice pro prechod od B k B’ znéji:

— ﬁx/ + ﬁzl
2 2
. /
Yy = Yy
z = Y2y — ¥2y

2 2

Nyni nalezneme polynom F”(z’, /', 2’) (resp. matici F') uréujici K v bézi B’ a to bud pfimym
dosazenim za x,y, z do polynomu F(x,y, z, ), nebo vypoctem dle véty 5.1.5 (jak vypada
matice T?).

Ziskame tak obecnou rovnici K v bazi B':

202 + 42 +2v22' +2v22 +1=0.

Upravou na uplné Ctverce dosahneme tvaru

2 /
22" + \/7_)2 +y?+2v27 =0.
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5.4 Afinni klasifikace kvadrik

Polozme V = [—‘/75, 0, 0] a zkonstruujme bazi B” = (V, a;, ay, a3), coZ je kanonickd baze
B/

této kvadriky. Obecnd rovnice v bazi B” (kanonicka rovnice’') zni
//2 //2

$—+y—+2z”:0.

VNG

2

Dle transformacnich rovnic B k B’ spocteme, Ze

V= [—l,(), _1}8’

2

Z kanonické rovnice plynou hodnoty parametrti p = \/75, ¢ = \/2, osou paraboloidu je pfimka

o={V,as} = {[-3,0,—3] 5: (1,0,-1)5}.
Transformacni rovnice pro prechod od B’ k B” maji tvar:

/ 2 \/75
r_ o

y =y

o a——ii

(Sestavte transformaéni rovnice pro piechod od B k B”.)
O tom, zZe bod V' je skutecné vrcholem paraboloidu, se pfesvéd¢ime na zavér podkapitoly 5.6.

5.4 Afinni klasifikace kvadrik

Zékladni otdzkou tohoto odstavce bude — stejné jako u kuzelosecek — najit nutné a postacujici
podminky pro to, aby ke dvojici kvadrik existovala afinita zobrazujici jednu z nich na druhou.
Proto budeme v této podkapitole kvadrikou vZzdy rozumét kvadriku neprdzdnou.

Nésledujici vétu bychom dokézali naprosto analogicky jako vétu 4.4.1 pro kuzelosecky.

Véta 5.4.1 Bud K kvadrika urdend v bdzi B matici F. Necht | je afinita uréend v bdzi B

matici A. Pak mnoZina f(KC) je kvadrika, kterd je v bdzi B urcena matici

F=A'FA™ D

Uvazujme v dané (kartézské) bazi kvadriku o rovnici 22 + y? + 22 = 1 (kulov4 plocha).
Zadejme afinitu rovnicemi 2’ = ax,y’ = by,z’ = cz (a,b,c jsou nenulova redlnd Cisla).
Snadno se presvédcite, Ze obrazem dané kvadriky je kvadrika o rovnici z—z + ?;—2 + i—; =1
(elipsoid).

Definujme (stejné jako u kuZelosecek) bindrni relaci na mnoZiné vSech kvadrik:

31Tvaru kanonické rovnice dle definice 5.2.2 bychom dosahli zmé&nou orientace soufadné osy 2" (tj. ziménou
vektoru a3 za —ag).
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Definice 5.4.2 Kvadrika Ky se nazyva afinné ekvivalentni s kvadrikou /C,, jestlize existuje
afinita f takova, ze Ko = f(Ky).

Véta 5.4.3 Relace ,,byt afinné ekvivalentni* je relace ekvivalence na mnoZiné vsech kvadrik

prostoru Es (neprdzdnych).

Diikaz je analogicky dikazu véty 4.4.3.

Rovnéz nasledujici vétu bychom dokézali analogicky jako pro kuZelosecky (véta 4.4.4).
Véta 5.4.4 Pro libovolné kvadriky K1, Ko plati:

1. Jsou-li K1, Ko afinné ekvivalentni, pak ke kazdé badzi B existuje bdze B' tak, Ze kaZdd
matice kvadriky IC1 v bdzi B je rovnéZ matici kvadriky Ko v bdzi BB'.

2. JestliZe existuji bdaze B, B' a matice, kterd je matici kvadriky K1 v bdzi B a souc¢asné
matici kvadriky ICo v bdzi B', pak jsou kvadriky K1, Ko afinné ekvivalentni.

PovSimnéte si rtiznosti pouzitych kvantifikatora v ¢astech 1. a 2.

Dusledek 5.4.5 Dvé kvadriky Ky, ICy jsou afinné ekvivalentni pravé tehdy, kdy? existuji
bdze B, B' a matice, kterd je matici kvadriky K1 v bdzi B a soucasné matici kvadriky Ko
vbdzi B'.

Proved me nyni rozklad mnoZiny neprazdnych kvadrik dle relace ,byt afinné ekviva-
lentni*.

Véta 5.4.6 Tridami rozkladu mnoZiny vSech neprdzdnych kvadrik dle relace ,,byt afinné
ekvivalentni* jsou ndsledujici mnoZiny:

e mnoZzina elipsoidii

e mnoZzina jednodilnych hyperboloidii
e mnoZina dvojdilnych hyperboloidu
e mnoZzina eliptickych paraboloidii

e mnoZina hyperbolickych paraboloidii
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5.4 Afinni klasifikace kvadrik

e mnoZina kuZelovych ploch

e mnoZina jednobodovych mnoZin

e mnoZina eliptickych vdlcovych ploch
e hyperbolickych vdlcovych ploch

e parabolickych vdlcovych ploch

YV o s

e mnoZina dvojic riiznobéznych rovin
e mnoZina primek
e mnoZina dvojic rovnobéznych rovin

e mnozina rovin

Diitkaz: Vime jiz, ze uvazované mnoziny pokryvaji mnoZinu neprazdnych kvadrik. Musime
jesté dokazat, ze dvé kvadriky nélezi k téze mnoziné, pravé kdyz jsou afinné ekvivalentni.

(a) Jsou-li Ky, ICy dvé afinné ekvivalentni kvadriky, pak uZitim véty 5.4.4 a véty 5.3.7
vyplyne, Ze obé nalezi k téZe z uvazovanych mnozin (srv. dikaz véty 4.4.6).

(b) Necht K1, ICy jsou dvé kvadriky néleZejici téZe mnoZiné. Postupujme analogicky jako
v diikazu piislusné véty pro kuzelosecky. Jsou-li napiiklad Ky, Ko libovolné eliptické
paraboloidy, pak existuje baze B (kanonickd), v nizZ je Ky ddna obecnou rovnici

22 . s B N . . wer _
f)—l—l—Z—l = 2z. Uvazujme nyni bazi B tak, Ze transformac¢ni rovnice znéjix = /p1 T, y =
V417, z = Z. Pak je kvadrika KC; urena v bdzi B rovnici 72 + 7% = 2Z.

Podobné ukaZeme, 7e od kanonické bize B’ kvadriky K, lze piejit k bazi B’ v niz
je K uréena obecnou rovnici 77 + y° = 277. Odtud jiz dle véty 5.4.4 plyne afinni
ekvivalence obou kvadrik.

Stejné 1ze dikaz provést i pro ostatni uvazované mnoziny.
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Dusledek 5.4.7 Ke kazdému elipsoidu existuje bdze, vzhledem k niZ je ddn obecnou rovnici
2 +yP+ 22 —-1=0.

Ke kaZdému jednodilnému hyperboloidu existuje bdze, vzhledem k ni7 je ddn obecnou
rovnici 2> +y? — 22 — 1 = 0.

Ke kazdému dvojdilnému hyperboloidu existuje bdze, vzhledem k niZ je ddn obecnou rovnict
22 —yP+ 22 -1=0.

Ke kazZdému eliptickému paraboloidu existuje bdze, vzhledem k niZ je ddn obecnou rovnici
2+ —2=0.

Ke kazdému hyperbolickému paraboloidu existuje bdze, vzhledem k ni7 je ddn obecnou
rovnici v* — y*> — 2 = 0.

Ke kazdé kuZelové plose existuje bdze, vzhledem k ni7 je ddna obecnou rovnict

2+ —22=0.

Ke kaZdé eliptické vdlcové ploSe existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnici
2 +y?—1=0.

Ke kaZdé parabolické vdlcové plose existuje bdze, vzhledem k ni7 je ddna obecnou rovnici
y? —x=0.

Ke kazdé dvojici riznobéznych rovin existuje bdze, vzhledem k niz je dana obecnou rovnici
2?2 — % = 0.

Ke kazdé piimce existuje bdze, vzhledem k niz je ddana obecnou rovnici x* + y* = 0.

Ke kazdé dvojici rovnobéZnych rovin existuje bdze, vzhledem k niZ je ddna obecnou rovnici
¥y =4q, ¢>0.

Ke kaZdé roviné existuje bdze, vzhledem k niz je ddna obecnou rovnict y* = 0.

Tyto bdze ovSem obecné nejsou kartézské.

Je patrno — stejné jako u kuZelosecCek — Ze relace afinni ekvivalence ,ztotoZnuje* vSechny
kvadriky dané mnoZiny bez ohledu na jejich metrické parametry (tj. poloosy u elipsoidu a hy-
perboloidu, parametry u paraboloidii, poméry poloos kuzelové plochy, odchylka riiznobéznych
rovin atd.), protoZe tyto se zobrazenim v afinit€¢ nezachovavaji. Studujeme-li kvadriky v
afinnim prostoru, nemiZzeme rozlisit napt. dvojici elipsoidii, dvojic riiznobé&znych rovin apod.*

Poznamka 5.4.8 Priislusnost dané kvadriky k urcité tiidé je tedy invariantem grupy afinit
prostoru.

Primym duasledkem véty 5.4.6 a véty 5.3.7 je nasledujici kriterium afinni ekvivalence
neprazdnych kvadrik (uvédomme si, Ze signatura kvadratické formy soucasné urcuje malou
hodnost):

32V piipadé Az nad R definujeme kvadriky podobné, jako jsme to uéinili pro prostor £, aviak bez jejich
metrickych parametrt (poloosy, parametry), tj. analogicky, jak jsme poznamenali k definicim kuZelosecek v .42
nad R — napt. jednodilnym hyperboloidem rozumime kazdou kvadriku, k niZ existuje baze, v niZ ma obecnou
rovnici 2% +y? — 22 — 1 = 0.
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5.5 SdruZenost sméra vzhledem ke kvadrice

Véta 5.4.9 Bud'te K1, Ky dvé kvadriky. Pak K1, Ko jsou afinné ekvivalentni pravé tehdy,

Jjsou-li splnény ndsledujict podminky:
]. R1 - RQ,
2. sgn/A; = sgnA,,

3. kvadriky K1, Ko maji touz signaturu.

5.5 SdruzZenost sméru vzhledem ke kvadrice

Nebude-li feceno jinak, budeme se v celém tomto odstavci zabyvat pouze kvadrikami, které
obsahuji vice neZ jeden bod a nejsou primkou.

Pojem sdruZené sméry zavedeme analogicky jako v pfipadé kuzelosecek — opét vyuZijeme
jiz zavedeného pojmu sdruzenosti smérti vzhledem ke kvadratické formé (definice 3.3.7).
Je zfejmé, Ze pojem zavedeny ndsledujici definici je geometrickou vlastnosti kvadriky a
danych smért (srv. poznamka 5.1.7).

Definice 5.5.1 Bud K kvadrika. Dva sméry z V se nazyvaji sdruzené vzhledem ke kvadrice
IC, jsou-li sdruzené vzhledem ke vSem kvadratickym formam kvadriky /C.

Nasledujici véta je pfimym diisledkem véty 5.3.1 o jednoznacnosti** a definice 5.1.6
polédrni bilinedrni formy kvadriky.

Véta 5.5.2 Bud K kvadrika, ®,V jeji libovolné poldrni bilinedrni formy. Pak existuje
c € R\ {0} tak, Ze plati
U = cd.

Véta 5.5.3 Bud K kvadrika. Jsou-li dva sméry 7 'V sdruZené vzhledem k nékteré kvadrat-
ické formé kvadriky IC, pak jsou sdruZené vzhledem ke kvadrice K.

Diikaz: Jde o bezprostiedni disledek definice 5.5.1 a véty 5.5.2 (srv. véta 4.6.3). U

3Proto zde studujeme jen plochy splitujici jeji pfedpoklady.

293



KAPITOLA 5. Teorie kvadrik

Dusledek 5.5.4 Bud K kvadrika, F jeji libovolnd matice v nékteré bdzi B, pak sméry

vektorii u = (uy, us, u3)p, a v = (vi, va, vs)g, jsou vzhledem ke KC sdruzené, pravé kdy?
(u17U27U3)F0(U1,7)2,U3)T - 07 (544)

neboli
fuuivr + frauiva + fraugvr + foaugva+

(5.45)
+ fasuavs + fozusva + fagugvs + fisuivs + fisusu; = 0.

Poznamenejme, Ze pro kvadriky, které nespliiuji predpoklady véty 5.3.1 o jednoznacnosti,
by véta 5.5.3 neplatila.
Napf. polynomy Fi(z,y,2) = 2% + 4% i Fy(x,y,2) = 2> + xy + y* je ddna tdZ kvadrika
(osa z), pficemz vzhledem ke kvadratické formé uréené matici F5 jsou napt sméry [(1, 0, 0)]
a [(—1,2,0]) sdruzené, zatimco vzhledem k formé urcené F; nikoli (provéite). Proto jsme
pojem sdruZenosti smért pro tyto kvadriky nezavedli. Jak ov§em ukazeme v zavéru, lze pro
pfimku korektné uvazovat smér singularni a asymptoticky.

Definice 5.5.5 Bud K kvadrika. Smér z V se nazyva
L.1. singuldrni smér kvadriky IC, je-li vzhledem ke K sdruzen se vS§emi sméry z V,
1.2. reguldrni smér kvadriky K, neni-li jejim singularnim smérem,
IL.1. asymptoticky smér kvadriky IC, je-li vzhledem ke K sdruzen sdm se sebou,
I1.2. neasymptoticky**smér kvadriky K, neni-li jejim asymptotickym smérem,

III. hlavni smér kvadriky K, je-li vzhledem ke K sdruZen s kazdym smérem prostoru V
na néj kolmym.

Poznamka 5.5.6 Z predeslé definice, véty 5.5.3 a z definic piislusnych pro kvadratické formy
(kapitola 3) plyne pro kvadriky:

e dany smér z V je singuldrnim (reguldrnim) smérem kvadriky C, pravé kdyz je sin-
guldrnim (regularnim) smérem nékteré jeji kvadratické formy (a tedy vSech jejich forem),

e dany smér z V je hlavnim smérem kvadriky /C, pravé kdyz je hlavnhim smérem nékteré
jeji kvadratické formy (a tedy vSech jejich forem).

Ptimo z definice 5.5.5 plyne:

34Uziva se téZ ndzvu obycejny smér.
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Véta 5.5.7 KaZdy singuldrni smér je zdroveri asymptotickym smérem dané kvadriky.

Poznamka 5.5.8 Piirozboru obecné rovnice kvadriky (viz podkapitola 5.2.1) jsme vySetfovali
hlavni sméry jedné z kvadratickych forem dané kvadriky. Tyto jsou vSak spolecné pro vSechny
kvadratické formy této kvadriky * (viz pozndmka 5.5.6). Je tedy patrno, Ze ndsobnost vlastnich
¢isel malé matice kvadriky je geometrickou vlastnosti kvadriky — urcuje strukturu mnoZiny
hlavnich smérti dané plochy.

Hlavni sméry kvadriky tedy urcuji sméry vektorii kanonické bdze.

Nasobnost vlastnich &isel je rovnéZz ekvivalentni rovnosti poloos (resp. parametrti) kvadrik.°

Pro tplnost popisme v nésledujici vété strukturu mnoziny hlavnich smért kvadriky v zavi-
slosti na ndsobnosti vlastnich &isel (jak plyne ze zminéného rozboru v podkapitole 5.2.1).

Véta 5.5.9 Bud K kvadrika, ¥ nékterd jeji mald matice v libovolné ortonormdlni bdzi.
Pak plati:

1. VSechny koteny charakteristické rovnice matice ¥ jsou jednoduché, prdavé kdy? ex-

istuje jedind, a to ortogondlni, trojice hlavnich smérii plochy K.

2. Charakteristickd rovnice matice ¥y md jeden jednoduchy a jeden dvojndsobny koren,
pravé kdy? je mnoZina hlavnich smérii plochy tvorena jistym smérem [u] C V a
sméry na néj kolmymi.

Pritom [u] je hlavni smér odpovidajici jednoduchému koFenu a hlavni sméry odpovidajici

dvojndsobnému korenu charakteristické rovnice vypliiuji [u]*.

3. Charakteristickd rovnice matice ¥y md jediny (a tedy trojndsobny) koren, prdavé kdyz

hlavnim smérem plochy K je libovolny smér ve V.

VySetfeme nyni existenci singularnich sméru jednotlivych kvadrik.
Bud K kvadrika, F jeji libovolnd matice v nékteré bazi .
V souladu s pozndmkou 5.5.6 uréuje vektor v = (vy, vg, v3)5, singuldarni smér /C, pravé kdyz

(v1, va, v3) FeSi soustavu (3.23) pron = 3:

U1 0
Folw|[=|0], (5.46)
(%] 0

33Uvazujeme pouze kvadriky splitujici predpoklady véty o jednoznac¢nosti.
Ukazte, Ze napf. pro dvé rizné kvadratické formy téZe pfimky (uvedené pred definici 5.5.5) bychom obdrzeli
rizné mnoziny hlavnich smérg.

3Tedy i to, zda je dana kvadrika rotacni, je jeji geometrickou vlastnosti. Z jiné strany na tento problém

pohlédneme pfi studiu hlavnich fezd kvadrik.
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coz pfedstavuje soustavu homogennich linedrnich rovnic o matici F a nezndmych vy, v9, v3

(rozepiste si ji!).

Tato soustava ma netrividlni feseni, pravé kdyz 0 = det Fy = 4, tedy v pripad¢€, kdy mala

hodnost < 3. Singularni sméry leZi v podprostoru dimenze 3 — r (srv. véta 3.3.11) a kazdy

z nich je hlavnim smérem plochy K pfislusnym A = 07 (viz disledek 3.4.5).

RozlisSme nyni jednotlivé piipady dle malé hodnosti r.

(a)

(b)

(©)

r = 1. Pak je K parabolickd valcova plocha, nebo dvojice rovnobéznych rovin, ¢i rov-
ina jedind.

Singularni sméry vypliuji dvojrozmérny podprostor, ktery je totoZny s podprostorem
ur¢enym hlavnimi sméry pfisluSnymi A = 0 — v kanonické soustavé soufadné (pod-
kapitola 5.2.1) jde o zaméfeni roviny y = 0 (coZ v pfipadé dvojice rovnobéznych rovin
nebo roviny jediné je jejich zaméteni).

r = 2. Jde o pfipad paraboloidi, eliptickych a hyperbolickych valcovych ploch a dvojic
riznobéznych rovin.

Singuldrni smér smér je zde jediny, totoZny s hlavnim smérem piisluSnym A = 0 —
tedy v kanonické soustavé soufadné se jednd o smér osy z — tedy osy uvedené plochy?®
(v ptipadé dvojice riiznobéznych rovin jde o smér jejich prusecnice).

PovSimnéme si pripadu, kdy je K pifimkou (nespliiuje tedy predpoklady véty o jed-
noznacnosti). UkdZeme, Ze i pro ni lze pojem singularniho sméru uvazovat. VySetfime
totiz singularni sméry jeji libovolné kvadratické formy.

Zvolme soustavu soufadnou tak, aby K byla osou z. Libovolnd obecnd rovnice piimky
IC v této soustavé bude tvaru

f112° + 2f102y + fo2y® + 2f1ax + 2 f20y = 0, (5.47)

nebof pocitek leZi na K (tedy f44 = 0) a kvadrika K s kazdym bodem X = [z,y, 2]
musi obsahovat i bod X = [z,y, /| pro libovolné 2’ € R (proto fi3 = fa3 = f33 =
f34 = 0). Matice soustavy (5.46) tudizZ zni

Ji1 f12 0

Ji2 f22 0
0 00

Jejim feSenim je jisté smér [(0, 0, 1)], tj. smér uvazované piimky. ProtoZze hodnost r =
2, neexistuje dal$i netrividlni feSenti.

Ukézali jsme, Ze v§echny kvadratické formy kvadriky K maji tyZ singuldrni smér, ktery
1ze tedy povaZovat za singuldrni smér této kvadriky (srv. definice 5.5.1 a definice 5.5.5).

r =3 (0 # 0). V tomto pripadé singularni sméry neexistuji.

37\ znadi, jako obvykle, vlastni &islo matice Fy.
38Ve smyslu definice 5.2.2.
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5.5 SdruZenost sméra vzhledem ke kvadrice

Shriime tyto poznatky do nésledujici véty, v niz pro tplnost rovnéZz pripomeinme disle-
dek 3.4.5.

Véta 5.5.10 Elipsoid, jednodilny i dvojdilny hyperboloid a kuZelovd plocha nemaji Zddny
singuldrni smér.

Elipticky i hyperbolicky paraboloid, eliptickd a hyperbolickd vdlcovd plocha a dvojice
riiznobéZnych rovin maji jediny singuldrni smér.>

Singuldrni sméry parabolické vdlcové plochy, dvojice rovnobéZnych rovin (v¢. splyvaji-
cich) vypliiuji dvojrozmérny podprostor.*

Kazdy singuldrni smér kvadriky je jejim hlavnim smérem prislusnym viastnimu ¢islu A = 0
a naopak.

Primka md jediny singuldrni smér (totoZny s jejim smérem).

Nasledujici veéta se dokdze naprosto analogicky jako v piipadé kuZeloseCek s vyuZi-
tim (5.46), (5.45).

Véta 5.5.11 Bud K kvadrika. Pak plati, Ze sméry sdruzené s libovolnym jejim reguldrnim
smérem vyplni dvojrozmérny podprostor.

(Srovnejte s vétou 4.6.12!)

Pfistupme ke studiu existence asymptotickych sméru jednotlivych kvadrik.
Necht K je kvadrika a F jeji nékterd matice v libovolné béazi 5.
Vektor u = (uy, us, us)g, uruje asymptoticky smér, pravé kdyz (viz definice 5.5.5)

0= ®(u,u) = P3(u), (5.48)
coz lze pomoci soufadnic psat (viz 5.1.6)
o(uy, ug,ug) =0 (5.49)
¢ili
friul + 2f10urug + fogus + 2 fizurus + 2 fazugus + fazuz =0 (5.50)

(plyne ovSem tézZ z (5.45)).

Predpokladejme, Ze jsme zvolili kanonickou soustavu soufadnou, a tedy kvadriky maji
obecné rovnice dle podkapitoly 5.2.1, ¢imz docilime zjednoduseni analytického vyjadieni
kvadratické formy.

(a) Elipsoid. Rovnice pro soufadnice vektoru u asymptotického sméru zni:

39Ud4va smér osy z v kanonické soustavé souiadné.
#0Jde o zaméfeni roviny i = 0 v kanonické soustavé soufadné.
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cs v 2

Tato ma v oboru R jediné feseni, a to (0,0, 0), proto elipsoidy nemaji zddny asymp-

toticky smér.

(b) Hyperboloidy. Rovnice (5.50) v tomto piipadé€ zni:

2 2 2
uy | Uy Uz 0
) ’

a> b 2
coz piedstavuje tzv. kuzelovou plochu asymptotickych smérii*' — asymptotické sméry

jsou urceny vektory vedenymi z po¢atku uvazované soustavy soutfadné, jejich koncové
body lezi na kuzelové ploSe, kterd mé v uvazované soustavé souradné rovnici

2 2 L2
)

a2 b2

(c) Elipticky paraboloid. Rovnice (5.50) zni:

ui u
p q

coz v oboru R ma feseni (0,0, u3). Je zde tedy jediny asymptoticky smér, ktery je
(v souladu s vétami 5.5.7 a 5.5.10) roven sméru singularnimu.
(d) Hyperbolicky paraboloid. Rovnice (5.50) v tomto piipad¢€ zni:

ui _ uj

p q

=0,

coz lze rozlozit v soucin (:J/—% + f}—%) (\“/—% — \“/—26> = 0. Resenim je sjednoceni dvou

dvojrozmérnych podprostort

[(=vP, V3, 0), (=P, V@ V)] a (VP v3,0), (Vo va, 1],
jejichz prinikem je singuldrni smér paraboloidu. Nékdy se hovofi o tzv. rovindch asymp-
totickych smérii** — srv. s pojmem ,kuZelovd plocha asymptotickych sméri*.

(e) KuZelova plocha. Rovnice (5.50) v tomto pfipadé zni:

2 2 2
uy o U Us -0
5 — Y

a? b 2

4 Uziva se té7 ndzvu asymptotickd kuZelovd plocha.
#2Viz téz hlavni fezy, podkapitola 5.7.2, odstavec 5.7.2.5
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5.5 SdruZenost sméra vzhledem ke kvadrice

Obr. 5.5.1

je tedy shodna s rovnici pro hyperboloidy. Tzv. kuZzelova plocha asymptotickych smért
je totoZna s uvazovanou kuzelovou plochou. Spojujeme-li tedy libovolny bod kuzelové
plochy s vrcholem (pocatkem kanonické baze), dostivame praveé vSechny asymptotické
smery.

Povsimnéte si, Ze hyperboloid jednodilny i dvojdilny a kuzelova plocha s tymiZ poloosami
maji tutéZ mnozinu asymptotickych sméra.

Obrazek 5.5.1 tento fakt znazoriiuje — ,prostredni“ plocha je pravé ona plocha kuzelova
(to, ze jednodilny a dvojdilny hyperboloid vypadaji pravé znazornénym zpisobem, se
presvédcime pri studiu jejich hlavnich feza (podkapitola 5.7.2)).

(f) Elipticka védlcova plocha. Rovnice (5.50) ma tvar:

2 2

ui U
- Y

a? b2

v oboru R ma feseni (0,0, us). Je zde tedy jediny asymptoticky smér a je zaroven
smérem singularnim.

(g) Hyperbolicka vélcova plocha. Rovnice (5.50) nyni zni:

2 2
Y _
a? b2 ’

coz (podobné jako v (d)) predstavuje dva dvojrozmérné podprostory:
[(a,0,0),(a,b,1)] a [(a,—b,0),(a,—b,1)],
protinajici se v singuldrnim sméru. I zde se hovoii o rovindch asymptotickych smérii.
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(h) Parabolickd valcova plocha. Rovnice (5.50) nabyva tvaru:
ui =0,

coz predstavuje dvojrozmérny podprostor [(1,0,0), (0,0, 1)], ktery je totozny s pod-
prostorem singuldrnich smért.

(i) Dvojice riznobéznych rovin. Rovnice (5.50) 1ze psat ve tvaru:

2 2
Y
a? b2 ’

coz (jako v (g)) predstavuje dva dvojrozmérné podprostory:
[(a,b,0),(a,b,1)] a [(a,—0b,0),(a,—b,1)],

protinajici se v singularnim sméru. Jde o sjednoceni zaméfeni rovin tvoficich uvaZzovanou
dvojici.

() Dvojice rovnobéznych rovin (v€. splyvajicich). Rovnice (5.50) nabyva tvaru:
uy = 0.

asymptotické sméry tudiz vypliiuji dvojrozmérny podprostor totozny s podprostorem
singularnich smért — jednd se o zaméfeni uvazovanych rovin.

(k) Primka. V tomto pfipadé existuji kvadratické formy, které nejsou navzajem umérné a
proto musime uplatnit odliSny postup.
Zvolme soustavu soufadnou tak, aby dand pfimka byla osou z. Pak libovoln4 kvadrat-
icka forma ma analytické vyjadreni (viz (5.47))

o(ug, ug, uz) = fnuf + 2 frougug + f22U§;

a tudiZ smér sdruzeny vzhledem k této formé sdm se sebou je pravé kazdy smér
[(u1,uz, u3)], pro n&jz plati

friud 4 2f1ougug + farus = 0. (5.51)

Snadno nahlédneme, Ze mnoZina spole¢nych bodd X = [z,y, 0] uvazované kvadriky
aroviny z = 0 je ddna podminkou:**

f112% 4 2f102y + footy® + 2f147 + 2fo4y = 0,

43V obecné rovnici dle podkapitoly 5.2.1, I11.2.2.2. poloZme

VIMTt=a, Vx|t =0,

#0Obecné budeme prinik roviny a kvadriky studovat v podkapitole 5.7.
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5.6 Vzdjemnd poloha pfimky a kvadriky

coz lze povazovat za rovnici kuzeloseCky v roviné z = 0. Ta vSak je jednobodova, a

fll f12
det <f12 fm) >0

Ze mnozina feSeni rovnice (5.51) je ve tvaru u; = up =

tudiz (zdGvodnéte!):

Pak snadno odvodime,*

0, us € R, tudiz existuje jediny smér sdruZzeny sam se sebou vzhledem k libovolné
kvadratické formé dané kvadriky, a to smér [(0, 0, 1)], neboli smér uvazované piimky,
ktery Ize definovat jako jeji asymptoticky smér.

Plati tudiz nasledujici véta:

Véta 5.5.12 Elipsoid nemd Zddny asymptoticky smér.

Jednodilny i dvojdilny hyperboloid a kuZelovd plocha maji tzv. kuZelovou plochu asymp-
totickych sméru.

Elipticky paraboloid a eliptickd vdlcovd plocha maji jediny asymptoticky smér totoZny se
smérem singuldrnim.

Asymptotické sméry hyperbolického paraboloidu, hyperbolické vdlcové plochy a dvojice
riiznobéZnych rovin vyplriuji sjednoceni dvou dvojrozmérnych podprostorii (jejich? priini-
kem je smér singuldrni)

Asymptotické sméry parabolické vdlcové plochy a dvojice rovnobéZnych rovin (v¢. splyva-
Jjicich) vyplriuji dvojrozmérny podprostor (totoZny s podprostorem singuldrnich smérii).

Primka mad jediny asymptoticky smér (totozny se smérem singuldrnim).

5.6 Vzajemna poloha primky a kvadriky

V tomto odstavci se budeme zabyvat pouze kvadrikami, které obsahuji vice nez jeden bod —
tj. témi, pro néZ jsme zavedli pojem asymptoticky smér (ostatné problém vzdjemné polohy
pfimky a bodu je trividlni).

Postupovat budeme zcela analogicky jako v pripadé kuzelosecek.

Oznaceni 5.6.1 Je-li K kvadrika dand matici F = (f;;), pak symboly Fy, F, a F3 budou
nadéle oznacovat nésledujici polynomy:

Fi(z,y,2) = fuir + froy + fusz + fra, 1<k <3 (5.52)

Zvolme piimku p, kvadriku K a zkoumejme p N .
Bud B néktera baze a necht jsou K a p po fadé dany:

K: oz, y,2) + 2frax + 2 fouy + 2f302 + faa = 0,

#3Zcela analogicky jako v dikaze véty 4.6.13.
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p:x=x9+ St
Y ="Yo+ sat .
Z = zp + s3t

Dosazenim za soutadnice x, y, z z parametrického vyjadieni pfimky do obecné rovnice kvadriky

po tpravé ziskame ndsledujici rovnici o nezndmé ¢ (proved'te si):

©(s1, 82, 83)t% + 2 [F1 (0, Yo, 20)51 + Fa(To, Yo, 20)S2 + F3(T0, Yo, 20) s3] t+

(5.53)
+F(.§C0, Yo, ZO) = O

Diskusi feSeni (5.53) obdrZime

1. Pokud p neni asymptotického sméru (p(s1, 2, 53) # 0 — viz (5.49)), je rovnice (5.53)
kvadraticka a muze mit (v R):
(a) dva rtzné koteny — tj. p N K je dvoubodovy
(b) jediny (dvojnasobny) kofen —tj. p N K je jednobodovy,
(c) Zadny kofen —tj. p N K je prazdny.
2. Pokud p je asymptotického sméru (p(sq, s2, s3) = 0), pak mohou nastat tyto piipady:
(@) Fi(zo,y020)s1 + Fo(xo, yoz0)se + F3(xo, Yo, 20)s3 # 0 — (5.53) ma jediny kofen
—tj. pN K je jednobodovy,

(b) Fi(zo, yoz0)s1+Fo(wo, Yo20)s2+ F3(Zo, Yo, 20)83 = OAF (20, Yo, 20) # 0—(5.53)
nema zadny kofen — tj. p N K je prazdny,

(©) Fi(zo,y020)s1 + Fa(z0, Yo20)s2 + F3(20, Y0, 20)83 = 0 A F(x0,%0,20) = 0 -
kotenem (5.53) je libovolné t € R —tj. p C K.

Pojmenujme nyni vzajemné polohy pfimky a kvadriky stejn€, jako jsme to ucinili v pripadé
kuZelosecek.
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5.7 Vzéijemnd poloha roviny a kvadriky

Definice 5.6.2 Bud p piimka sméru [s] a nechf je ddna kvadrika K.
I. Je-li pranik p N K dvoubodovy, nazyva se p secna kvadriky K.
II. Neni-li [s] asymptoticky smér kvadriky K a

1. je-li prinik p N K jednobodovy, nazyva se p tecna kvadriky IC, spole¢ny bod
pak bod dotyku tecny.

2. je-li prinik p N K prazdny, nazyva se p nesecna kvadriky IC.
III. Je-li [s] asymptoticky smér kvadriky /C a

1. je-li prinik p N K jednobodovy, nazyva se p asymptotickd secna kvadriky K,
2. je-li prunik p N KC prazdny, nazyva se p asymptota kvadriky K.

IV. Je-li p C K, nazyva se p tvorici pfimka kvadriky K.

ProtoZe definice uziva pouze geometrickych vlastnosti pfimky a kvadriky, jsou i defino-
vané vzdjemné polohy geometrickymi vlastnostmi dané piimky a kvadriky.

Nutné a postacujici podminky pro jednotlivé polohy jsou dany provedenym rozborem
(body 1., 2.).

Z rozboru provedeného pred definici 5.6.2 vyplyva:

Véta 5.6.3 KaZdd primka zaujimd k dané kvadrice pravé jednu z definovanych vzdjemnych
poloh.

Z definice seCny plyne, Ze jeji smér je neasymptoticky. Pozdéji (v podkapitole 5.8) vyfte-
Sime otdzku, zda ke kazdému neasymptotickému sméru Ize seCnu nalézt.
5.7 Vzajemna poloha roviny a kvadriky

V tomto odstavci vySetiime prinik roviny a kvadriky (tzv. Fez). Zejména si v§Simneme fezd
rovinami kolmymi na néktery hlavni smér (tzv. hlavni Fez), coZ ndm umozni ziskat ndzornou
predstavu o jednotlivych kvadrikéch.

5.7.1 Rez kvadriky rovinou

Definice 5.7.1 Bud K C &; kvadrika a o C &3 rovina. Pak mnoZina bodti LN« se nazyva
Fez kvadriky K rovinou .
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Bud v nékteré bdzi déana kvadrika K a rovina o obecnymi rovnicemi:

K:F(x,y,2) =0
a:ar+by+cz+d=0.

Hledejme nyni analytické vyjadfeni mnoZiny spole¢nych bodt /C N av.
Nechf « neni rovnobéZna napf. se soufadnou osou z (tj. ¢ # 0).
Pak pro libovolny bod X = [z, y, z] plati:

XeKnas F(r,y,2)=0Az=—1(ax +by+d) &
& F(z,y) =0Az=—L(az + by + d),

kde F(z,y) oznaCuje polynom vznikly z F(z,y,z) dosazenim za soufadnici z ze vztahu
z = —1(az + by + d). Rez Ize tedy psit takto

Kna={X=[z,y,2; Flz,y) =0Az = —%(ax +by +d)}. (5.54)

Jakou mnoZinu tvoii body spliiujici F(z, y) = 0? Této podmince vyhovuje bod X = [z, 2|
(kde z se ,dopocte” dle (5.54)) ndlezici fezu K N « a vSechny body X' = [z,y, 2], kde 2’
je libovolné redlné Cislo — tedy vSechny body primky prochdzejici X € K N a rovnobéZné s
osou z.
TudiZ podminkou
F(z,y) =0Az=0 (5.55)

je dan rovnobéZny priimét fezu K N a do rovinu z = 0 ve sméru osy z.
Zcela analogicky by se sestrojily pruméty fezu i do ostatnich souradnych rovin (s vyjimkou
pripadu, kdy « je rovnobéznad s prisluSnym smérem promitani).

Nyni vySetfeme, jaké mnoZiny mohou byt fezem kvadriky.

Bud' ddna kvadrika K a rovina «. Zvolme afinni bazi tak, aby v ni rovina o méla obecnou
rovnici « : z = 0, K nechf je ddna obecnou rovnici F(z,y, z) = 0.

Pak fez IC N « je dle (5.54) dan podminkou

F(z,y) =0A2z=0
kde F(z,y) = fud® + 2fiezy + faoy + 2f14% + 2foay + faa. (5.56)
Diskutujme (5.56)

1. Necht fi1, fi2, fo2 nejsou soucasné rovny nule.
Pak se ziejmé jednd o kuzelosetku, danou (v roviné ) obecnou rovnici F(z,y) = 0.
VysSettovali bychom ji uZzitim jeji matice

. Jir fi2 fia
F=1 fi2 f22 fou
J1a Jou faa
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2. Necht fi1 = fia = fa2 = 0.

(a) Nechf fi4, fo4 nejsou soucasné nulové. Pak je zfejmé fezem piimka dana (v roving
«) obecnou rovnici 2 fi4x + 2 fogy + faa = 0.

(b) Nechf fi4 = fos = 0.

(1) Je-li navic fy4 = 0, je fezem rovina « (proc¢?), tudiz (s prihlédnutim k téidéni
kvadrik) je /C dvojici rovin (jak zni obecna rovnice druhé z nich?).

(i1) Je-li vSak fy4 # 0, je fezem mnoZina prazdna (proc?).

Odvodili jsme tedy platnost nasledujici véty.*°

Véta 5.7.2 Rez kvadriky rovinou je kuZelosecka, primka, rovina, nebo prdzdnd mnoZina.

5.7.2 Soustavy hlavnich Fezu kvadrik

Definice 5.7.3 Bud K kvadrika. Pak kazdy fez kvadriky rovinou kolmou na néktery hlavni
smér kvadriky C se nazyva hlavni Fez kvadriky IC pFislusny tomuto hlavnimu sméru.

Ke studiu hlavnich fezli vyuzijeme skute¢nosti, Ze k libovolnému hlavnimu sméru kvadriky
1ze nalézt dalsi dva hlavni sméry, které s nim tvoi{ ortogondlni trojici.*’

Mgjme tedy danu kvadriku /C, trojici ortogonalnich hlavnich smért [a, ], [as], [as] pFislus-
nych po fadé vlastnim &islim Aq, A2, A3. Pfedpokladejme dale, Ze jsme zvolili kanonickou
bazi B = (P;a,as, a3) (kvadrika K tudiZ ma obecnou rovnici v kanonickém tvaru (viz
podkapitola 5.2.1)).

Rozeberme nyni piipady jednotlivych kvadrik K, jeZ nejsou pifimkou a obsahuji alespori
dva body:

5.7.2.1 Elipsoid s poloosami a, b, ¢

Kanonicka rovnice zni
2 2 2
T Y z
— + =+ — = 1.
a c

Uvazujme soustavu rovin «y, kolmych na smér [a3] (tj. na osu z2),

ap: z—h=0, heR.

46Vétu bylo mozné formulovat stru¢néji — pfimka i mnoZina prazdn4 je kuZzelosecka.
4TKolika zpiisoby to lze provést — viz vétu 5.5.9.
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V souladu s (5.54) nalezi X = [z,y, z] fezu K N ay, pravé kdyz

.1’2 yQ h2
§+b—2:1—§/\z:h. (5.57)
Priimét fezu KC N ay, do roviny {P; a;, a;} (tj. z = 0) je tedy kuZelosecka K o obecné rovnici

v bazi B = (P;aj,ay) (viz (5.56))

Diskutujme tfi pfipady:
(@) |h| > c. Pak je K a tudi? i fez K N ay, prdzdnd mnoZina.

(b) |h| = c. Zde je K jednobodova a dle (5.57) je fezem bod [0,0, c], resp. [0,0, —c,
(singuldrni elipsy).

(¢) |h| < c. Nyni je primét K elipsa o rovnici
2 2
K:—— z

: =1.
@ (1-2) (-

Rezem rovinou «y, je tudiz elipsa o stiedu S;, = [0, 0, hl, jejiZ osy maji smér hlavnich smért
[a1], [a2] (jsou rovnobézné s osami = a y kanonické soustavy soufadné), poloosy jsou dany

48
an=ay/(1-5), by=0y/(1-%). (5.58)

Maxima ay, = a, by, = b tudiZ nabyvaji pro h = 0, tj. v pfipadé, kdy «;, obsahuje stied elip-

relacemi

soidu (pocatek kanonické baze). Dostali jsme tak geometricky vyznam poloos a, b uvazovaného
elipsoidu.
PovS§imnéme si, Ze pravé v ptipadé a = b (tj. Ay = Ay — viz vztah 5.20 pro poloosy elipsoidu)
jsou tyto hlavni fezy kruznicemi (rotacni elipsoid — definice 5.2.2).

Pro soustavu rovin /3 kolmych na [ay] (tj. na osu ¥),

Be:y—k=0 keR
i soustavu rovin 7, kolmych na [a;] (tj. na osu ),
v:rx—1=0, [eR

obdrzime zcela analogické vysledky (odvod te si vztahy pro poloosy elips fezi).

Elipsoid o poloosach a, b, ¢ si tedy miZeme nazorné predstavit jako plochu vzniklou sjed-
nocenim elips,*’ jejichz stiedy probihaji tisecku délky 2c, hlavni i vedlejsi poloosy ay,, by, jsou

*8Rovina oy, je rovnobézna s priimétnou, proto se Usecky v ay, zobrazi ve skuteéné velikosti - viz véta 2.4.6.
#Veetné dvou singularnich elips.
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na tuto dsecku kolmé, u vSech elips navzdjem rovnobézné a jejich délka je dana relacemi (5.58)
v zavislosti na vzdélenosti h stfedu elipsy a stiedu uvazované usecky, takze jejich hlavni
(vedlejsi) vrcholy nalezi jisté dvojici elips (o které elipsy jde?).

Elipsoid tedy miiZeme znazornit takto:

Obr. 5.7.1

Ilustrujme nyni geometricky vyznam rovnosti dvou vlastnich Cisel — napt. Ay = Ay # A3
(promyslete si pro \; = Ay = A3).

Jednak jsme ukdzali, Ze hlavni fezy pfisluSné sméru odpovidajicimu tfetimu vlastnimu
¢islu jsou pravé v tomto pfipadé kruZnice.

Dale se snadno vidi, Ze v tomto piipadé jsou elipsy fezu rovinou [; a rovinou ; shodné
(maji tytéZz délky poloos). To koresponduje s faktem (viz véta 5.5.9), Ze libovolny smér [a/]
kolmy na a3 je hlavnim smérem kvadriky X — dostaneme pro néj soustavu fezi shodnou se
soustavou hlavnich ez odpovidajicich napf. sméru [a;]*" — ndzorn& tak vidime, ze hlavni
sméry prisluSejicim vlastnimu &islu, jeZ je ndsobnym kofenem, jsou ,rovnocenné®.

Vidime tedy, Ze rotacni elipsoid si 1ze ndzorné predstavit tak, Ze nechdme ,rotovat* (aniz
bychom chtéli pojem rotace nyni precizovat) elipsu kolem nékteré jeji osy (tato osa pak bude
uddvat hlavni smér ptislusny jednoduchému kotenu charakteristické rovnice).

Popsanou pfedstavu zndzorfiuje tento obrazek:

S0Bud a}, a), libovolna ortonormalni dvojice kolmd na az. Obecnd rovnice v bdzi B = (P;a), a},a3) pak
zni (srv. véta 5.3.9):
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Obr. 5.7.2

5.7.2.2 Jednodilny hyperboloid s poloosami a, b, ¢

Kanonicka rovnice zni

IQ y2 Z2

a2 b2 2

Pfipomerime, Ze smér [a3] odpovidd A3 s vlastnosti sgnAs # sgnls = sgnl;.

1. Uvazujme soustavu rovin «y, kolmych na smér [az] (tj. na osu z2),
ap,: z2—h=0, helR.

V souladu s (5.54) nalezi X = [z,y, 2] fezu K N ay, pravé kdyz

ZE2 y2 h2
¥+b_2:1+§/\22h.

Priimét fezu K N ay, do roviny {P;a;, as} (tj. z = 0) je tedy kuzelosetka K o obecné
rovnici v bazi B = (P;ay, ay) (viz (5.56))

2 2 2
S+ S =1+
a’>  b? c?
coz je elipsa o rovnici
o 22 y?

K: -
a2(1—|—ﬁ—22)+b2(1+ﬁ—22)
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Rezem rovinou oy, (pro libovolné h) je proto elipsa o stfedu S, = [0, 0, h], jejiz osy
maji smér hlavnich smérd [a;], [as] (jsou rovnob&zné s osami z a y), poloosy jsou diny
relacemi

an=ay/(1+5), by=0by/(1+%), (5.59)

minima a, = a, b, = b nabyvaji pro h = 0, tj. v pfipadé, kdy «; obsahuje stied
hyperboloidu (pocéatek kanonické baze). Ziskdvame tak geometricky vyznam poloos
a, b uvazovaného hyperboloidu.

Opét si vSimnéme, Ze praveé v pripadé a = b (tj. A\; = Ao - viz podkapitola 5.2.1) jsou
tyto hlavni fezy kruznicemi (rotacni hyperboloid — definice 5.2.2).

2. Méjme nyni soustavu rovin /3, kolmych na [as] (tj. na osu y),
Br:y—k=0 keR.

Analogicky jako v predeslych pripadech odvodime, Ze primétem fezu XN ;. do roviny
{P;a;, a3} (tj. y = 0) je tedy kuZelosetka K o obecné rovnici v bazi B = (P;ay, a3)
(viz (5.56))

— z

Je nutno diskutovat tfi pfipady:

(a) |k| > b. Primét K je hyperbola o rovnici

22 x?

K: — =1

(=1 (-1

Rezem rovinou Sy je tedy hyperbola o stiedu S, = [0, k, 0], jejiz hlavni osa
md smér hlavniho sméru [a3] (rovnobézna s osou z), vedlejsi pak sméru [a;]
(rovnobéznd s osou z) a délky hlavni a vedlejsi poloosy jsou dany vztahy (po
fadé)

cp=¢ (E—l), ap = a (’Z—i—l).
(b) |k| = b. Priimét K kuzelosetka o rovnici

— 2 22

K: ——-—==0.
a2 2
Rezem rovinou 3, je proto dvojice riiznobéZek (singuldrni hyperbola) s prisei-
kem S = [0,%,0].°" Jejich odchylka je urena pomérem a:c, ¢imZz dostdvame
geometricky vyznam tieti z poloos.

S1Setkdvame se tak s konkrétnim pifpadem tvofici pfimky.
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(c) |k| < b. Priimét K je hyperbola o rovnici

— 22 22

: — =1
a?(1-5) (1-%)

?

takze fez rovinou [3;, je hyperbola o stitedu Sy, = [0, k, 0], jejiz hlavni osa ma smér
hlavniho sméru [a;] (rovnobézna s osou x), vedlejsi pak sméru [as] (rovnobézna
s osou 2)°? a délky hlavni a vedlejsi poloosy jsou dany (po Fadg) relacemi

ak:a\/(l—g—;), cp=c¢C (1—’;—3).

Maxima a; = a, ¢ = ¢ nabyvaji pro k = 0, tj. v pripadé, kdy [, obsahuje stred
hyperboloidu, coz (dal$im zpisobem) ilustruje geometricky vyznam poloos a, ¢
hyperboloidu.

3. V piipadé fezd rovinami +; kolmymi na [a;] (j. na osu z) obdrzime zcela analogické

vysledky jako v piipadé¢ 2

Vidime, Ze (na rozdil od elipsoidu) jsou zde dva typy soustav hlavnich fezii — 5.7.2.2
pfipad 1 na strané jedné a 5.7.2.2 ptipady 2 a 3 na druhé — liSi se v zdvislosti na znaménku
vlastniho ¢isla, jemuz hlavni smér piislusi.

Jednodilny hyperboloid o polooséch a, b, ¢ si tedy miZeme nazorné piedstavit jako plochu
vzniklou sjednocenim elips jejichz stiedy probihaji body jisté pfimky, hlavni i vedlejsi poloosy
ap, by, jsou na tuto piimku kolmé, u vSech elips navzajem rovnobézné a jejich délka je déna
relacemi (5.59) v zavislosti na vzdalenosti / stfedu elipsy a pevné zvoleného bodu uvazované
primky, takZe vrcholy téchto elips naleZi jisté dvojici hyperbol s vedlejsi osou v uvazované
pfimce (co je stiedem té€chto hyperbol a jaké jsou délky jejich poloos?)

Popsanou predstavu zndzornuje obrazek 5.7.3, ktery navic zachycuje hlavni fezy popsané
v 5.7.2.2, &ast 2.

Opét mizeme ilustrovat geometricky vyznam rovnosti dvou vlastnich Cisel A\; = A.
I zde jsou hlavnimi fezy pfisluSnymi sméru odpovidajicimu tfetimu vlastnimu Cislu pravé

v tomto pfipadé kruZnice.

>2Srovnejte s pifpadem (a)!

310



5.7 Vzéijemnd poloha roviny a kvadriky

Obr. 5.7.3

Dile plati, Ze v tomto pfipad€ jsou hyperboly (af jiz reguldrni ¢i singuldrni) fezu rovinou
Bk arovinou ; pro k = [ shodné (regularni maji tytéZ délky poloos,singuldrni pak touz od-
chylku). To opét koresponduje s faktem, Ze libovolny smér kolmy na [a3] je hlavnim smérem
kvadriky K a ukazuje jistou ,yrovnocennost* hlavnich sméra pfislusejicich vlastnimu ¢islu,
jeZz je ndsobnym korenem charakteristické rovnice.

Rotacni jednodilny hyperboloid si miZzeme ndzorné predstavit tak, Ze nechame rotovat
hyperbolu kolem jeji vedlejsi osy (tato osa pak bude udavat hlavni smér piislusny vlastnimu
¢islu opa¢ného znaménka, nez maji zbylé dvé).

5.7.2.3 Dvojdilny hyperboloid s poloosami a, b, ¢

Kanonicka rovnice zni
2?2y 22
S ata=L
a b c

Pfipomerime, Ze smér [a3] odpovidd A3 s vlastnosti sgnAs # sgnls = sgnl;.
1. Uvazujeme-li soustavu rovin oy, kolmych na smér [as] (tj. na osu z),

ap: z—h=0, heR.

dojdeme zcela analogicky jako v predeslych pfipadech (proved'te si) k zdvéru:
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(a) |h| > c. Rezem rovinou ay, je elipsa o stiedu S, = [0,0, h], jejiz osy maji smér
hlavnich sméra [a;], [as] (jsou rovnobéZzné s osami x a y), poloosy jsou ddny
relacemi

ap = a (%—1)7 bh:b (?—22— ) (560)

C

Plati, Ze pravé v piipadé¢ a = b (fj. A\; = o) jsou tyto hlavni fezy kruZnicemi
(rotac¢ni hyperboloid).

(b) |h| = c. Rezem je bod [0, 0, ¢, resp. [0,0, —c|, (singuldrni elipsy).

(©) |h| < c. Rez K N oy, je prdzdnd mnozina.

2. Uvazime-li soustavu rovin [ kolmych na [as] (tj. na osu y),
Be:y—k=0, keR.

zjistime, Ze fezem rovinou f3, je hyperbola o sttedu Sy, = [0, k, 0], jejiz hlavni osa ma
smér hlavniho sméru [a3] (rovnobéZznd s osou z), vedlejsi pak sméru [a;] (rovnobéZna
s osou x)°* a délky hlavni a vedlej§i poloosy jsou po fadé ddny relacemi

cp=¢C (14—5—;)7 ar = a (1—1—’;—5).

Minima ¢, = c ap = a, nabyvaji pro k = 0, tj. v pripadé, kdy [, obsahuje stied
hyperboloidu (pocatek kanonické baze), coz ilustruje geometricky vyznam poloos a, ¢
tohoto hyperboloidu.

3. Pro fezy rovinami 7; kolmymi na [a;] (j. na osu x) obdrZime naprosto analogické
vysledky jako v pripadé 2 (a geometricky vyznam poloosy b).

Stejné jako v piipadé jednodilného hyperboloidu, zde nalézdme dva typy soustav hlavnich
fez — 5.7.2.3 pfipad 1 na strané jedné a 5.7.2.3 pfipady 2 a 3 na druhé — v zavislosti na

znaménku vlastniho Cisla, jemuz hlavni smér prislusi.

Dvojdilny hyperboloid o poloosach a, b, ¢ si tedy miiZeme nazorné predstavit jako plochu
vzniklou sjednocenim elips jejichZ stfedy probihaji body dané ptfimky s vyjimkou vnitinich
bod jisté usecky délky 2¢, hlavni i vedlejsi poloosy ay,, by, jsou na tuto piimku kolmé, u vSech
elips navzdjem rovnobézné a jejich délka je dana relacemi (5.60) v zdvislosti na vzdalenosti
h stiedu elipsy a stfedu uvazované dsecky, ndsledkem cehoZ vrcholy elips naleZi jisté dvojici
hyperbol s hlavni osou lezici v uvazované pfimce (o které hyperboly se jedna?).

Dvojdilny hyperboloid miizeme tedy zndzornit takto: (obr. 5.7.4)

33Smér hlavni i vedlejsi poloosy je tyZ pro kazdé k € R (srv. s pfipadem jednodilného hyperboloidu).
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Obr. 5.7.4

Rovnosti dvou vlastnich ¢isel Ay = A, se projevi analogicky jako v predeslych pripadech
(promyslete si).
Rotacni’ dvojdilny hyperboloid si miZzeme nazorné predstavit tak, Ze nechdme rotovat

hyperbolu kolem jeji hlavni osy ** (tato osa pak ud4 hlavni smér pfislu$ny vlastnimu &islu
opacného znaménka, nez maji zbylé dvé).

5.7.2.4 Elipticky paraboloid s parametry p, g

Kanonicka rovnice zni
2 y2
— + = =2z

Hlavni smér [a3] odpovidd A3 = 0 (\ ;ZO + Ci\g).
1. Uvazujeme-li soustavu rovin «;, kolmych na smér [as] (tj. na osu z),
ap: z—h=0, heR.
zjistime (postupem zcela analogickym predeslym piipadim):
(a) h > 0. Rezem rovinou o, je elipsa o stiedu S, = [0,0, h], jejiz osy maji smér
hlavnich sméru [a,], [ay] (jsou rovnob&Zzné s osami x a y) a jejich poloosy se Fid{
vztahy

ap = /2ph, by = +/2qh. (5.61)

>*Srovnejte s pifpadem jednodilného hyperboloidu.

313



KAPITOLA 5. Teorie kvadrik

Tyto hlavni fezy jsou kruznicemi, pravé kdyzZ p = q (. A\;y = Xo) — rotacni
elipticky paraboloid (nebo jen ,rotacni paraboloid®).

(b) h = 0. Rezem je bod [0, 0, 0] (vrchol paraboloidu) — singuldrni elipsa.

(¢) h < 0.Rez K Ny, je prazdnd mnozina.

2. Uvazime-li soustavu rovin [ kolmych na [as] (tj. na osu y),
Br:y—k=0 keR.

zjistime, Ze fezem rovinou [, je parabola s vrcholem Vi, = [0, k, ’;—2}, jejiz hlavni osa
ma smér hlavniho sméru [a3] (rovnob&Znd s osou z), vrcholova te€na je sméru [a;] (je
rovnobéznd s osou x) a parametr té€to paraboly je roven parametru p — vSechny paraboly
této soustavy hlavnich fezl jsou tedy shodné.

3. Rezy rovinami +; kolmych na [a;] (tj. na osu x) jsou navzdjem shodné paraboly, kazda
s vrcholem V; = [[,0, %], osou sméru hlavniho sméru [az] (rovnobéZna s osou z),
vrcholova teCna je sméru [as] (jsou rovnob&Znd s osou y) a parametr této paraboly je
roven parametru q.

Paraboly hlavnich fezi pfislu$nych sméru [a;] i [as] nédleZi témuZ poloprostoru.

V piipadé eliptického paraboloidu existuji dva typy soustav hlavnich fezi — v zavislosti
na tom, zda piisluSny hlavni smér odpovida nulovému (5.7.2.4 ptipad 1) nebo nenulovému
vlastnimu ¢islu (5.7.2.4 ptipady 2 a 3).

M¢jme danu v jisté roviné parabolu o parametru q. Elipticky paraboloid o parametrech p, ¢
si muZeme ndzorné predstavit jako plochu vzniklou sjednocenim parabol leZicich v navzajem
rovnobéznych rovinach kolmych na uvazovanou rovinu, pfi¢emz jejich osy jsou ,souhlasné
rovnob&zné*“>> s osou dané paraboly a jejich vrcholy této parabole naleZi, parametr téchto

parabol je roven p.

Elipticky paraboloid zndzornéme nédsledovné (obr. 5.7.5) — po parabole v roviné os v, z
se pohybuje parabola lezici v rovinach y = k (zndzornéna v nékolika pozicich):

3SPfesnéji feteno, vektory rozdilu ohniska a vrcholu jsou pro vSechny paraboly souhlasné navzijem i s
odpovidajicim vektorem zvolené paraboly.
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Obr. 5.7.5

Rovnosti dvou vlastnich ¢isel Ay = Ao se projevi jednak tim, Ze hlavni fezy piislusné
sméru [ag] jsou kruznicemi, a déle tim, Ze parametr parabol hlavnich fezd pfislusnych libo-
volnému sméru kolmému na [a3] je roven p = g.

Rotacni elipticky paraboloid si miiZeme nazorné predstavit tak, Ze nechame rotovat parabolu
kolem jeji osy (tato osa pak uda hlavni smér pfisluSny nulovému vlastnimu cislu).

5.7.2.5 Hyperbolicky paraboloid s parametry p, ¢

Kanonicka rovnice zni

Hlavni smér [a3] odpovidd A3 = 0 (A1 # 0 # \p).
1. Uvazujeme-li soustavu rovin oy, kolmych na smér [as] (tj. na osu z),
ap: z—h=0, heR.
zjistime:

(@) h > 0. Rezem rovinou ay, je hyperbola o sttedu S, = [0,0,h], jejiZ hlavni
osa md smér hlavniho sméru [a;]| (rovnobéZnd s osou z), vedlejsi je sméru [as]
(rovnobézna s osou y) a jejiz hlavni a vedlejsi poloosa spliiuji relace (po fadé)

ap = \/Qph, bh =+/2 h.

(b) h = 0. Rezem je dvojice riznobéZek (singuldrni hyperbola) protinajicich se
v pocatku kanonické baze. V roviné z = 0 jsou dany obecnymi rovnicemi

+ =0, resp.

Se
Sl=
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UvaZzime-li dvojici rovin o téchto rovnicich, dostdvame praveé ony roviny asymp-
totickych smérii zminéné v podkapitole 5.5 — asymptotické sméry jsou pravé
sméry piimek spojujicich prusecik riiznobéZek tohoto hlavniho fezu s jednotlivymi
body zminénych rovin.

(c) h < 0. Rezem rovinou ay, je hyperbola o stfedu S, = [0,0,h], jejiZ hlavni
osa md smér hlavniho sméru [ay] (rovnob&znd s osou y), vedlejsi je sméru [a;]
(rovnob&znd s osou )° a jejiz hlavni a vedlejsi poloosa spliiuji relace (po fadg)

ap = \/2q\h|, bh:\/2p|h’.

Popsana soustava hlavnich fezil je znazornéna na obrazku 5.7.6

Obr. 5.7.6

2. Uvazime-li soustavu rovin 3 kolmych na [as] (tj. na osu y),
Or:y—k=0 keR.

zjistime, Ze fezem rovinou [, je parabola s vrcholem Vi, = [0, k, —’;—2], jejiz hlavni osa
ma smér hlavniho sméru [az] (rovnobé&Znd s osou z), vrcholova te¢na je sméru [a;] (je
rovnob€znd s osou ) a parametr té€to paraboly je roven parametru p — vSechny paraboly
této soustavy hlavnich fezl jsou tedy shodné. Dale plati, Ze vektor az je souhlasny s
(Fy — Vi), F). znaci ohnisko piislusné paraboly.

3. Rezy rovinami +; kolmych na [a,] (tj. na osu x) jsou navzdjem shodné paraboly, kazda
s vrcholem V; = [[,0, %], osou sméru hlavniho sméru [az] (rovnobé&Zznd s osou z),
vrcholovou teCnou sméru [as] (rovnob&Znd s osou y) a parametrem ¢. Vektor az je
nesouhlasny s (F; — V;),%" F}, zna&i ohnisko piislu$né paraboly.

36Srovnejte s piipadem (a) — h > 0.
STPriimét fezu K N ; do roviny o md rovnici 2 = —2¢ (z - %)
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Osy parabol soustavy hlavnich fezd pfislusnych sméru [a;] a parabol pfislusnych [as] jsou
,nesouhlasné rovnob&zné* — vektory (F), — V) a (F; — V}) jsou vZdy nesouhlasné.

Rovnéz v piipadé hyperbolického paraboloidu je typ kuzeloseCky hlavniho fezu urcen
tim, zda pfisluSny hlavni smér nalezi nulovému ¢i nenulovému vlastnimu cislu.

Hyperbolicky paraboloid o parametrech p, ¢ si miZeme opét ndzorné modelovat rovnobézZnym
posouvanim paraboly (s parametrem p), jejiZ vrchol se pohybuje po dalsi parabole (s parame-
trem ¢) za podminek stejnych, jako v piipadé eliptického paraboloidu, avSak s tim rozdilem,

Ze osy téchto dvou parabol jsou ,nesouhlasné rovnobézné*, coz lze zndzornit obrazkem 5.7.7
(po parabole v roviné os ¥, z se pohybuje parabola lezici v rovindch y = k — je zachycena v

nékolika pozicich):

Obr. 5.7.7

Podotknéme vyslovné, Ze tuto plochu nelze (ani pro p = q) ziskat rotaci néjaké kiivky.

5.7.2.6 Kuzelova plocha s poloosami a, b, ¢

Kanonicka rovnice zni
22y 2
2T 20
a b c

pfi¢emz smér [az] odpovida A3 s vlastnosti sgnAg # sgnly = sgn;.

1. Uvazujme soustavu rovin «y, kolmych na smér [az] (tj. na osu z2),

ap: z—h=0, heR.

Rozli§ime dva ptipady:
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(a) h # 0.V tom piipadé je fezem elipsa o stiedu S, = [0,0, hl, jejiz osy maji
smér hlavnich sméru [a;], [as] (jsou rovnob&Zné s osami x, i), poloosy jsou dany
relacemi

ap, = alll, b, = (5.62)

c?
tudiz pravé v pripadé a = b (tj. Ay = A2 jsou tyto hlavni fezy kruZnicemi (rotacni
kuzelova plocha).

(b) h = 0. V tomto pripadé je fezem bod — vrchol kuzelové plochy (singuldrni
elipsa).

2. Uvazujme soustavu rovin [ kolmych na [as] (tj. na osu y),
Or:y—k=0 keR.
Diskutujme dva pripady:

(a) k # 0. Rezem rovinou f; je hyperbola o stiedu S, = [0, k, 0], jejiz hlavni osa
md smér hlavniho sméru [a3] (rovnob&Znd s osou z), vedlej$i pak sméru [a;]
(rovnobézna s osou x) a délky hlavni a vedlejsi poloosy jsou dany vztahy (po
radé)

|| ||

Ck 267, ar :CLT.

(b) k = 0. Rezem rovinou f;, je dvojice riiznobézek (singuldrni hyperbola) s prise-
¢ikem ve vrcholu kuzelové plochy. V roviné y = 0 jsou ddny obecnymi rovnicemi
EqLE:O, resp. z—Ez(),
a c a c
jejich odchylka je tedy ur¢ena pomérem a:c, ¢imz dostivdme geometricky vyznam
tohoto poméru (srv. véta 5.3.9).

3. Provedeme-li fezy rovinami -, kolmymi na [a;] (tj. na osu x), obdrzime zcela analog-
ické vysledky jako v pripadé 2, vedeme-li fez rovinou -, ziskdme geometricky vyznam
pomeéru b:c.

V pripadé kuzelové plochy tudiz existuji dva typy soustav hlavnich fezii — v zavislosti na

znaménku vlastniho ¢isla, jemuz prislusny hlavni smér odpovida.

KuZelovou plochu o poloosich a, b, ¢ 1ze modelovat jako plochu vzniklou sjednocenim

elips jejichZ stfedy probihaji body jisté pfimky, hlavni i vedlejsi poloosy ay, b, jsou na tuto

piimku kolmé, u vSech elips navzdjem rovnobézné a jejich délka je déna relacemi (5.62)

v zavislosti na vzdalenosti h stfedu elipsy a pevné zvoleného bodu uvazované piimky, takze

vrcholy téchto elips ndleZi jisté dvojici riznobéZnych piimek s prisecikem v onom zvoleném
bodé.

V piipadé rovnosti dvou vlastnich ¢isel A\; = A, plati:
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e Hlavnimi fezy pfisluSnymi sméru odpovidajicimu tfetimu vlastnimu ¢islu jsou pravé
v tomto pripadé¢ kruznice.

e Hyperboly (af jiz reguldrni ¢i singuldrni) hlavniho fezu rovinou (3 a rovinou ~; pro
k = [ shodné, coz opét ilustruje jistou ,yovnocennost* hlavnich smért pfislusejicich
vlastnimu ¢islu, jez je ndsobnym kofenem charakteristické rovnice.

Rotacni kuzelovou ploch si miZzeme nazorné predstavit tak, Ze nechame rotovat dvojici
riznobézek kolem jejich osy (tato pak bude urcovat hlavni smér pfislusny vlastnimu cislu
opacného znaménka, nez maji zbylé dvé).

Hlavni fezy ostatnich kvadrik si miZe ¢tendi provést samostatné.

Poznamenejme jeSté, Ze na kvadrikdch mohou existovat i kuzelosecky jinych typu, nez
jsou typy hlavnich fezii. DokaZte, Ze naptiklad fezem kuZelové plochy z? + 32 — 22 = 0
rovinou y — z — 1 = 0 je parabola.

Odlisnost typa kuzelosecek, jez ndlezi jednotlivym soustavam hlavnich fezd kvadrik nam,
jak jsme jiz uvedli, poskytuje geometrickou interpretaci odliSnosti znamének, resp. nulovosti,
vlastnich ¢isel, jimz hlavni sméry pfislusi. To nam, jak uvidime ddle, umozni charakterizovat
pocdtek kanonické bdze (sméry os kanonické baze jsme jiz popsali vétou 4.6.9).

Nasledujici tvahu provedeme jen pro paraboloid elipticky 1 hyperbolicky a pro parabol-
ickou vélcovou plochu (pro ostatni kvadriky by ji bylo moZno provést analogicky, avSak pro
né vyuzijeme vysledki studia stfedd kvadrik v podkapitole 5.9).

Uvazujme, Ze jsme zkonstruovali libovolnou kanonickou bdzi dané kvadriky /C.

e bud K elipticky paraboloid. UvaZme tu soustavu hlavnich fezi, které nejsou parabo-
lami (kterému hlavnimu sméru odpovida?). Mezi t€mito hlavnimi fezy je prdvé jeden
takovy, jeZ protina paraboloid v jediném bodé — pocatku kanonické bdze (ta byla zv-
olena libovolné!).

Proto pocatek kanonické baze je jednoznacné urcen danym paraboloidem.

e bud K hyperbolicky paraboloid, pak existuje jediny hlavni rez, ktery je dvojici riizno-
bézek — jejich prisecik je pocatek kanonické baze. Proto i zde je pocatek kanonické
baze jednoznacné urcen touto plochou.

e nechf K je parabolickou valcovou plochou. V soustavé hlavnich fezl je opét jediny
hlavni fez, ktery je pifimkou (jde o osu z kanonické soustavy soufadné). Zde je tedy
jednoznacné urcena piimka, na niZ pocatek kanonické béaze leZzi.

Tyto poznatky (spolu s vétou 4.6.9) implikuji:
319



KAPITOLA 5. Teorie kvadrik

Dusledek 5.7.4 V piipadé parabolické vdlcové plochy je jednoznacné ddna osa z a sméry
x, Yy kanonické soustavy souradné.

V pripadé hyperbolického paraboloidu a nerotacniho eliptického paraboloidu existuje
(aZ na orientaci os) jedind kanonickd soustava souradnd.

V pripadé rotacniho eliptického paraboloidu je jednoznacné ddna osa z a rovina os

x,y kanonické soustavy souradné.

Z pravé uvedeného bezprostiedn plyne, Ze vrchol paraboloidu i osa paraboloidu’® jsou
jednoznacné ur€eny témito plochami (geometrické pojmy).

Priklad 5.7.5 Urcete vrchol eliptického paraboloidu, ktery je v nékteré kartézské bazi dan
rovnici
P+ 2242+ 4r+1=0

(srv. ptiklad 5.3.10).

Reseni:

Uvazme soustavu fezl hlavniho sméru, ktery odpovida nulovému vlastnimu ¢islu, coZ je smér
[(1,0, —1)]. Roviny soustavy téchto fezii maji obecnou rovnici

ap: x—z+ k=0, keR.
Obecna rovnice prumétu fezu X N « do roviny z = 0 zni (podkapitola 5.7.1):
K:d® +9y* + (4k + D + (K> +1) = 0.
Snadno zjistime, Ze pro velky, resp. maly, diskriminant kuZelosecky K plati:

A=-8k §>0.

Odtud je patrno, Ze K (a tim i hlavni fez) je skute¢né eliptického typu a bude jednobodov4,
pravé kdyz A = 0, neboli & = 0. V tom piipadé m4 K obecnou rovnici

4a® + 2 4 +1=0,

coZ je bod o soufadnicich z = —%, y = 0. Dopoc¢teme-li tfeti soufadnici (jak?), zjistujeme,
Ze vrcholem paraboloidu je bod

58Viz definice 5.2.2.
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5.8 Tecna rovina ke kvadrice. Tvorici primky kvadriky

5.8.1 Tec¢na rovina ke kvadrice

Z rovin obsahujicich dany bod kvadriky zde vybereme jisty specialni pfipad — rovinu tecnou.
O tomto pojmu m4 jisté Ctenaf urCitou intuitivni predstavu.

Uvazujme nadéle kvadriky, které obsahuji aspori dva body.

Bud K kvadrika, T' n&ktery jeji bod. Nechi F je nékterd matice K v libovolné bazi a
necht 7' = [z, Yo, 20]-

Zkoumejme nyni vSechny tecny plochy /C, jejichZ bodem dotyku je 7'. S prihlédnutim
k tvahdm v podkapitole 5.6 snadno odvodime™, Ze piimka p = {T,s} je touto tenou
(tj. rovnice (5.53) ma dvojnédsobny kotfen), prave kdyz:

e vektor s je neasymptotického sméru
e pro soufadnice (s, S2, s3) vektoru s plati:

Fi (0,90, 20)51 + Fo(x0, Yo, 20)s2 + F3(x0, Yo, 20)s3 = 0. (5.63)

Nyni vySetfeme vSechny tvofici pifimky plochy X prochazejici bodem 7'. Jak jsme ukazali
v podkapitole 5.6, bude pifimka p = {T', s} tvofici ptimkou (j. p C K), pravé kdyZ (samoziejmé
F(x0, Y0, 20) = 0):

e vektor s je asymptotického sméru
e soufadnice (s1, s9, s3) vektoru s vyhovuji (opét) vztahu (5.63).
Nyni mohou nastat dva ptipady:

(a) existuje i, 1 <17 < 3, pro néz

Fi(wo, 0, 20) # 0. (5.64)

(b) provSechnai, 1 <i < 3,je
F’i(x())yOazO) = O (565)

Nastane-li pfipad (a), znamena to, Ze vSechny vektory (neasymptotického i asymptotického
sméru) spliujici (5.63) ndleZi jistému dvojrozmérnému podprostoru, neboli vSechny tecny i
tvorici pfimky prochazejici bodem 7' lezi v jisté roviné urcené bodem T

Ptipad (b) znamenad, Ze podmince (5.63) vyhovuje libovolny smér, tudiZ libovolna pfimka
prochazejici bodem 7' je teCnou (je-li sméru neasymptotického), nebo tvofici pfimkou (je-li
sméru asymptotického), a tedy neexistuje rovina, v niZ by vSechny tyto piimky lezZely.

Nasledujici obrazek ilustruje piipad (a) - plnymi ¢arami jsou znazornény tecny a ¢arkované
tvorici pfimky jdouci bodem 7. Symbolem 7(T') je oznafena rovina, v niz vSechny tyto
piimky leZzi.

3Srv. s odvozenim podminky (4.50) v podkapitole 5.2.1.
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Obr. 5.8.1

Z pravé uvedenych tvah je ziejmé, Ze splnéni podminky (5.64), resp. (5.65), je geomet-
rickou vlastnosti bodu T' (a kvadriky K), tj. nezdleZi na volbé baze ani vybéru matice dané
kvadriky. Nasledujici definice je tedy korektni.®

Definice 5.8.1 Bud K kvadrika, F jeji nékterd matice v libovolné bazi B. Bod X leZici na
K, X = [z,y, 2], pro n&jZ plati

Fi(z,y,2z) =0 provsechnai, 1 <i <3,

se nazyva singuldrni bod kvadriky K.
Kazdy jiny bod kvadriky K se nazyva reguldrni bod kvadriky IC.

Najdéme nyni jiné vyjadfeni skuteCnosti, ze bod X = [z,v, 2] je singuldrnim bodem
kvadriky K (F necht oznaluje jeji matici).
Snadno odvodime, Ze 1ze psat:

F(.CC,y,Z)I:Ij“Fl(iC,y,Z)—i-y-FQ(Z',y,Z)—i-Z-Fg(Z',y,Z)—F

5.66
Jrar + foauy + faaz + faa. ( )

Jestlize X € KC (4. F(z,y,z) = 0) aje-li Fi(z,y,2) = 0,1 < i < 3, pak zfejmé plati
J1aw + foay + fzaz + faua = 0.

Jestlize fi4x + foay + faaz + faa =0a Fy(z,y,2) = 0,1 <i < 3, pak F(z,y,2) =0, a
tedy X € K.

%0Nez4visle na tivahach, které ji predchézely, se o tom miizeme presvéddit zkoumanim zavislosti defini¢nich
podminek (nejlépe ve znéni (5.69)) na téchto volbach — proved te si jako cviceni.
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Oznaclime-li nadale

Fy(z,y,2) = fux + faoy + fi3z + fu, (5.67)

mizZeme odvozené formulovat jako vétu:

Véta 5.8.2 Bud K kvadrika, ¥ jeji nékterd matice v libovolné bdzi B a nechf X =
[z, y, z]g je libovolny bod prostoru. Pak plati: X je singuldrnim bodem kvadriky IC, prdvé
kdy?

Fi(xz,y,2) =0, 1 <i <4, (5.68)

co? Ize ekvivalentné psdt® maticové

(5.69)

eS|
_oN e 8
Il
o O O O

Prirozena je otazka existence singularnich bodu jednotlivych kvadrik.

Véta 5.8.3 Obsahuje-li kvadrika alespori jeden singuldrni bod, je singuldrni.

Diikaz: Z existence singularniho bodu plyne existence netrividlniho feSeni®> homogenni sous-
tavy (5.69) a odtud nulovost det F' (tj. A). O

Hledat singularni body ma tedy smysl jen na singularnich plochach.

Zvolme vhodné bazi (napt. dle disledku 5.4.7):

(a) K je kuZelova plocha o rovnici 2% + y? — 22 = 0. Pak soustava rovnic (5.68) pro
soufadnice singuldrnich bodil zni:

¢ili jedinym singuldrnim bodem je bod [0, 0, 0], tj. vrchol kuzelové plochy.

(b) K je elipticka vélcova plocha o rovnici 2% + ¢ — 1 = 0. Ctvrtd podminka (5.68) zni
O0x + 0y + 0z — 1 = 0, neboli K nemd Zadny singularni bod. Stejné tak pro valcovou
plochu hyperbolickou i parabolickou je ¢tvrtd podminka kontradikci.

81Provétte si.
©2Ctvrt4 slozka fesent je prece 1.
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(c) K je dvojice rliznob&Znych rovin o rovnici 22 — y? = 0. Zde soustava (5.68) piejde ve
tvar

y =0
coz znaci, Ze mnozinou singularnich bodu je prisecnice téchto rovin.

(d) K je dvojice rovnob&znych rovin o rovnici y? = ¢, ¢ > 0. V tomto pifpadé bude opét
ctvrtd z podminek (5.68) kontradikei.

(e) je-li K (dvojndsobnou) rovinou (o rovnici 4? = 0) & pifmkou (o rovnici 22 + 2 = 0),
ukazeme analogicky, Ze vSechny jeji body jsou singularni.

Plati tedy nésledujici véta:

Véta 5.8.4 Vsechny vdlcové plochy i dvojice rovnobéZnych rovin obsahuji pouze reguldrni
body.

Kuzelovd plocha obsahuje jediny singuldrni bod totozny s jejim vrcholem.®

MnoZina singuldrnich bodii dvojice riiznobéZnych rovin je totoZnd s jejich priisecnici.

Vsechny body kvadriky K jsou singuldrni, prdavé kdyZ IC je primkou i rovinou.

Vysledky, které pfindseji véty 5.8.3 a 5.8.4, jsme jist€ oCekdvali intuitivné na zdkladé
uvah pfedchazejicich zavedeni pojmu singularni bod — 1ze-li v nékterém bod¢ vést alespon tii
nekomplandrni te¢ny, je bodem singularnim.

Nyni jiz miZeme pfikroCit k zavedeni pojmu tecnd rovina kvadriky.

Definice 5.8.5 Bud K kvadrika, T jeji libovolny bod. Pak kazda rovina obsahujici bod T
a vSechny teCny a tvorici pfimky kvadriky /C timto bodem prochdzejici se nazyva tecnd
rovina ke kvadrice K, bod T' se nazyva bod dotyku.

Z vysledkil predchazejicich zavedeni pojmu reguldrni bod plyne:

Véta 5.8.6 Kazdy reguldrni bod kvadriky IC je bodem dotyku prdvé jedné tecné roviny
k této kvadrice (budeme ji znacit (T)).

V libovolném singuldrnim bodé kvadriky tecnd rovina neexistuje.

Poznamka 5.8.7 Piimky leZici v te¢né roviné 7(T") a prochazejici bodem 7" jsou bud’ te¢ny
(nejsou-li asymptotického sméru), nebo tvorici pfimky (v opacném piipad¢).

9Protoze pojem singularity bodu je pojmem geometrickym, plyne odtud, Ze i vrchol kuzelové plochy (tj.
pocdtek kanonické bdze) je uren touto plochou jednoznacné.
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Napriklad nemé-li kvadrika zddny asymptoticky smér, pak jsou vSechny tyto primky
teCnami (napf. elipsoid), naopak v piipadé, kdy danym bodem neprochézi Zadna te€na (napft.
dvojice rovnobéZnych ¢&i riiznob&znych rovin®), jde pouze o pfimky tvofici. Obecné otdzku
existence tvoricich pfimek jdoucich reguldrnim bodem fesi podkapitola 5.8.2.

Otédzkou nynf je nalezeni obecné rovnice te¢né roviny.®
Vratme se na uvod této podkapitoly. Je-li 7' n&ktery reguldrni bod kvadriky K, pak (za
oznaceni zavedeného) ziejmé plati, Ze vektor u = (uy,us, u3) ndlezi do zaméfeni roviny
7(T) , pravé kdyz:

Fi(zo, yo)ur + Fo(zo, yo)us + F3(xo, yo)us = 0. (5.70)

Jak vime, nélezi bod X roviné 7(7'), pravé kdyZz vektor X — T ndlezi jejimu zaméfeni.
Oznadime-li X = [z,y, x|, dostavame: X € 7(T) <

& Fi(xo, Y0, 20)(x — o) + F2(20, Yo, 20) (Y — o) + F3(0, Yo, 20)(2 — 20) = 0,

coz (protoze alespoii jeden z koeficienti F;(x,y, z) je nenulovy) pfedstavuje obecnou rovnici
roviny 7(7).

Véta 5.8.8 Bud' K kvadrika dand v nékteré bdzi matici ¥, T = [z, yo, 20] jeji libovolny

reguldrni bod. Pak obecnd rovnice tecné roviny kvadriky K v bodé T' zni:

Fi (0,90, 20) (2 — 20) + Fa(x0, Yo, 20) (¥ — Yo) + F5(20, Yo, 20)(2 — 20) = 0. (5.71)

Tuto obecnou rovnici Ize vyjadrit v maticovém tvaru (provéite):

(l’o,yg,Zo,l)F =0. (572)

— N e 8

Pojem ,te¢nd rovina k plose’ je jisté Ctendfi zndm z kurzu matematické analyzy, kde bylo
odvozeno, Ze rovnice te¢né roviny v bodé [z, yo, 20] ke grafu funkce definované implicitné

rovnici F(z,y, z) = 0 zni:%°

aF) oF oF
oF emaw+(5)  wmw(5) a0
(8x (%0,Y0,20) Ay (%0,Y0,20) 0z (%0,Y0,20)

Snadno se lze presvédcit, Ze tento vztah je ekvivalentni vztahu (5.71), a proto i pojem
teCna rovina — tak jak byl nami zaveden — koresponduje s pojmem zndmym z matematické
analyzy.

%4Kazd4 piimka prochézejici regularnim bodem mad s touto plochou bud pravé dva spole¢né body (se¢na),
nebo lezi v nékteré z dvojice rovin (tvorici ptimka).

95Srv. nalezeni obecné rovnice teény ke kuzelosedce — véta 4.7.9

667a jistych podminek kladenych na funkci F'(x, v, z), které v§ak jsou v naSem piipadé splnény.
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5.8.2 Tvorici primky kvadriky

V tomto odstavci budeme zkoumat existenci tvoficich pfimek prochdzejicich zvolenym bo-

dem na kvadrice. Je-li tento bod singularni, pak je tento problém vcelku trividlni (viz predesla

podsekce). Dale tedy budeme hledat tvotici ptimky prochazejici reguldrnim bodem plochy.
Z poznamky 5.8.7 (a definice tvorici pifimky) plyne:

Véta 5.8.9 Bud T libovolny reguldrni bod kvadriky K.Pak tvo¥ici primky prochdzejict
libovolnym bodem T jsou prdvé ty primky, které ndleZi priniku (fezu) kvadriky K a tecné
roviny 7(T).

Naskyta se nyni otdzka, kolik tvoficich pfimek prochazi regularnim bodem na té které
kvadrice. To zjistime tak, Ze vySetfime fezy jednotlivych kvadrik te€nymi rovinami vedenymi
v jejich reguldrnich bodech.

Uvazujme nyni kvadriku /C a jeji libovolny reguldrni bod T'. Zvolime bazi B tak, aby jejim
pocatkem byl bod T a aby te¢nd rovina 7(7") byla soufadnou rovinou z = 0, ¢imZ se studium
fezu £ N 7(T") zjednodusi.

Pfedné — z toho, ze T' = [0, 0, 0] nédlezi /C plyne, Ze fi4 = 0.

Nyni vyjadieme obecnou rovnici (5.71) te¢né roviny 7(7'):

T(T) : frax + foay + faaz =0,

kterd ovSem musi byt nenulovym nasobkem rovnice z = 0, tudiZ plati

f14 = f24 = 0.

Bod T je regularni, proto f34 # 0.
Obecna rovnice kvadriky K v bazi B = (T; ey, es, e3) tudiz zni:

fi17® + 2f197y + fooy® + 2f1372 + 2fo3y2 + fa3327 + 2f342 = 0. (5.73)

V souladu s podkapitolou 5.7.1 je fezem K N 7(T') kuzelosecka K v roviné z = 0 dand v bazi
(T'; e1, e2) obecnou rovnici

fux® + 2frry + foy® = 0. (5.74)
Oznaéime-li 6 maly diskriminant kuZelosecky C, 1ze pro velky diskriminant A plochy /C pst:

Jin fi2 f13 O
A— far fa2 faz O

| fa feo fas faa
0 0 fss O

Sy (575)

Odtud vyplyva:
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5.8 Te¢na rovina ke kvadrice. Tvofici pfimky kvadriky

e v pifpadé A = 0 je K parabolického typu,
e v pifpadé A > 0 je K hyperbolického typu,
e v pfipadé A < 0 je K eliptického typu.

Z (5.74) dale plyne, Ze K je singuldrni kiivka a protoze T' € K, je K navic neprazdn4.
UZitim véty 5.3.7 a s pfihlédnutim k vétdm 5.8.3, 5.8.4 odtud dostdvame:

Véta 5.8.10 Na elipsoidu, dvojdilném hyperboloidu a eliptickém paraboloidu tvofici piim-
ky neexistuji.

Kazdym bodem jednodilného hyperboloidu a hyperbolického paraboloidu prochdzi
dvojice tvoricich primek.

Kazdym bodem eliptické, hyperbolické i parabolické vdlcové plochy a kaZdym reguldr-

nim bodem kuZelové plochy prochdzi jedind tvorici primka.

Obr. 5.8.2
Tvofici pfimky prochdzejici jednotlivymi body jednodilného hyperboloidu.
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Obr. 5.8.3
Tvofici pfimky prochazejici jednotlivymi body hyperbolického paraboloidu.

V zavéru této podkapitoly nalezneme geometrickou interpretaci pojmu asymptoticky smér
(srv. véta 4.7.10 v pripadé kuZelosecCek) — jak vime, md kazda se¢na smér neasymptoticky a
naskytd se otdzka, zda lze ke kazdému neasymptotickému sméru secnu nalézt.

Uvazujme kvadriku &, kterd obsahuje alespoii dva body, neni pfimkou ani rovinou (nebot
v téchto piipadech se¢na neexistuje).

Necht je K déna ve zvolené béazi matici F' a necht s = (s, s9, s3) je neasymptotického
sméru.

Bud X libovolny bod na K, X = [z, yo, 20] a pfedpoklddejme, Ze piimka px = {X, s}
neni se¢na — tudiz je teCna (pro¢?) s bodem dotyku X. Pro soufadnice bodu X a vektoru s
plati (5.63), coz lze upravit na tvar

a12o + agyo + aszo +as =0, kde a; = fisi + fioso + fizss, 1 <@ < 4.

Vzhledem k tomu, Ze s je neasymptotického (a tudiZ reguldrniho) sméru, je alespon jeden z
koeficientl aq, as, az nenulovy (soufadnice vektoru s nespliuji (5.46)). To ovS§em znamena,
Ze libovolny bod X plochy K leZi v roviné o rovnici

a1 x + asy + azz + ag = 0,
coz je ovSem spor s tim, Zze K obsahuje alesponi dva body a neni piimkou ¢i rovinou.
Nasledujici tvrzeni, které jsme praveé dokézali, je hledanou geometrickou charakterizaci

pojmu (ne)asymptoticky smér.

Véta 5.8.11 Bud K kvadrika, kterd obsahuje alespori dva body a neni pFimkou & rovinou.
Pak libovolny smér z V je neasymptotickym smérem kvadriky IC prdavé tehdy, kdy? existuje
secna krivky IC tohoto sméru.
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5.9 Sttedy soumérnosti kvadrik

5.9 Stredy soumérnosti kvadrik

Kvadrikou budeme v podkapitole 5.9 rozumét vZdy neprdzdnou mnoZinu.

Pojem stred soumérnosti (dale kratce stied) mnoziny bodi M (podmnoZiny libovolného
afinniho prostoru) byl zaveden v definici 4.8.1.

Pojem stred kvadriky jsme jiz zavedli pro pocatek kanonické baze nékterych kvadrik
(v podkapitole 5.2), pricemz jsme ukézali, Ze je skutecné stredem soumeérnosti téchto ploch.
Nyni vyfesime otazku existence stiedii soumérnosti obecné.

Pojem tétiva kvadriky bychom zavedli zcela analogicky jako v pripadé kuZelosecky (viz
definice 4.8.2).

Poznamka 5.9.1 Z definice stiedu a tétivy plyne pro libovolnou kvadriku /C:

e Je-li néktery bod stfedem vSech tétiv kvadriky /C jim prochdzejicich, pak je stfedem X
(nepostaci jen tétivy neasymptotického sméru?).

e Je-li néktery bod stiedem kvadriky /C, pak je stredem vsech tétiv neasymptotického
sméru jim prochdzejicich.

Nésledujici lemma bychom odvodili naprosto analogicky jako v pfipadé kuZzelosecek.

Lemma 5.9.2 Bud K kvadrika urdend v nékteré bdzi matici F, s = (s1, S, s3) libovolny
vektor neasymptotického sméru.
Bod M = [xq,yo, 20 je stFedem tétivy sméru [s] jim prochdzejici, pravé kdy? jeho sourad-

nice vyhovuji vztahu

Fi(x0, Y0, 20)s1 + Fa(x0, Yo, 20)S2 + F3(20, Yo, 20)s3 = 0. (5.76)

Nasledujici véta formuluje nutné a postacujici podminky pro soufadnice stfedt kvadriky.

Véta 5.9.3 Bud' K kvadrika uréend v nékteré bdzi matici F.
Pak bod S = [xq, yo, 20] je stFedem kvadriky IC, prdavé kdy? jeho soufadnice jsou FeSenim

soustavy linedrnich rovnic

Fi(xz,y,z) =0
Fy(z,y,2) =0. (5.77)
Fs(z,y,2) =0
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Soustavu (5.77) Ize rozepsat:®’

fux + fi2y + fizsz = —fua
forr + foy + fazz = —fouu- (5.78)
J31T + [y + fazz = —fu

Diikaz:

1. Dokézeme dostatec¢nost podminky (5.77).
Bud B = (P; ey, ey, e3) pivodni bdze a at S = [z, Yo, 20]5 Vyhovuje soustavé (5.77).
Zvolme novou bazi B/ = (S;e;, es, e3). Pak (analogicky jako v dikaze véty 4.8.5)
odvodime, Ze obecna rovnice kvadriky C v bazi B zni:

fnfl@l2 + f22y/2 + f332'2 4+ 2f102'y + 2 fo3y/ 2" + 2 f132"2 + fi, = 0.

Patrné K s kazdym bodem X = [2/,v/, /] obsahuje i bod YV = [—2/, —y/, —2'], coZ
znadi, ze bod S = [0, 0, 0] 5, je stfedem soumérnosti K.

2. Dokédzeme nutnost podminky (5.77).

(a) Nechf K neni jednobodovd mnoZina.
Bud S = [0, %0, 20] stiedem plochy K a nechf [z, o, 20] nevyhovuje sous-
tavé (5.77) — j. F;(xo, Yo, 20) 7 0 pro alespon jedno i, 1 < i < 3.
Potom podmince (5.76) vyhovuji sméry jistého dvojrozmérného podprostoru, a
tudiz (uzitim lemmatu 5.9.2) vSechny pfimky neasymptotického sméru, které na
IC vytinaji tétivu se stiedem S, leZi v jisté roviné p.
Mohou nastat dvé moZnosti:

e dalsi tétivy neexistuji. To ovSem znamend, Ze K lezi v roviné p (je tedy
pfimkou ¢i rovinou) a obsahuje bod S. Pak vzhledem k vété 5.8.4 je bod
S singuldrnim bodem K.

e existuji dalsi tétivy — jsou tedy asymptotického sméru.

Body kvadriky, které nelezi v p, leZi proto na tvoricich pfimkach procha-
zejicich bodem S (pro¢?). Vzhledem ke struktufe mnoZziny asymptotickych
sméra (véta 5.5.12) proto tyto body lezi bud na pfimce jdouci S, nebo na
kuZzelové plose s vrcholem S, nebo v roviné ¢i dvojici riznobéznych rovin
jdoucich S. Ve vSech téchto pripadech je vSak S singuldrnim bodem K (ex-
istujf alesponi tfi nekomplandrni te¢ny jdouci S°).

(Ptipad, kdy by body mimo p leZely na kuzelové ploSe, zndzoriiuje obré-
zek 5.9.1. Dva ovalné utvary v p piedstavuji body KNp (mohou byt i prazdné).)

©’Hodnosti matice soustavy je tudiz mal4 hodnost r kvadriky K.
%8Viz pozndmka pred definici 5.8.5
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Obr. 5.9.1

Ukézali jsme tedy, Ze v obou z uvaZovanych moZnosti je bod S bodem sin-
guldarnim, a tudiZ jeho soutfadnice vyhovuji soustavé (5.77), coZ je spor.

(b) Necht K je jednobodova mnozina, K = { X }.
V tomto piipad¢ je soustava (5.77) feSitelnd jednoznacné (r = 3) a dale mizeme
postupovat zcela analogicky jako v dikaze véty 4.8.5 (Cast 2(b)).

Dusledkem pravé dokazané véty a definice singularniho bodu je:

Véta 5.9.4 Ndlezi-li stied kvadrice, je jejim singuldrnim bodem (a tato je tedy singuldrni
kvadrikou).

Nyni budeme studovat mnoZiny stfedii jednotlivych kvadrik.
ProtoZe matici soustavy (5.78) pro soufadnice stfedd kvadriky C je matice F, zfejmé plati:

1. Jestlize r = 3, pak K ma jediny stfed (elipsoid, hyperboloid jednodilny i dvojdilny,
kuZelova plocha, jednobodov4 mnoZina).
Timto jedinym stfedem je tudiz pocdtek kanonické bdze (viz podkapitola 5.2).

2. Jestlize r = 2, pak bud stiedy K vyplni pfimku (tzv. pfimka stFedii), nebo K Zadny
stred nema.

(a) Pro eliptickou i hyperbolickou valcovou plochu je jisté kazdy bod piimky {S, as}
(S je pocétek kanonické béaze, [as] hlavni smér odpovidajici A = 0) jejim stiedem,
a tudiz tyto kvadriky dalSich stfedii nemaji. Podobné pro dvojici riznobéznych
rovin (piimkou stfedu je jejich prisecnice) a pfimku.
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(b) Pro elipticky i hyperbolicky paraboloid je hodnost » = 2 a R = 4, proto hodnost
rozsifené matice soustavy (5.78) je rovna 3 (pokud by totiZ po ptfidani sloupce
pravych stran hodnost zlstala rovna 2, nemohla by se pfidanim jednoho fadku
(kdy dostaneme velkou hodnost) zménit na 4), a tudiz zde neexistuje Zadny stied.

3. Je-li r = 1, pak stiedy K bud vyplni rovinu (tzv. rovina sti‘edi), nebo K Zzadny stied
nema.

(a) V pripadé dvojice rovnobéznych rovin ¢i roviny dvojnasobné je kazdy bod roviny
{V;ay,as} sttedem kvadriky (oznaceni je opét pfevzato z podkapitoly 5.2.1), a
tedy tyto kvadriky dal$ich stfedd nemaji.

(b) V pripadé parabolické valcové plochy je hodnost » = 1 a R = 3, proto (analog-
icky pfipadu 2(b)) soustava (5.78) nem4 feSeni.

Prave ziskané poznatky shriime do véty.

Véta 5.9.5 Elipsoid, jednodilny i dvojdilny hyperboloid, kuZelovd plocha a jednobodovd
mnoZina maji jediny stved.

Eliptickd i hyperbolickd plocha vdlcovd, dvojice riiznobéznych rovin a primka maji
primku stredii.

Dvojice rovnobéznych rovin a rovina jedind maji rovinu stiedii.

s v oz

Ostatni kvadriky nemaji Zddny stred.

Definice 5.9.6 Bud K kvadrika. Jestlize K ma jediny stied, nazyva se stiedovd kvadrika.

V opa¢ném piipadé se nazyva nestiedovd kvadrika.*”

Nésledujici vétu bychom dokdzali analogicky, jako v ptipadé kuZelosecek.

Véta5.9.7 Bud K stiedovd kvadrika urcend v nékteré bdzi B matici F. Pak pro souradnice
jejiho stiedu S plati:
g |fu. Fa Fus
R R P
kde Fy; znac¢i algebraicky doplnék prvku fy; matice F, 1 < i < 3.

Z véty 5.9.5 plyne

Dusledek 5.9.8 Stiedovd kvadrika md jednoznacné urcen pocdtek kanonické bdze.

99V nékteré literatufe se stfedovymi kvadrikami rozumi ty, jez majf aspoti jeden stied a nestiedovymi ty, jeZ
nemaji Zadny stied.
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Se zretelem k veté 5.5.9 tak dostavame, Ze stfedova kvadrika, ktera neni rotacni, ma (az
na orientaci os) jedinou kanonickou soustavu soufadnou.
V piipadé rotacni’ stiedové kvadriky (s vyjimkou kulové plochy’") je jednoznaéné (aZz na
orientaci) urcena jedna ze souradnych os a rovina, v niz lezi zbyvajici osy kanonické soustavy
soufadné.

ProtoZe i v pripadé dalSich kvadrik majicich alesponl jeden stfed je pocatek kanonické
baze jednim z jejich stfedt, plyne z véty 5.9.5 dale:

Dusledek 5.9.9 Eliptickd i hyperbolickd plocha vdlcovd maji jednoznacné (aZ na ori-
entaci) urcenu jednu ze soutadnych os’*(ta je osou kvadriky ve smyslu definice 5.2.2)
a nejsou-li rotacni, maji jednoznacné urceny i sméry zbyvajicich souradnych os kanon-
ické soustavy souradné. Jsou-li rotacni, maji jednoznacné (aZ na orientaci) urcenu jednu
ze souradnych os (osu kvadriky) a rovinu, s niZ jsou zbyvajici osy kanonické soustavy

souradné rovnobéné.
Jakd bude situace pro dvojici rovnobéznych rovin a rovinu jedinou?

5.10 Prumérové roviny kvadrik

Pojem priimérovd rovina kvadriky sdruzend s danym smérem, ktery zde zavedeme, je pfiro-
zenym zobecnénim pojmu priimér kuzelosecky.

Nadale budeme uvazovat pouze kvadriky, jez nejsou primkou a obsahuji alespori dva
body.

5.10.1 Zakladni vlastnosti prumérovych rovin

Uvodni tivaha bude analogick4 tivaze predchézejici zavedeni pojmu primér kuZelosecky.
Uvazujme kvadriku K urcenou v nékteré bazi matici F.
Vyberme nyni libovolny neasymptoticky smér [s] a ved me se¢ny plochy K tohoto sméru.
Budeme zkoumat mnozinu stfedil takto vzniklych tétiv.
Z lemmatu 5.9.2 plyne, Ze soufadnice libovolného takového bodu M, = [z, y, z| musi
spliiovat vztah
Fi(x,y,2)s1 + Fa(x,y, 2)s2 + F3(x,y,2)s3 = 0, (5.79)

kde s = (s1, S2, S3), coZ lze dale upravit na tvar (5.80):

7(s) : (firs1+ fi2s2 + fisss)z + (fars1 + foasa + fo383)y+

: 5.80
+(f3151 + f3252 + fs353)2 + (fars1 + fazS2 + fazs3) =0 (50

7OPfipomeiite si pozndmku 5.5.8.
"1Jak4 je situace v pripadé kulové plochy?
72Jakého je sméru?
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ProtoZe smér [s] je neasymptoticky a tedy reguldrni, je (5.80) rovnici roviny (proc?). Stredy
vSech tétiv sméru [s| tudiz lezi v roviné 7(s), kterd je smérem [s| jednozna¢né urlena (jde
tedy o geometrickou vilastnost daného sméru a kvadriky).

Rovnici (5.80) l1ze tovnéz vyjadfit v maticovém tvaru:

m(s): (s1,89,83,0)F =0, (5.81)

— N Q8

coZz mj. znamend, Ze aritmeticky vektor (ai,as,a3) = (s1,5253)F je trojici koeficientd
obecné rovnice roviny 7(s).”

Necht nyni [s] je asymproticky, ale reguldrni.”* Pak je (5.80) opét rovnici jisté roviny.
Nelze ji vSak interpretovat jako rovinu obsahujici stfedy tétiv (pro¢?). Proto musime provéfit,
Ze jde skutecné o geometricky pojem — tedy Ze tato rovina je urcena jednoznacné danym
smérem a kvadrikou (tj. nezdvisle na volbé baze a vybéru matice kvadriky ¢i reprezentanta
daného sméru). Ctenaf si jistd ovéii, Ze prejdeme-li od baze B k dalii bazi B’ plati (uZitim
vztahti pro transformaci soufadnic bodu a vektort a véty 5.1.5):

/

T
/

Y

Z/

1

(s}, 55, s5,0)F’ =0 < (s1,52,53,0)F

S S S ]

kde ¢arkami jsou oznaCeny soufadnice tychz objektd v bazi B’. Tim je ukdzana nezavislost
roviny 7 na volbé baze.
ProtoZe pro uvazovanou kvadriku /C plati véta 5.3.1 o jednoznacnosti, nezavisi rovina 7(s)
ani na vybéru matice v dané bazi (zdivodnéte); nezavislost na vybéru reprezentanta daného
sméru je ziejma.
PoloZzme si nyni otazku, které vektory tvoii zaméfeni roviny 7(s).
Ziejmé vektor u = (u, usus) ndlezi tomuto zaméfeni, pravé kdyz
E (firs1 + fias2 + fizss)u; = 0,
1<i<3

coz (viz dusledek 5.5.4) je ekvivalentni tomu, Ze sméry [u], [s] jsou vzhledem ke /C sdruzené.

Ukazali jsme, Ze nésledujici definice je korektni.

Definice 5.10.1 Bud K kvadrika, [s] jeji reguldrni smér a nechf F je nékterd matice
kvadriky /C v libovolné bazi 3. Pak rovina 7(s) dand obecnou rovnici (5.80), se nazyva

priimérovd rovina kvadriky IC sdruZend se smérem [s], s = (s1, S2, $3)1,-

73Kdy bude tato trojice uddvat soufadnice normalového vektoru?
74V piipadé, Ze s je singularniho sméru, nenf (5.80) rovnici Z4dné roviny (pro&?).
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Ziskali jsme geometrickou interpretaci pojmu ,, sdruZené sméry:”

Véta 5.10.2 Bud ddna kvadrika K. Pak plati, Ze smér [v] je vzhledem ke K sdruzeny

s reguldrnim smérem [s|, pravé kdyZ ndlezi zaméreni priimérové roviny 7 (s).

Odtud a z definice 5.5.5 plyne:
Véta 5.10.3 Pro libovolnou kvadriku IC plati:

o Smér [u] je singuldrnim smérem kvadriky IC, prdvé kdyZ je rovnobéiny se vsemi
prumérovymi rovinami kvadriky K.

o Smér [u] je reguldrnim asymptotickym smérem kvadriky IC, pravé kdy?Z je rovnobéZny
s rovinou ().

o Smér [u] je reguldrnim hlavnim smérem kvadriky IC, pravé kdyz je kolmy na rovinu
().

Analogicky jako v pripadé priméri kuzelosecek studujme incidenci stfedu kvadriky a
jejich primérovych rovin.

Bud K kvadrika urend v nékteré bazi matici F.

Je-li S jejim stiedem, pak z véty 5.9.3 snadno plyne, Ze S ndleZi primérové roviné
kvadriky /C sdruzené s libovolnym smérem.

Obrécené, bud S = [z, yo, 20] bod néleZici v§em primérovym rovindm plochy K. Pak
pro kazdy reguldrni smér [s|, s = (s1, s2, 53), plati rovnost (5.79):

Fi(x,y,2)s1 + Fa(x,y,2)s2 + F3(x,y, 2)s3 = 0.

Z mnoziny reguldrnich smérd nyni vybereme tii linedrné nezavislé.’®
Soufadnice jejich reprezentantd musi vyhovovat této rovnosti, takze ¢isla F; (o, yo, o), 1 <
1 < 3 fesi jistou homogenni soustavu s nenulovym determinantem (jakou?). Odtud plyne, ze

Fl(x07 Yo, 1'0) = F2($07 Yo, xD) = F3($0>y07 xﬂ) = 07

coz dle véty 5.9.3 znaci, Ze S je stiedem plochy K.
Ztormulujme odvozené poznatky:

Véta 5.10.4 Bod S je stiedem kvadriky KC prdavé tehdy, kdyZ leZi ve vSech priimérovych
rovindch této kvadriky.

3Srovnejte s vétou 5.5.11.
75Dle véty 5.5.10 lezi singuldrni sméry v nejvyse dvojrozmémém podprostoru, proto pozadovand trojice
existuje.
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UvaZujme nyni dvé primérové roviny 7(u), 7(v) téZe plochy K (nechf je zvolena béze
B, F bud matice plochy K).
Uvazujme vektor w regularniho sméru, pro néjz w = t;u + t,v. Pak plati:

(wla W, W3, O)F

—_oNn e 8

:tl(ulau27u37O)F +t2(U1,7)2,7}3,0)F

N e 8
RS S S

coz znadi, Ze obecnd rovnice roviny m(w) je linedrni kombinaci obecnych rovnic rovin 7(u)
a m(v), a tedy plati nasledujici tvrzeni:

Véta 5.10.5 Bud [w] libovolny reguldrni smér kvadriky KC komplandrni s nékterou dvojict
Jjejich reguldrnich smérii [u|, [v]. Pak priimérovd rovina w(w) ndleZi svazku rovin uréeného
rovinami w(u), 7(v).

Bud'te [u], [v] rizné sméry a nechf ddle 7(u), 7(v) jsou dv& rovnobézné praimérové
roviny téze plochy K (F oznacuje jeji matici v nékteré bazi).
To nastane, pravé kdyz (viz (5.81)) {u}Fo=t{v}Fq, t # 0, coZ je ekvivalentni s {u —
tv}F, = {o}. To ovSem znadi existenci vektoru w singuldarniho sméru, ktery je komplandrni
se sméry vektorii ua v (w = u — tv).

Véta 5.10.6 Dvé priimérové roviny téZe kvadriky K sdruZené s ruznymi sméry jsou rovnobézné,

prdvé kdy? existuje singuldrni smér kvadriky K komplandrnt s touto dvojici smérii.

5.10.2 Prumeérové roviny jednotlivych kvadrik

Uvazujme libovolnou stredovou kvadriku /C.
Dle véty 5.10.4 musi kazda primérova rovina prochazet jejim stiedem S.

Vyberme libovolnou rovinu p obsahujici S a zkoumejme, je-1i primérovou rovinou plochy
K.
Zvolme nyni bazi, jejimz pocdtkem je bod S.
Pak pro matici F kvadriky /C plati, Ze f;, = 0,1 < ¢ < 3 (viz (5.78)), a obecnd rovnice roviny
pzni: a1 + asy + azz = 0.
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Hleddme u = (uy, us, us) tak, aby p = m(u). S pfihlédnutim k (5.80) to nastane, pravé kdy?
faur + fiouo + figus =ta;, 1 <i<3,t#0,7

coz predstavuje soustavu rovnic, kterd je pro stredovou kvadriku feSitelnd, a to jednoznacné,
nebof matice této soustavy je F.
Plati tedy véta:

Véta 5.10.7 Bud' K libovolnd stiedovd kvadrika. Pak plati:
1. Priumérové roviny kvadriky K jsou prdvé vSechny roviny prochdzejici jejim stiedem.

2. Kazdd prumérovd rovina kvadriky K je sdruZena s pravé jednim smérem.

Nyni uvazujme kvadriku majici pfimku stfedu.
Opét vime, Ze kazda jeji primérova rovina tuto piimku o obsahuje.
Uvazujme nyni libovolnou rovinu p obsahujici pfimku o.
Zvolme nyni vhodné€ bazi (ne nutné kartézskou, viz disledek 5.4.7) tak, aby K méla obecnou
rovnici’®
K:a?+y? =0,

a tudiz ptfimka o je osou z a p ma proto rovnici
pi a1x + asy = 0.
V souladu s (5.80) bude p = 7(u), u = (uq, ug, ug), pravé kdyz:
up = tay, us = tag, resp. us = —tas, t # 0, a ug je libovolné,

¢imz dostavame jednoznacné ureny podprostor [(uq, ug, 1), (u1, ug, 0)], ktery vypliiuji vek-
tory u hledanych smért.

Véta 5.10.8 Bud' K libovolnd kvadrika majici piimku stredii. Pak plati:

1. Priimérové roviny kvadriky K jsou prdvé vsechny roviny prochdzejici obsahujici
primku jejich stiedii..

2. Sméry, s nimiZ je kaZdd primérovd rovina kvadriky K sdruZena, vypliiuji dvojroz-

mérny podprostor jednoznacné urceny touto rovinou.

Studujme kvadriku majici rovinu stiedu.

7TBez tijmy na obecnosti 1ze predpoklddat t = 1 (proc?).
8Uvédomme si, o které kvadriky se jedna.
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ProtozZe kazda jeji primérova rovina musi obsahovat v§echny stedy, plyne odtud:

Véta 5.10.9 Rovina stiedii je jedinou priumérovou rovinou libovolné kvadriky majict rov-
inu stiedu (je tudiz sdruzena s libovolnym reguldrnim smérem této kvadriky).

Nakonec si v§imneme ploch, které nemaji stfed, coZ jsou paraboloidy (elipticky a hyper-
bolicky) a parabolické véalcova plocha.

e Bud K elipticky, resp. hyperbolicky, paraboloid.
Pak existuje baze (ne nutn¢ kartézskd), v niz ma X rovnici

K: a?+9* =22,

a smér [(0,0, 1)] je jejim (jedinym) singularnim smérem (ovéite).
V souladu s vétou 5.10.3 je kazdd primérova rovina s timto smérem rovnob&€zna.

Uvazujme nyni libovolnou rovinu p rovnobé&znou se smérem [(0,0, 1)]; jeji obecnd
rovnice zni

pi ax+agy+az =0.

Vzhledem k (5.80) je k tomu, aby p = 7(u), u = (uq, ug, uz), nutné a staci polozit

Uy = a1, U = Qg (T€SP. Uy = —ay), Ug = —as,”’ ¢imz obdrzime jednoznacné urceny

smeér vektoru u.

Véta 5.10.10 Bud K elipticky ¢i hyperbolicky paraboloid. Pak plati:

1. Prumérové roviny paraboloidu IC jsou prdvé vsechny roviny rovnobéiné s jeho sin-

guldrnim smérem.

2. KaZdd priumérovd rovina paraboloidu K je sdruzena s prdavé jednim smérem.

e bud K parabolické vélcova plocha.
zvolme bazi, v niz ma /C rovnici

atedy [(1,0,0), (0,0, 1)] je podprostorem singularnich sméra.

Podle véty 5.10.3 pak kazda primérova rovina musi mit toto zaméfeni, tudiz musi byt
rovnobézna s rovinou y = 0.

2Opét az na nenulovy nasobek ¢, jako v piedeslych piipadech.
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Vezméme libovolnou rovinu p s timto zaméfenim — jeji obecnd rovnice zni:
p: ay+as=0.
S ohledem na (5.80) dostdvame, Ze p = 7(u), u = (uy, ug, ug), pravé kdyz
U = —as, Us = as, °° us je libovolné,

¢imZ obdrzime jednoznacné uréeny dvojrozmérny podprostor [(uy, us, 0), (u1, ug, 1)],
jemuz nélezi pravé vSechny vektory u.

Véta 5.10.11 Bud K parabolickd vdlcovd plocha. Pak plati:

1. Priimérové roviny kvadriky K jsou prdvé vSechny roviny jejichZ zamérent je podpros-
tor singuldrnich smérii plochy IC.

2. Smeéry, s nimiZ je kaZdd priimérovd rovina plochy K sdruZena, vypliiuji dvojrozmérny

podprostor jednoznacné urceny touto rovinou.

5.10.3 Baze sdruzenych sméru kvadriky

V zavéru této kapitoly nazna¢ime zpusob nalezeni baze, v niZ ma kvadrika obecnou rovnici
,jednoduchého tvaru“ (jejiZ existenci zaruCuje dasledek 5.4.7) pravé pomoci prumérovych

rovin kvadriky, ¢imZ podame geometrickou interpretaci pojmu polarni baze kvadratické formy
kvadriky.

Nechf je kvadrika K ddna v nékteré bazi B = (P; ey, ey, e3) matici F.

Budeme se snazit pfedev§im zkonstruovat bazi B’ = (P; a;, ay, a), v niZ se mald matice
F{ diagonalizuje — f{, = f53 = fi5 = 0.
ProtoZe f;; = ®(a;,a;), je k tomu nutné a staci, aby [a;], [a;] byla dvojice smérli sdruZenych
vzhledem ke &C.%!

Poté ptejdeme vhodnou volbou pocatku k bazi B”, v niz jiz matice nabude zddaného tvaru.

1. Necht K je stifedova kvadrika, popt. kvadrika s pfimkou stieda.

Zvolme vektorem a; néktery jeji regularni smér a sestrojme primérovou rovinu 7(ay ).
V jejim zaméieni vyberme libovolny vektor a; regularniho sméru a sestrojme rovinu
7(ay).%? ProtoZe ob& primérové roviny obsahuji viechny stfedy plochy K (véta 5.10.4),

80 A7 na nenulovy nasobek.
81Tj. B = (a1, az, a3) je bze polarni vzhledem k ®.
827fejmé a; ndlezi jejimu zaméfeni (véta 5.10.2).
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protinaji se v pfimce d, jejiZ smérovy vektor oznacme az. Pfimka d zfejmé obsahuje
vSechny stiedy K.

Ziskali jsme tak trojici linearné nezavislych vektort, pricemz vzhledem k vété 5.10.2
jsou dvojice sméra vektord {a, as }, {a;, a3} i {ay, ag} sdruzené vzhledem ke kvadrice
KC atedy (a;, as, a3) tvoii hledanou bazi 3}, zaméfeni V.

Obecna rovnice plochy K v bazi B'zni:

f{1$I2 + fézy/2 + f§3z/2 + 21428 + 2fouy’ + 2542 + f1u = 0.

Obracené — mé-li obecnd rovnice uvazované plochy KC v nékteré bazi tento tvar (kde
fi1 # 0 # f3,), pak zfejmé rovina 2’ = 0 je rovnobézna s primérovou rovinou prvého
vektoru baze a rovina iy’ = 0 s primérovou rovinou druhého vektoru baze (provéite).

Obr. 5.10.1

RozliSime nyni dva pfipady:

(a) K je stfedova (r = 3).
V tomto piipadé€ je smér [az] reguldrni a rovina 7(a3) protind pfimku d ve stiedu
S této plochy (proc?).
Dile je f/; # 0,1 < i < 3 a tudiz koeficienty na pozicich (14), (24) a (34)
vymizi, pravé kdyZ umistime pocatek soustavy souradné do stiedu .S (promyslete
si) a obecnd rovnice v bazi B” = (S; a, ag, a3) nabude tvaru

"

"2 n, "2 n "2 "o
1T S+ foy T+ fyz3z T+ fiy =0

Povsimnéme si, ze soufadné osy jsou prisecnicemi jednotlivych primérovych
rovin — napf. osa z” je prusecnici 7(as) N 7(as).
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(b) K ma piimku stfedd (r = 2). Touto piimkou je ov§em pifmka d sméru [as], a
tudiz (viz (5.78)) f43 = fi, = 0; pfimka d je dana obecnymi rovnicemi
i+ fla=0A foo' + f5, = 0.
Je proto patrno, Ze koeficienty na pozicich (14) a (24) vymizi jen tehdy, umistime-
li pocatek soustavy soufadné do libovolného bodu piimky d (kterd se tak stava
osou z”) — v bdzi B” = (S; a;, as, a3) nabude obecnd rovnice tvaru

n_ "2 "9 "o
nT "+ oy T+ f1a =0

S ptihlédnutim k signaturam a piip. znaménku A jednotlivych ploch (viz véta 5.3.7)
1ze obecné rovnice uvadéné vyse ekvivalentné vyjadfit tak, jak jsou uvedeny
v nésledujicim tvrzeni (promyslete si):

Véta 5.10.12 Bud K kvadrika.

1. Je-li K stiedovd,
(o, 3,7 € RY)

K| > 1, pak md v bdzi B obecnou rovnici ndsledujictho typu

(a) 2—2 + z—z + fy—i = 1 (je-li I elipsoid), nebo
(b) 2_2 + g_z _ i_z = 1 (je-li K jednodilny hyperboloid), &i
(c) =% — %—z + ,Zy—z = 1 (je-li K dvojdilny hyperboloid), nebo

2 2

(d) 5=+

2

le 8

— i—z = 0 (je-li I kuZelovd plocha),

Ql@
)

prdvé kdyz souradné osy soustavy souradné jsou priisecCnicemi tii priimérovych rovin
plochy IC sdruZenych s libovolnymi sméry, které jsou navzdjem (po dvou) sdruZené
vzhledem ke K.

2. Md-li K primku stiedii d, K # d, pak md v bdzi B obecnou rovnici ndsledujiciho
typu (o, B € RY)

(a) z—z + Z—z = 1 (je-li IC eliptickd vdlcovd plocha), nebo
(b) z—z — %—2 = 1 (je-1li IC hyperbolickd vdlcovd plocha), nebo
(c) 2—2 — z—z = 0 (je-li IC dvojice riiznobéZnych rovin)

prdvé kdyz souradné roviny x = 0, y = 0 jsou priimérovymi rovinami plochy K

sdruzenymi s libovolnymi sméry, které jsou navzdjem sdruZené vzhledem ke K.

2. Ma-li K rovinu stfedi (tj. je-1i dvojici rovnobéznych rovin (v€. splyvajicich)), je ziejmé
feSeni tohoto problému trividlni
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3. Nechf K nema stied.

e [C je elipticky, resp. hyperbolicky, paraboloid (r = 2)
Analogicky jako v pfipadé 1. zvolime vektorem a; néktery regularni smér (resp.
navic neasymptoticky®) a sestrojime priimérovou rovinu 7(a; ). V jejim zaméfeni
vyberme libovolny vektor vektor a; regularniho sméru a sestrojme rovinu 7(as).
Do zaméfeni obou rovin ndleZzi (dle véty 5.10.3) jediny singuldrni smér paraboloidu
— oznaéme jej [ag]. Vektory ag, a3 vSak nejsou kolinedrni (pro¢?) a jsou proto
bazi zaméfeni roviny 7(a; ). ProtoZe a; neni asymptoticky, nenalezi do zaméfen{
m(a;) (véta5.10.3), a tudiz {a;, as, a3} jsou linedrné nezavislé. Proto (v souladu s
vétou 5.10.6) nejsou roviny 7(a;) a w(ay) rovnobézné a protinaji se tudiz v piimce
d (singuldrniho sméru).** Lze snadno odvodit, Ze ani vektor a, nenf asymptotického
sméru.
Obdrzeli jsme bazi B, = (a1, ay, ag) zaméfeni V, ktera (ze stejnych divodu jako
v piipadé 1.) vyhovuje stanovenym podminkdm a obecna rovnice plochy K v bazi
B’ zni:

Fae® + fooy® + 2flax’ + 2fay + 2502 + [l = 0.

nebof vzhledem k singularité a3 je fi; = ® (a3, az) = 0.

Obréicené — nabyva-li obecnd rovnice paraboloidu v nékteré bazi takovyto tvar
(f11 # 0 # f55), pak rovina &' = 0 je zfejmé rovnob&znd s primérovou rovinou
prvého vektoru baze a rovina ¢y’ = 0 s primérovou rovinou druhého vektoru baze

(provéite).

Obr. 5.10.2

V pripad€ volby pocatku baze bodem V' = [—@, —fﬁ%, v]p nabyva obecnd
11 22

83V piipadé eliptického paraboloidu je splnéno automaticky (pro¢?).
84Srv. s pipadem 1., ma-li KC p¥imku stiedi.
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rovnice paraboloidu K tvaru®

fha + fay? +2f52" + fi) =

coz je ekvivalentni s tim, Ze bod V' je libovolnym bodem prisecnice d, nebof tato
je dana obecnymi rovnicemi (viz (5.80)):

far' 4+ fla=0A foo + f5, = 0.

Pravé v pripadé, kdy za bod V' zvolime prisecik d N K (ktery nepochybné exis-
tuje), bude obecnd rovnice v bazi B” = (V; a;, ay, a3) znit:

llw”2 + f ] _I_Qf// Z// —0.

e K je parabolicka valcovd plocha (R = 3,7 = 1).
Zvolime vektorem [as| néktery regularni smér a opét sestrojime primérovou rov-
inu 7(ag). UZitim véty 5.10.3 (a véty 5.5.11) je jeji zaméfeni totozné s (dvo-
jrozmérnym) podprostorem singularnich sméra této plochy. Vybereme tedy v za-
méfeni roviny 7(as) dva libovolné nekolinedrni vektory a;, as.
Ziskdavame tak bazi B, = (aj, as, ag) zaméfeni V, kterd zfejmé vyhovuje stanovenym
podminkdm,® takZe obecnd rovnice plochy K v bazi B’ zni:

fézy,2 + 2f142" + 2fouy’ + 2f3,2" + f1u =0,

nebof vzhledem k singularit€ [a;], [as] je f1; = fi3 = 0.

Obréicené — je-li obecnd rovnice parabolické valcové plochy v nékteré bazi takovéhoto
tvaru (f}, # 0), pak rovina 3y = 0 je zfejmé& rovnobéznd s praimérovou rovinou
druhého vektoru baze.

f J24
fho?
nutnou a postacujici podminkou pro to, aby rovnice plochy C znéla:

Volba pocétku baze bodem V' = [v}, —23* vi]p (pro libovolné v}, v5 € R) je

sy L+ 2+ 2f5 2"+ ) =

coz je ekvivalentni situaci, kdy bod V je libovolnym bodem primérové roviny
7(ay), jelikoZ tato je ddna rovnici (viz (5.80)):

faoy' + f24=0.

Koeficient na pozici (44) vymizi, pravé kdyz bod V' bude libovolnym bodem
pruniku 7(ag) N K (coZ je pfimka). V piipadé takovéto volby baze automaticky
plati:

85
Pro vy = 0je f3y = fi-
86T sméry vektori a; a a3 jsou pochopitelné sdruZzené(proc?).
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bud f{}, = 0, nebo f, =0,

protoZe musi byt splnéno R = 3 A r = 1 (napiSte si pfisluSnou matici plochy ).
Obecnd rovnice tedy v bazi B” (V'; a;, ay, az) nabyva tvaru:®’

Ly +2f” =0,

Odvozené poznatky shriime do véty (tvary obecnych rovnic jsme opét ziskali s prihlédnu-
tim k vété 5.3.7):

Véta 5.10.13 Bud' K kvadrika, jeZ nemd stred.

1. Je-li I eliptickym ¢i hyperbolickym paraboloidem, md v bdzi B obecnou rovnici
ndsledujiciho typu (o, f € RT)

N

(a) &+

= = z (jde-li o elipticky paraboloid), nebo
(b) & —

y2
B
% = z (jde-li o hyperbolicky paraboloid),

pravé kdyz souradné roviny x = 0, y = 0 jsou prumérovymi rovinami plochy K
sdruZenymi s libovolnymi neasymptotickymi sméry, které jsou sdruZené vzhledem ke
IC, pocdtek této soustavy souradné ndlezi paraboloidu K a orientace osy z je vhodné

zvolena®®.

2. Je-li K parabolickou vilcovou plochou, md v bdzi B obecnou rovnici typu ij* —2ex =
0, € € R, pravé kdyZ souradnd rovina y = 0 je priimérovou rovinou plochy K

sdruzenou s libovolnym (reguldrnim) smérem a pocdtek této bdze ndleZi plose K

Poznamka 5.10.14 Prejdeme-li v bazi B k vhodnym nasobkim jejich vektord, 1ze docilit
toho, aby v rovnicich dle pfedchozi véty a« = 8 = 1, resp. € = 1.

Zdiraznéme viak, Ze hodnoty «, 3, resp. |e|, uddvaji metrické parametry té€chto ploch
(viz kapitola 5.7.2) pravé v ptipadé, kdy je baze B kartézska, coz je jen tehdy, tvofi-li-li jeji
bazové vektory navic ortonormalni trojici (tj. B prejde v kanonickou bazi plochy K) — srv.
véta 5.10.3.

87Po eventudlnim pieéislovani vektorli a; a as.
88Pfi opacné orientaci osy z by se zménilo znaménko u koeficientu stojiciho u z.
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5.10.4 Roviny soumérnosti kvadriky

Definice 5.10.15 Rovina p se nazyva rovina soumérnosti mnoziny bodia M, jestlize ke
kazdému M, € M existuje M, € M tak, ze

1. stfed usecky My M, lezi v p,
2. M2 — M1 1 P

(o bodech My, M, tikdme, Ze jsou soumérné sdruzené podle roviny p).

o s

Uvazime-li kvadriku C a praimérovou rovinu 7 (s) sdruzenou s jejim nékterym neasymp-
totickym smérem, vyplyne platnost nasledujiciho tvrzeni (z geometrické interpretace priimérové
roviny (kapitola 5.10.1) a véty 5.10.3) naprosto analogicky jako v pripadé¢ tvrzeni 4.10.2 v
pripadé kuzelosecek (promyslete si).

Véta 5.10.16 Kazdd priimérovd rovina sdruZend s neasymptotickym hlavnim smérem kvadricy
je jeji rovinou soumérnosti.

Dusledek 5.10.17 Bud K kvadrika urdend v nékteré bdzi matici F. je-li s = (s1, sa, S3)
vektor neasymptotického hlavniho sméru, je ndsledujici rovina rovinou soumérnosti a s je
Jjeji normdlovy vektor (proc¢?)

p: (s1,82,83)F

— N Q8

Kromé rovin soumérnosti, které jsou pravé popsanymi primérovymi rovinami, existuji i
dalsi roviny soumérnosti (podobné jako u kuZelosecek, kde existuji i jiné osy soumérnosti,
neZ popsané vétou 4.10.2) — napt. v pripadé dvojice rovin je rovinou soumérnosti i libovolna
rovina na tuto dvojici kolmad, v piipadé kolmych riznobéznych rovin pak pristupuji k rovinim
soumérnosti i obé roviny.
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